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INTRODUCCION

Para ciertos estudiantes aprender Matematica es una actividad complicada y a veces hasta aburrida, esto
se debe en gran medida a que en el proceso de ensefianza-aprendizaje de esta hermosa ciencia se sigue
empleando el célculo rutinario sin comprension de lo que se esta haciendo, ensefiando ejercicios y
problemas matematicos poco préacticos, idealizados y fuera de contexto con pocas experiencias que
estimulen la curiosidad de los estudiantes. Todo esto genera el escaso desarrollo de la capacidad
matematica y el desconocimiento de su aplicacién en la soluciones de problemas de la vida cotidiana,
generando un analfabetismo matematico.

La Matematica es el camino mas seguro por cual se desarrolla el razonamiento l6gico, destrezas,
competencias y valores, por lo que saber entenderla y aplicarla es de gran utilidad en cualquier actividad
del ser humano. Por lo que ponemos a disposicion de estudiantes, docentes y del publico en general la
presente obra que recoge aplicaciones de la matematica en la vida cotidiana a través de ejercicios,
problemas y tareas que han sido cuidadosamente seleccionados, los cuales se presentan en forma
didactica de manera manual y haciendo uso de las Tecnologias de la informacion y Comunicacion (las
TIC).

El enfoque del presente libro es 100% préctico, didactico e innovador, por lo que la teoria que se trata es
lo mas basicay clara posible, se abordan los conceptos basicos para que los lectores se ejerciten y pongan
énfasis en la aplicacion de la teoria y de las TIC en la solucién de ejercicios y problemas practicos de la
vida real, en donde los estudiantes tendran la referencia de como hacerlo a través de un lenguaje
matematico sencillo de facil comprension.

La estructura del libro estd formado por siete capitulos, los cinco primeros fueron escritos por Mario
Suarez, el sexo por Guadalupe Arciniegas y el séptimo por Marlon Pineda. Cada capitulo esta
estructurado a base de teoria, ejemplos ilustrativos resueltos y tareas con ejercicios y problemas
propuestos. Los ejemplos ilustrativos son expuestos paso a paso tanto en forma manual como empleando
las TIC y haciendo una vinculacion con casos de la vida cotidiana.

La primera parte del libro corresponde a los numeros, contenidos claves para el estudio de las demés
areas de la Matematica, se inicia con los nimeros naturales y numeros enteros, continda con los numeros
racionales y nameros reales, finaliza con los nUmeros imaginarios.

La Introduccion al Algebra corresponde al segundo capitulo, en el cual se estudian conceptos y
operaciones algebraicas basicas, productos y cocientes notables y terminan con técnicas basicas de
factorizacion.

La tercera parte corresponde el estudio de la I6gica y de los conjuntos, se hace una introduccion a
conceptos bésicos de la logica, clasificacion de las proposiciones compuestas, circuitos logicos,
definiciones basicas de conjuntos, cardinalidad y operaciones de conjuntos.

La cuarta parte corresponde al estudio de las ecuaciones e inecuaciones lineales, cuadraticas y con valor
absoluto.

El quinto capitulo estd destinado al estudio de los numeros complejos, sus operaciones en forma
rectangular y cartesiana, representacion grafica, médulo y operaciones de forma trigonométrica o polar
de numeros complejos haciendo énfasis en la formula de Moivre.

El sexto capitulo trata de las funciones y su aplicaciéon, en el cual consta una introduccion a las funciones,
la recta, funcion lineal de costo, funcién de oferta y de demanda y el punto de equilibrio.



Aplicaciones de las funciones lineales en la Administracion de empresas es el séptimo y ultimo capitulo
de presente libro, capitulo en el cual se recurre al algebra lineal para estudiar con detalle la prevision,
maximizacion y minimizacion.

En general, los lectores del presente libro encontraran aplicaciones de la Matematica que les ayudara
entender la importancia y necesidad de aprender y utilizar esta fascinante ciencia.

Cabe mencionar que la tematica y procesos didacticos expuestos en la presente obra ya fueron publicados
en algunos sitios de internet y también fueron puestos en practica con las y los estudiantes durante algunos
afios de trabajo docente tanto con estudiantes de nivel secundario como de nivel universitario,
obteniéndose experiencias gratas y resultados 6ptimos, por lo que estamos seguros que el presente libro
tendra la acogida por parte de la comunidad académica y contribuird en mejorar significativamente la
compresion y aplicacion de la Matematica.

Convencidos de que ninguna obra humana es perfecta seran ustedes estimados lectores y estudiosos de

la Matematica quienes con sus sugerencias nos seguiran aportando ideas para mejorar el presente texto.

Cordialmente
Los autores



CAPITULO I
LOS NOMEROS

1.1) NUMEROS NATURALES (N)

Los numeros naturales son los primeros que surgen en las distintas civilizaciones, ya que las tareas de
contar y de ordenar son las mas elementales que se pueden realizar en el tratamiento de las cantidades.
Los nimeros naturales son cardinales, pues sirven para contar los elementos de un conjunto. El conjunto
de los nimeros naturales es infinito.

N={1,23,4,56,7,89...... }

Nota: Algunos autores consideran que el cero también es un nimero natural. Ademas de cardinales (para
contar), los nimeros naturales son ordinales, pues sirven para ordenar los elementos de un conjunto:
1° (primero), 2° (segundo), 16° (decimosexto).

1.2) NUMEROS ENTEROS (Z)

Numero entero, cualquier elemento del conjunto formado por los nimeros naturales y sus opuestos.
El conjunto de los numeros enteros se designa por Z={....,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3 ,4,5,...}

Los nimeros negativos permiten contar nuevos tipos de cantidades (como los saldos deudores) y
ordenar por encima o por debajo de un cierto elemento de referencia (las temperaturas superiores o
inferiores a 0 grados, los pisos de un edificio por encima o por debajo de la entrada al mismo, etc.)

A) RELACION DE ORDEN
Es indicar si un numero es mayor 0 menor con respecto a otro nimero. Se emplean la simbologia:

Simbologia | Se lee
> Mayor que
< Menor que

Ejemplos ilustrativos:

a) Ordenar de menor a mayor los siguientes nimeros: —2; 5; 6; 0; —15
Soluciom: —15< -2<0<5<6

b) Ordenar en forma descendente los siguientes nimeros: 5; —4; 4; —100; —1; 0
Soluciom:5>4>0>-1>—-4>-100

B) VALOR ABSOLUTO

Se Ilama valor absoluto de un nimero a, a la distancia que existe desde el cero hasta dicho nimero. Se
designa con |a] y es igual al propio a si es positivo o cero, y a -a Si es negativo.

Es decir:

Sia>0=|al=a
Ejemplo: |7| =7

Sia<0=|a| =-a
Ejemplo: |-7| = —-(=7) =7

Nota: El resultado del valor absoluto de un nimero es siempre positivo.

10



C) SUMA Y RESTA
Para sumar o restar nimeros Z se procede del siguiente modo:

1) Si tienen el mismo signo, se suman sus valores absolutos, y al resultado queda con el signo que tengan
los sumandos, es decir, signos iguales se suma y se conserva el signo de los sumandos.

Ejemplos:

3+4=7

-3—4=-7

2) Si tienen distintos signos, es decir, si un sumando es positivo y el otro negativo, se restan sus valores
absolutos y al resultado queda con el signo del mayor valor absoluto, es decir, signos diferentes se resta
y se conserva el signo del numero de mayor valor absoluto.

Ejemplos:

7—3=4

3—-7=-4

-7+3=-4

-3+7=4

Propiedades:
Siendo a, b, c nimeros Z

Clausurativa o Cerradura: La suma o resta de dos 0 mas nimeros Z es otro Z
a+b=c Ejemplo:7+3 =8

Asociativa:

(a+b)+c=a+(b+c) Ejemplo:(7+3)+2=7+3+2)
Conmutativa: El orden de los sumandos no altera la suma total
a+b=b+a Ejemplo:7—-3=-3+7

Elemento neutro: el cero es el elemento neutro de la suma
a+0=a Ejemplo:6+0=26

Elemento opuesto: todo nimero entero a, tiene un opuesto —a
a+ (—a) =0 Ejemplo: 7+ (=7) =0
Ejemplos ilustrativos

Resuelva numérica y graficamente las siguientes operaciones:
a)2+5 b)—2-5 ¢)5-2 d)2-5 e)—2+5 f)—6+2

Solucién:
a)2+5=7
SRR N N A [ O A A I
- 117 17 17 1T T 1T 1T 11 o
-o...=-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8§ 0. =«
+2 > +5 -
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Empleando GeoGebra

Ingrese a GeoGebra. Clic en Recta. Clic en Segmento

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesidn

P =] =Y
= N cE RN EE
[l Al B OO N e 2] » e
P Vista Algebr: rd
—— Recta
el ,
|/ ‘Segmento |
a 5
/ Segmento de longitud dada
4
/ Semirecta
< Poligonal 3
s
(". Vector 2
-// Equipolente
! il
0
4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 1 12 13 14 15 18 17 13
-1
-2
3
-4
5
Entrada: =

Trace los segmentos AB=2 y BC=5. Clic en Vista, escoja Calculo Simbolico (CAS). En la casilla de
CAS escriba 2+7. Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

N I e D.C}C)£Q\¥Am52[z

» Vista Algebraica o » Cdlculo Simbdlico (CAS) 1< | P Vista Grafica

1 245 14
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@ =) . . D . . ; . . . .
Segmento -2 -1 [1} 1 2 3 4 5 [ 7

by—2-5=-7

«- |
ST |
-2 .,.-8 -7-6 -5-4 -3-2-10 1 2.

= e
T i

3 2
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Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A0 4N w2 []
A Sl | 8 ® . ) 3]

il 7| il il
) Vista Algebraica b Célculo Simbélico (CAS) (X | b Vista Grafica
9 -2-7
] 14
2
]
10 a =] T & -I5 4 x] 2 1 ) 1
c b B a A
@ @ 1?
c)5—-2=3
—_'ﬁ
I A
[ T 1 1T 17 T 1T 1T T 1
.. -1 0 1 2 3 4 5 6 7 § 0.«
- ,2,“;
5 <« <
—

Empleando GeoGebra
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Empleando GeoGebra
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Empleando GeoGebra
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Empleando GeoGebra
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=1 = [ v [lls"s (O] "y x =[x~ |].o] @
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..... ] A=(0,-1) 1 * 14
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..... ] F=:'-4|'é} B a

D) MULTIPLICACION

Es una operacion que relaciona dos términos llamados factores para obtener un tercero llamado producto.
Multiplicar un namero por otro significa tomarlo como sumando, tantas veces como unidades tiene el
otro.

2:4=24+2+2+2=8

Multiplicar 2 - 4 significa tomar cuatro veces como sumando al 2

El 2 y 4 se llaman factores (2 = multiplicando, 4 = multiplicador). El 8 se llama producto

Ley de los signos

1) Al multiplicar signos iguales el producto tiene signo mas

(P =+ DO =+

(2)(4) =8 (-2)(-4) =8

2) Al multiplicar signos diferentes el producto tiene signo menos
() = - () = -

(2)(-4) =-8 (-2)(4) = -8

Propiedades:
Siendo a, b, c nimeros Z

Clausurativa o Cerradura: El producto de dos 0 mas nimeros Z es otro Z
a-b=c Ejemplo:3-2=6

Asociativa:

a(b-c) = (a-b)c Ejemplo:2(3-4) =(2-3)4
Conmutativa: El orden de los factores no altera el producto
a-b=b-a Ejemplo: 7-6 =6-7

Modulativa o Elemento Neutro: el 1 es el elemento neutro de la multiplicacién
a-1=a Ejemplo:7-1=7

Distributiva de la multiplicacion respecto de la suma:
a-(b+c)=a-b+a-c Ejemplo:5-(6+7)=5-6+5-7

15



Distributiva de la multiplicacion respecto de la substraccion:
a(b—c)=a*b—a-c Ejemplo:5-(6—-7)=5-6—-5-7

Distributivo Recolectiva o Factor Comun:
a-b+a-c=a(b+c)Ejemplo:5-2+5-3=5(2+3)
ab—a-c=a(b—c)Ejemplo:5-2—-5-3=5(2-3)

Absorbente: Un nimero multiplicado por cero es igual a cero
a-0=0 Ejemplo:7-0=0

Invertiva: Un nimero multiplicado por su inverso multiplicativo o elemento simétrico es igual a uno

1
a-—=1 Ejempl0:7-7=1

a
Ejemplo ilustrativo
Resolver (2 —7) - [5 — {2 + (2 — 5)}]

Solucién

2-7)-5-{2+ (2 -5)}] Ejercicio

(=5 -[5—-{2+ (-3)}] Signos diferentes se resta y se conversa el signo
del nimero de mayor valor absoluto

(=5)-[5—{2-3}] Cuando esta el signo + antes de un signo de
agrupacion, al suprimir el signo de agrupacion el
nimero mantiene su signo. O también se aplica la
ley de los signos de la multiplicacion

(=5)-[5—{-1}] Signos diferentes se resta y se conversa el signo
del nimero de mayor valor absoluto

(=5)-[5+1] Cuando esta el signo — antes de un signo de
agrupacion, al suprimir el signo de agrupacion el
nimero cambia su signo. O también se aplica la
ley de los signos de la multiplicacion

(=5) - [6] Signos iguales se suma y se conversa el signo de
los sumandos

-30 Ley de signos de la multiplicacion (=) - (+) = —

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

%7 .A? ,./7 J:'-FF? *I-.:\;'? ®? @7 é? X ABCV E:E? Q"
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1 (2-7F(8-(2+(2-5)))

- =30
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E) DIVISION
Es una operacién inversa a la multiplicacion que tiene por objetivo calcular cuantas veces un nimero
contiene a otro.

Divisor

\’

Dividendo ——= 20 + 5 = 4 «<—— Cociente

Ley de los signos
1) Al dividir signos iguales el cociente tiene signo mas

)+ () =+ D+ () =+
B +M)=2 (-8)+(-4)=2

2) Al dividir signos diferentes el cociente tiene el signo menos
)+ ()=~ () + () =~

8)+(-4) =-2 (—8) + (4) = -2

Propiedades:
Siendo a, b,c nimeros Z

Modulativa o Elemento Neutro: el 1 es el elemento neutro de la division
a+1=a Ejemplo:7+1=7

Distributiva con respecto de la adicion:
(a+b)+~c=a+c+b+c Ejemplo:(184+15)+3=18+3+15+3

Distributiva con respecto de la substraccion:
(a—b)+~c=a+c—b~+c Ejemplo: (18—-15)+3=18+3—-15+3

Invariantiva o compensativa: El cociente de dos numeros enteros no cambia si se multiplica o divide
al dividendo y al divisor por un mismo numero
a+-b=(@+c)+((b+c)Ejemplo:20+4=(20+2)+(4+2)

D) POTENCIACION

La potenciacién es una operacion que se fundamente en los principios de la multiplicacién reiterada de
un mismo factor en la que se calcula un nimero (potencia) que se obtiene multiplicando por si mismo
tantas veces como indica el exponente.

Exponente
/23 =2-2-2=8<——— Potencia efectuada
Base
Potencia desarrollada

Propiedades:

Base positiva y exponente par o impar.- Toda potencia de base positiva con exponente par o impar da
como resultado un ndmero positivo

33=3-3=9;33=3-3-3=27
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Base negativa y exponente par.- Toda potencia de base negativa con exponente par da como resultado
un nmero positivo.

(=3 =(=3)(-3)=9

Base negativa y exponente impar.- Toda potencia de base negativa con exponente impar da como
resultado un numero negativo

(=2)° = (-2)(-2)(-2) = -8

Potencia negativa.- Toda potencia de base positiva 0 negativa con exponente negativo es igual al inverso
multiplicativo de dicha potencia (es igual a una fraccion cuyo numerador 1y el denominador la misma
base, pero con exponente positivo)

a‘"—i Ejem l0'5‘2—l——1 —i
Tgn OO T T T e s T g5
1 1 1

-n _ 1 : (Y2 —
(—a)™ = Con Ejemplo: (—=5)7% =
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Cuadrado de la suma de dos numeros.- El cuadrado de la suma de dos nimeros es igual a la suma del
cuadrado del primer nimero, mas el doble producto del primero por el segundo y mas el cuadrado del
segundo ndmero

(a + b)? = a? + 2ab + b?
Ejemplo:
B+1)?=3242-3-1+1°=9+6+1=16

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Cuadrado de la resta de dos numeros.- El cuadrado de la del cuadrado del primer nimero, menos el
doble producto del primero por el segundo y mas el cuadrado del segundo namero.

(a —b)? = a? — 2ab + b?
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Ejemplo:
(3-1)2=32-2-3-1+12=9-6+1=4

Producto de potencias de igual base.- Se conserva la base y se suma los exponentes
am - qt = gmtn
Ejemplo:

2322 =232 =25=32

Division de potencias de igual base y origen del exponente cero.- Se conserva la base y se resta los
exponentes.

m m-n

a™+a"=a
Ejemplo:

23+22=232=21=2

Origen del exponente cero: Todo numero (a excepcion del cero) con exponente cero es igual a uno.
28 +23=233=20

Pero23 +23=8+8=1,entonces2’°=1=a’ = 1paraa # 0

Propiedad modulativa.- Todo nimero con exponente uno es igual a su base.

a' =a Ejemplo:31 =3 ; —a'=—a Ejemplo: -3 = -3

Potencia de potencia.- Se conserva la base y se multiplica los exponentes
(a™™ = a™™ Ejemplo: (23)? = 232 = 26 = 64

Potencia fraccionaria:

m 2
an = Yam Ejemplo: 83 = /82 = Y64 = 4
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Propiedad distributiva:
(a-b)* =a"-b"™ Ejemplo: (3-2)2=32:22=9-4=36
(a=b)*=a"+b"Ejemplo: (6 +2)2=62+22=36+4=9
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E) RADICACION
Es una operacién inversa a la potenciacion a través de la cual se calcula un nimero (raiz) que multiplicado
por si mismo tantas veces como indica da un producto igual a la cantidad subradical.

Signo Radical

fndice /
\\/Z = 2<— Rap

Cantidad /

Subradical

Nota: Cuando el indice es 2 no es necesario escribirlo, ya que esta implicito o sobreentendido:

Va = a
Propiedades

Cantidad subradical negativa e indice par:
Los nimeros negativos NO tienen raiz real si el indice es PAR. Asi v/ —4 no tiene raiz real, ya que ningun
nimero multiplicado por si mismo da como resultado —4 . En este caso se emplea los nimeros

imaginarios. La unidad imaginaria es “i” y corresponde a lav—1 = i. Por lo tanto:

V=t=Ja-D)=2v-1=2i

Cantidad subradical negativa e indice impar.-La raiz es negativa:
V=8 = =2 porque (—2)(-=2)(-2) = -8

Cantidad subradical positiva e indice par.- Tiene dos raices con signos distintos:
V4 =2porque2-2=4 y 4=-2porque(=2)(-2) =4

Nota: En la resolucion de los ejercicios se considerara solo la respuesta positiva.

Raiz de una raiz.- Se conserva la cantidad subradical y se multiplican los indices

m”{/ﬁ = "Ya Ejemplo: 3/\/@ = V64 =64 =2

Raiz de una potencia.- Se escribe la cantidad subradical con un exponente cuyo dividendo es el
exponente de la cantidad subradical y divisor es el indice de la raiz:

YVa™ = a™ " Ejemplo: 3/26 = 2673 = 22 = 4

Distributiva:
Na-b="4%a-Vb Ejemplo: ¥8-27=38-Y27=2-3=6
Na+b="%a=+ b Ejemplo: V36 -9 =136 +/9=6+3=2

20



1.3) NUMEROS RACIONALES (Q)
Son los que se pueden expresar como cociente de dos nimeros enteros, es decir, en forma de fraccion.
Ejemplo:

5—25
2_ ’

El conjunto Q de los nimeros racionales estd compuesto por los nimeros enteros y por los fraccionarios.

Los nameros racionales no enteros se llaman fraccionarios. Los nimeros racionales sirven para expresar
medidas, ya que al comparar una cantidad con su unidad el resultado es, frecuentemente, fraccionario.

-

i | ko

— Numerador.- Indica las partes que se toman de la umdad
— = Linea de fraccion.- Equivale a +
3 —> Denominador.- Indica en cuantas partes iguales se ha divido la unidad

A) TRANSFORMACION DE UN NUMERO MIXTO A NUMERO Q
Se multiplica el entero por el denominador y a este producto se le suma el numerador, el total va como
numerador y de denominador el mismo del namero.

1 3241 _6+1 7
2 2 2 2

B) TRANSFORMACION DE UN NUMERO Q A UN NUMERO MIXTO
Se divide el numerador para el denominador y se ubica al cociente como entero, al residuo como
numerador y de denominador el mismo del nimero Q.

C) CLASES DE DECIMALES
Al expresar un nimero racional, no entero, en forma decimal se obtiene tres clases de niUmeros decimales:
a) Decimal finito o exacto:

2—04
5_ )

b) Decimal infinito o periddico puro:

Wl N
Il
o
o
(@)
o))
o))

c) Decimal infinito o periédico mixto:

29 _ 1,318181818
22 - 20140101010 ... ....
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Nota: La parte entera es el o los nimeros antes de la coma. La parte no periodica es el o los nimeros que
no se repiten 'y estan después de la coma. La parte periddica es el o los nimeros que se repiten a la derecha
de la coma, y que pueden representarse escribiendo los nimeros que se repiten con una linea recta sobre
ellos.

Parte anteperiodica

T

13181818 =1,318

7N

Parte entera Parte periodica

D) CALCULO DE LA FRACCION GENERATRIZ DE UN NUMERO DECIMAL EXACTO
En el numerador se escribe el mismo nimero como entero sin la coma, y por denominador se pone la
unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales tiene el numero. Después se simplifica si es posible

Ejemplos:
L 05_05_1
)05 =157

Para el calculo empleando Excel se procede de la siguiente manera:

Se digita el numero 0,5. Se seleccionada la celda y se hace clic derecho. Luego clic en Formato de celdas
como muestra la figura:

Al v TimesMi- (12 ~| A" &7 § - 95 oo
A N K =045 a
1 | { sl
~ & Cortar
3 Egy Copiar
4 Opciones de pegado:
5
3]
7
2 Insertar...
g Eliminar...
10 Borrar contenido
11
=
12 Filtrar 3
13 ond
i r 3
14 rdenar
15 ' Insertar comentario
16 Formato de celdas...
17 Elegir de la lista desplegable...
18 Definir nombre...
19 8 oo cul
20 &h Hipervinculo...

22



En la ventana Formato de celdas se selecciona fraccion de tipo hasta 3 digitos.

A

0.5

(= s SN W PSR

| I R e e i e el e e e e
R R g  PE R N

Clic en Aceptar

Mimero |Alineacién I Fuente I Borde I Rellena | Proteger|

Categoria:
General Muestra
Mamero
12
Moneda /
Contabilidad Tipo:
E'Ecrr;a Hasta un digita (1/4) ~
. Hasta dos digitos (21/25
Forcentaje Hasta tres digi
" " Como medios (1/2)
_(rjentl'flca Como cuartos (2/4)
exto
E . Como octavos (4/3)
special c diecisei 3/16) W
Persanalizada omo dieciseisavos [
Aceptar | | Cancelar

Al - x 0.5
A B D
1 1/2
2
2145—145—29—1+1—19
)L 100 20 9 720

Empleando Excel se muestra en la siguiente figura:

Al - x Feo| 145
A | B D

1| 1 90|

2

23



E) CALCULO DE LA FRACCION GENERATRIZ DE UN DECIMAL PERIODICO PURO
Se escribe como numerador la parte entera 'y la parte periddica sin la coma decimal, menos la parte entera.
Y como denominador tantos nueves como cifras contengan la parte periddica

Ejemplos:
- 05-0 5

1) 0,555555 ........= 0,5 = 5 =9
Empleando Excel

Al | i fe || 0,555555555555555

A B C D E

1 5/9

2 | ]
2) 2,666666.....= 2,6 = =224 _8_,2

)2, =26 —g— == =23
Empleando Excel

Al v i fe | 2,66666666666666

A B C D E

1| 2 23

2 | ]
3) 2,36363636 —2%—236_2—234—26—2+ * =2 *

)2 TTPTTT 99 T 99 T 11 Y11 11
Empleando Excel

Al | i J 2.36363636

A E C D

1| 2 411 _l

2

F) CALCULO DE LA FRACCION GENERATRIZ DE UN DECIMAL PERIODICO MIXTO
Se escribe como numerador la parte entera, la parte no periddicay la parte periddica sin el punto decimal,
menos la parte entera seguida por la parte no periddica sin la como y como denominador tantos nueves
como cifras tenga la parte periodica y tantos ceros como cifras tenga la parte no periodica.

Ejemplos:
1)0,83333 .. = 083 = 22 08 _7>_>
)0, T 9 90 6
Empleando Excel
Al | i S 0.8333333335333
A B C D
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— 1618—-16 1602 89 34 34

2)1,618181818...=1,618 = —=1l4+—==1—
) 990 990 55 55 55
Empleando Excel
Al | Je 161818181818
A B i D

G) SUMA Y RESTA
Para sumar o restar nimeros racionales se sigue el siguiente proceso:

Se encuentra el minimo comun multiplo (m.c.m) de los denominadores, es decir, se encuentra al minimo
namero que les contenga a los denominadores.

Se divide el m.c.m. para cada denominador y se multiplica por el numerador de cada numero Q.

Se aplica la ley de la suma y resta de los numeros enteros para reducir términos semejantes. Este resultado
se pone como numerador, conservando por denominador al m.c.m. Luego se simplifica si es posible.

Para simplificar se debe considerar los siguientes criterios de divisibilidad:

Divisibilidad por 2: Un nimero es divisible por 2 cuando la cifra de sus unidades es cero o cifra par.
Ejemplo: 24y 20

Divisibilidad por 5: Un numero es divisible por 5 cuando la cifra de sus unidades sea cero o cinco.
Ejemplo: 140 y 145.

Divisibilidad por 3: Un namero es divisible por 3 cuando la suma de sus cifras es multiplo de 3.
Ejemplo: 123

Divisibilidad por 4: Un ndmero es divisible por 4 cuando sus 2 ultimas cifras son ceros o cuando el doble
de la penultima cifra més la ultima resulte un multiplo de 4.
Ejemplo: 376, ya que 2-7 + 6= 20 = multiplo de 4.

Ejemplo: Realizar la siguiente operacion:

E _ E + B _
Solucion:
Segun los graficos la operacion a realizar es

+

N| =
[
1w
(o} IEN|
|
w| =
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Calculando el m.c.m. de los denominadores

2 4 8 3 2
1 2 4 3 2
1 2 3 2
1 3 3

1 Se multiplica 2:2+2:3=24 —» m.c.m.=24

Realizando la division del m.c.m. para cada denominador y multiplicando por el numerador de cada
namero Q

+7 1 (24+2)1-(24+4)3+(24+8)7-(24+3)1 12-18+21—-8 33—26
8 3 24 N 24 24

1 3
2 4

7
24
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H) MULTIPLICACION Y DIVISION

En la multiplicacion de numeros racionales se simplifica si es posible un numerador con cualquier
denominador y luego se multiplica entre numeradores y entre denominadores.

Ejemplo:
25 25 10
37 37 21

Para dividir numeros racionales, la division se transforma en multiplicacion invirtiendo el divisor. Luego
se realiza la multiplicacion.

Ejemplo:
2 5 27 27 14
3'7 35 3 15
O también
2
2 5 3 2:7 14
3°'7 5 3 15
7
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En donde 2y el 7 son extremos y 3 y 5 son medios. La division en esta forma toma el nombre de fraccién
compleja. Para resolver una fraccién compleja se simplifica si es posible un extremo con cualquier medio
0 un medio con cualquier extremo, luego se multiplica extremos con extremos y medios con medios y
finalmente el producto de los extremos se ubica en el numerador y el producto de los medios en el
denominador.
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1) POTENCIACION

La potenciacion es una operacion que se fundamenta en los principio de la multiplicacidn reiterada de un
mismo factor en al que se calcula un numero llamado potencia el cual se obtiene multiplicando por si
mismo tantas veces como indica un operador numérico llamado exponente.

Exponente
1},_1 1. l_l
2 2 8
Potencia
Base Potencia
desarrollada

La potenciacion de los nimeros racionales cumple con las mismas propiedades de la potenciacion de
los nimeros enteros siendo las mas empleadas las siguientes:

Potencia negativa.- Es igual al inverso multiplicativo de dicha potencia:
67 =) oo () =) =3
b/ T\a) A7) T\3) T
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Potencia de una potencia.- Es igual a una potencia de la misma base elevada al producto de los
exponentes

a1t e N E e 1
G =G eeme: |G| -G =0) -
Empleando GeoGebra
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J) RADICACION

La radicacion es la operacion inversa a la potenciacién a través de la cual se calcula un nimero (raiz) que
multiplicado por si mismo tantas veces como indica el indice se obtiene un producto igual a la cantidad
subradical.

Signo Radical
Indice

Cantidad
Subradical

Propiedades:

Raiz de una raiz.- Se conserva la cantidad subradical y se multiplican los indices

mnf_m.n\FE, | 64 _e[64 o642
b~ Np PO 7597 7297 72973

Raiz de una potencia.-Se escribe la cantidad subradical con un exponente fraccionario cuyo numerador
es el exponente de la cantidad subradical y denominador es el indice de la raiz

6

& = @ siomnio|0) - () - () -2
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Distributiva con respecto a la multiplicacion.- Es igual al producto de las raices de cada factor
ac n\/a,IE 0|8 64 _3| 8 sl64 2 4 8
\/b JEMPIOt 112527 7 (125 |27 53 15

Distributiva con respecto a la division.- Es igual al producto de la raiz del dividendo por la raiz del
divisor invertido.

na_c_n\/andE L f|8 64 =8 327 _23 3
NpTa TNy e e 11e 57 1125 [6a =57 10

1.4) NUMEROS IRRACIONALES (I)

Son aquellos que no son racionales, generalmente tienen una cantidad de cifras ilimitadas (no periodicas).
Ejemplo:

V2=14142....; 1 =3,14159 . cc. e ce..;€ = 2,7182 oo . .

A) SIMPLIFICACION DE RADICALES
Consiste en expresar un radical en su forma mas simple. Para simplificar un radical, el exponente de la
cantidad subradical debe ser mayor que el indice del radical

Ejemplos ilustrativos
1) Simplificar V20
Solucion:

Se descompone la cantidad subradical (radicando) en sus factores primos

V20 =+4/22-5

Se realiza las operaciones respectivas empleando las propiedades de la radicacion

V20 =+/22-5 = /225 = 245
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2) Simplificar v180
Solucion:
V180 =+4/22-32:-5=2-3-V/5=6V5
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3) Simplificar Y1512

Solucion:

Y1512 = V23-33-7=2-337 =617
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B) SUMA'Y RESTA

Estas operaciones se pueden efectuar unicamente si el indice del radical y el radicando son iguales
(radicales semejantes)

aVd+bVd —cNd=(a+b—-c)Vd

Ejemplo ilustrativos

1) Realizar la siguiente operacion 3v2 + 5v2 — 42 — V2
Solucion:

Debido a que los radicales son semejantes se realiza las operaciones con los coeficientes

3W2+5V2—4V2—V2=(3+4+5-4—1DV2=(8-52 =32
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2) Realizar la siguiente operacion /16 + /54 — /50 — /18

Solucion
Se simplifican los radicales y se realizan las operaciones respectivas

V16 + V54 —V50 — V18 = 232+ /33-2—/52-2—/32.2=2Y2 + 332 -5v2 - 3V2
30




Se agrupan los radicales semejantes y se realizan las operaciones respectivas

V16 + V54 —V50-vV18 = (2 +3)¥2 - (5 +3)V2 =5V2 —8V2
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3) Realizar la siguiente operacion

2 3
§\/125 + §V405
Solucion:

Simplificando los radicales, multiplicando por las cantidades que les anteceden, simplificando las
fracciones y realizando las operaciones respectivas

SVIZ5 4 SVA0E = /57 5423 =2 5VE 4+ 3E = 5+ 2 Ve = (T4 2 )VE
§m+§m=(2°+81)f_ﬂf
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C) MULTIPLICACION

Multiplicacion de radicales con indices iguales.- Se conserva el signo radical y se multiplican los
radicandos y de ser posible se simplifica el resultado

Va- b ="Ya b

Ejemplo

VZ-V3=v2-3=16

Multiplicacion de radicales con indices diferentes.- Se calcula el minimo comun multiplo de los
indices de los radicales, el cual recibe el nombre de minimo comun indice

Ejemplos ilustrativos

1) Multiplicar V5 - 3/2
Solucion:

El minimo comun indice es 6, por lo que lo indices de los radicales se convierten a dicho indice
V5 = "5% = {58
3{/7 _ 32 /'_22 _ 6/'_22

Realizando las operaciones respectivas

V532 = /53 {22 = {5322 = ¥/125 - 4 = /500

2) Multiplicar v32 - /8
Solucion:

Se descompone en factores primos y los radicales se transforman a su minimo coman indice
V32 =242 = 222 = 42 = 4*%[22 = 4322
V8 =123

Realizando la multiplicacion

V3Z- VB =422 {23 =427 23 =42t 2 =4 2¥Z = 8Y2

D) DIVISION
Division de radicales con indices iguales.- Se aplica la siguiente propiedad

YVa .fa

“p b

Ejemplo ilustrativos:

1) Resolver

V15

V3
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Solucién

V15 15

Y 25
V3 3

2) Resolver

1028
V175

Solucién

w%ﬁ_1m&ﬂ7_1oa¢7_22¢7_%ﬁ_4 7 1ea
V75 V527 7 N7 VT 7T T

Division de radicales con indices diferentes.- Se transforman los radicales a un indice comun y después
se realiza la division

Ejemplo ilustrativos
1) Calcular

V32

V16

Solucion:
Se transforma los indices de los radicales a 30 y se realiza la operacion

V32 _ VoS V@Y NOE 002w wpr
W e v m TS

2) Calcular

V2 +1

Solucion:
Realizando las operaciones en el radical doble v/ 3 + 2v/2 para transformarlo en radicales simples
Descomponiendo el 3 en dos sumandos (3=1+2)

J3+2J§=J1+2+2J§

Propiedad conmutativa de la suma

J3+bﬁ=J1+mﬁ+2

Como (1+v2)2 =12+2-1-vVZ+ (V2) = 1+ 2VZ + 2 se tiene
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J3+2ﬁ=J(1+ﬁ)2=ﬁ+1

Remplazando '3 + 2v2 = v2 + 1 en el gjercicio inicial

4

:
N

_ VW2 +1
VWZ+1 VW2 +1

Transformando los indices de los radicales a un indice comdn y realizando la operaciones respectivas

XS ZZW:“\/(‘&“):12\/(‘/?+1)3:“M:“
e T i s

:

V2 +1

(o)}

1.5) NUMEROS REALES (R)

El conjunto formado por todos los nimeros racionales y los irracionales es el de los nimeros reales,
de modo que todos los nimeros mencionados hasta ahora (naturales, enteros, racionales,
irracionales) son reales. Estos nimeros ocupan la recta numérica punto a punto, por lo que se llama
recta real.

.15 N

|
I
-=c..-5 4 -3-2 -1 0 1 2

A) OPERACIONES COMBINADAS
Ejemplos llustrativos.
1) Resuelva el siguiente ejercicio
1 1
162 — {0,06255 + (0,2 — 1,2)‘2}
Solucion:
Afirmaciones Razones
1 m n
5 - 1\2 2 6\ 2 Potencia fraccionaria: an = Va™
16" — (1_6) (1_0_§ Calculado la fraccién generatriz
{2 1 1 1 6 -2 16 =4
6 69 | o
16 5 5 . . (I _ ™A
Potencia fraccionaria: (b) = (b)
Simplificando
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4 1+1}
4 1

4 1+4}
. 4

4 5}
4

4 5
4

4 5

1 4

16—-5 11

4 4

2) Resuelva el siguiente problema

Un estudiante ha leido dos terceras partes de 90 libros. ¢Cuéntos libros ha leido?

Solucidn:
2 0_2 90_60_60
3 31 1

Entonces ha leido 60 libros

1 1

16 4
Restando fracciones

Términos semejantes

Simplificando

Potencia negativa
ay~"  (b\"

G -

Propiedad distributiva

Sumando fracciones

1+4=5

Suprimiendo la llaves

() = -

Transformando el 4 a nimero fraccionario

Restando

3) Un deportista ha recorrido el 60% de una competencia de 15 km. ¢Cuantos kilémetros le faltan para

llegar a la meta?
Solucion:

El 60% transformado a nimero racional es

60% = 0 _3
°~7100 5
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El deportista ha recorrido

3 L5k _3 15km_9km_9k
g M Tt T T M

Le falta por recorrer
15km — 9km = 6km

4) Compruebe la siguiente igualdad

m=x/§+1

Solucion:
Descomponiendo v/8

3+vV4-2=+2+1

Entonces V8 = 2v2

/3+2x/§=\/§+1

Descomponiendo el 3 en dos sumandos (3=1+2)

/1+2+2\/§=\/§+1

Propiedad conmutativa de la suma (Ordenando)

/1+2x/§+2=x/§+1

Como (1+V2)? = 12+ 2-1-vVZ+ (VZ)* = 1+ 2vZ + 2 se tiene

/(1+\/§)2=\/§+1

Extrayendo la raiz

V2+1=v2+1

Queda comprobada la igualdad

Empleando GeoGebra: En Célculo simbdlico (CAS) escriba la raiz doble /'3 + /8. Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas

Ventana Ayuda

=] =l vl OV [ x=[x= | £ o] &

P Vista Algebraica A | » Calculo Simbalico (CAS)

b Vista Grafica

1

(3+EP2)A112)
=~ V241
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B) RACIONALIZACION

Es transformar una fraccidn irracional (quebrado en cuyo denominador esta presente una raiz) en otra
fraccion equivalente que sea racional. Para racionalizar se multiplica la fraccion irracional por el factor
racionalizante (expresion irracional que multiplicada por la fraccion irracional la convierte en una
expresion racional).

Racionalizacion cuando el denominador irracional es un monomio (un término).- El factor
racionalizante del denominador es un radical de igual indice, el radicando se eleva a un exponente igual
a la diferencia entre el indice de la raiz y el exponente inicial del radicando

c c "Jan—m c- n qn—m c- n qn—-m c- ’Han—m

W - W . Van—m - Rgm+n-m W a

Ejemplos ilustrativos

1) Racionalizar

4

V2

Solucion:

4 4 2271 4 2 42 42 4
V2. N2 N2FT N2 V2 V22 2 2

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn

.AV /V ’I.I/V ‘I'/\)? G)V @V é? X ABCV iiiv 4%..7

b Vista Algebraica A | ¥ Vista Grafica ]

8
5

4

Apariencias

Algebra
i Geometria
H Hoja de Calculo ||
X CAS
1] o Graficos 3D
A Probabilidad

Entrada: 1)
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Clic en Vista

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn..
Vista Algebraica Ctri+Mayds+A =] =
ges 52 8o 222 [
Hoja de Calculo Ctri+Mayis+S i i Y *
} Vista Algebi Calculo Simbdlico (CAS) Crl+Maylis+K |
Vista Gréfica Ctri+Mayis+1
Vista Grafica 2 Ctrl+Mayis+2
Vista Grafica 3D Ctrl+Mayis+3
Protocolo de Construccién Cirl+Mayls+L
Célculos de probabilidad Ctri+Mayis+P
Teclado +
Barra de entrada
s P 3
~,2 Disposicion
@ Actualiza las Vistas (limpia rastros) Ctri+F
Recdlculo de todos los objetos Ctr+R
! Nl
0
-4 3 -2 1 0 1 2 3 5 5 7 ] @ 10 11 12 13 14 15 16 17 18
-
2
K]
-4
-5
Entrada: ‘ 1)

Clic en Célculo Simbélico (CAS)

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién.
—~ 15 7 il o= =) =2
=] =11 oy = x=| 7 ol 8| S
b Vista Algebraica o b Calculo Simbdlico (CAS) b Vista Grafica
1 8
5
4
3
2
! il
0
-4 3 -1 o 1 2 3 4 5 [ 7 8 [] 10 1 12
-1
-2
-3
-4
-5
Entrada: ‘ (1)
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En CAS escribir racionaliza. Escoger Racionaliza] <Numero> ]

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

U

v s sl RON g x =]l x|l £ L &

P Vista Algebraica o ¥ | » Calculo Simbdlico (CAS) #| | » Vista Grafica
1 racionaliza [a]
Racionaliza[ =Mimero=]

. 4
Escribir NeE Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=1 = |l v [lls=s[ ROV "l x=] x=]|| f |av]| &

b Vista Algebraica o || | ¢ Calculo Simbolico (CAS) A | ¥ Vista Grafica
1 Racionalizal 4/v/21]
- 22
Por lo tanto
% =2V2

2) Racionalizar
3

RE

Solucion:

3 3 3 3253 3 Y22 3322 3322
V8 V23 V27 V25 VS V2R V5 2

Racionalizacién cuando el denominador irracional es un binomio (dos términos) de indice igual a
dos.- El factor racionalizante es la conjugada del denominador. Se denomina expresiones “conjugadas”
a dos expresiones que estan formadas, una por la sumay otra por la resta de términos iguales

La conjugadade a + Vb esa — Vb
La conjugada de va + Vb esva — Vb

Se aplica las siguientes expresiones
c ¢ a=Vb_ cla=vVb)  c(a=+b) c(a-+b)
a+Vb a+vb a—+b (a+Vb)(a—+b) - (a)Z_(\/E)Z ~ a’-b
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c c a+\/_ c(a+vb) c(a+\/_)
a—vb a-vb a+vb (a—Vb)(a+vb) a’®—b

c c Na-vb  cWa-vb) C(\/_—\/_) _ c(a—b)
Va+vb va+vb va—vb (Va+vb)(Va-vb) (Va)* = (Vb)* a—b

c ¢ Na+vb  c¢(Va+vb) = c(Va+b)
va-vb Va-vb va+vb (Va-vb)(Va+vb)  a—b

Ejemplos ilustrativos
1) Racionalizar

7
6 +5

Solucion:

Se multiplica el numerador y el denominador por la conjugada del denominador

7 7 6-V5_ 7(6- \/_) _7(6-V5) _7(6-V5) _42-7V5
6+V5 6+V5 6-v5 g _(y5)° 36-5 31 31

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

%' .A? /7 ,_..,-3’."_’? b? ®$ ©? ég‘? & ABCV E:E? ‘%’

P Vista Algebraica ) | » Calculo Simbalico (CAS) | | » Vista Grafica

Racionaliza[7/(6+(5 " 1/2))]
:
=T L)
31

2) Racionalizar

V2
V2 -+/5

Solucion:
Se multiplica el numerador y el denominador por la conjugada del denominador

Vi V2 VEeVE_ NAWEVR) VAANTD_ 2430
VZ-5 VI-5 VI+\5 (2 - (5 2-5 3

40



3) Racionalizar

V2 ++/5
V2 -5

Solucion:

Se multiplica el numerador y el denominador por la conjugada del denominador

V2+V5 V2+V5 V2++5 (VZ +5)’ _(\/7)2+2(\/§)(\/§)+(\/§)2=2+2x/ﬁ+5

VZ-V5 VZ2—V5 V2+V5  (v2)' - (vB)' 2-5 -3

V2+45  7+2V10
V2-+5 3

4) Racionalizar

3v2 — 245
5v2 + 74/5

Solucion:

Se multiplica el numerador y el denominador por la conjugada del denominador
3vV2—-2V5 3v2-2v5 5V2—-7V5 (3v2—2V5)(5vV2 - 7V5)
SVZ+7V5 SV2+7V5 5V2-7V5  (5¢2)° — (75)°

3V2—-2vV5 15vV4—-21v10 — 10v10 + 14V25 30-31v10+70 100 —31v10
5v2 + 75 50 — 245 B —195 B 195

5) Racionalizar

51+ 14v2
9—-+/32

Solucién:
Transformando el radical doble a radicales sencillos

\/51+14\/§=\/49+14\/§+2=\/(7+\/§)2=7+\/§

(9-V3Z= J9-VT6 2= Js-4vz= 8- 4/Z41= [(B-1)" =vE-1

Remplazando los radicales simples y multiplicando por la conjugada del denominador

51+14V2 74+V2 _ 7+V2 VB+1 7VB+74VI6+V2 WA 2474442
Jo-v3z V8-1 v8-1 v8+1 81 7
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V51+14v2  7-2V2+11+V2 14V2 +114+V2 11+15V2
9—+32 7 7 7

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=] = || v |s7s () [ x= x=| ¥ Lo &

P Vista Algebraica o X| | » Calculo Simbdlico (CAS) Z/ )| » Vista Grafica

Racionaliza[(81+14* (2 (U2 (U2W9-(32 M (12))(112)]

15 v2 +11
7

Racionalizacion cuando el denominador irracional es un binomio cuyos radicales son de tercer
orden

El factor racionalizante es la conjugada del denominador.
La conjugada de Y/a + Vb es Va? — ab + Vb2
La conjugada de Y/a — Vb es Va2 + Vab + Vb2

c _ c _W—W+W_C(W—W+W)_C(W—W+W)
Va+3¥b Ya+¥b Va2-VYab+ VB2 (Ya)’+(¥6) a+b
c _ c _W+W+W_C(W+W+W)_C(W—W+W)
Va-Vb Va-Vb VaZ+¥Vab+V02 (V) - (35)° a—b

Ejemplo ilustrativo

Racionalizar

7

V2 +33

Solucion:

77 VZ-23+VF (V2 -2 3+ V) 7(VE- 6+ 19)
V2+33 V2433 V22-V23+337 )+ (33)° 2+3

7 7(V4-36+139)

Z+33 5
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TAREA
1) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre la historia de los nimeros y realice un organizador
grafico de la misma.

2) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre los nimeros decimales, nimeros pares, nimeros
impares, nimeros primos y numeros perfectos. Presente la consulta a través de organizadores graficos.

3) Realice un organizador grafico sobre el presente capitulo

4) Llene el siguiente crucigrama sobre los nimeros

8
6
3 7
5

2 N
U

M| 4
E |
1 R
0
B

1) Numero natural que sirve para contar los elementos de un conjunto.
2) NUmero positivo que tiene numerador, denominar y linea de fraccion.
3) Numero natural no divisible por dos (que no es multiplo de dos)

4) Namero natural divisible por dos (que es multiplo de dos)

5) Numero natural que sirve para ordenar los elementos de un conjunto
6) Numero natural diferente de 1y solo es divisible por 1y por si mismo
7) Se llama al namero formado por varios digitos

8) Se llama a cada uno de los nimeros del 1 al 9

Nota: Si se contara un nimero por segundo, se contaria hasta diez en diez segundos, hasta mil en
dieciséis minutos y 40 segundos. Se llegaria al millon en doce dias y a los mil millones en treinta 'y
tres afios. Para contar en voz alta hasta un billon se necesitaria 32 000 afios, mas tiempo de lo que
lleva la civilizacion sobre el planeta Tierra. Para contar un trillon se necesitaria 32 000 millones de
afios, mas que la edad del universo.
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5) Llene el siguiente crucigrama sobre operaciones matematicas

L

lolp|E[r|A|c|1|o|N|E|s | M|a|T|E|M|A|T|1|c|A]S]

1) Operacion mediante la cual a dos nimeros se le asocia la suma de ellos.

2) Operacion mediante la cual a dos nimeros se le asocia la diferencia entre ellos.
3) Forma abreviada de expresar la adicion de sumandos iguales.

4) Operacion mediante la cual garantizamos una reparticion equitativa

5) Resultado de la adicion de dos nimeros

6) EI nombre que recibe a en la operacion (a-b)

7) El nombre que recibe b en la operacién (a-b)

8) Resultado de la division de dos nimeros

9) Resultado de una multiplicacion abreviada

6) Consulte en la biblioteca o en internet sobre el origen o historia de los signos de las operaciones
matematicas: suma (+), resta (-), multiplicacion (x) y division (=)

7) Resuelva numérica y graficamente las siguientes operaciones con nimeros enteros en forma manual
y empleando GeoGebra:

a)3+5 b)—3-7 ¢)7-2 d)2-7 e)—-2+7 f)—6+3

8) Calcule la fraccion generatriz en forma manual y empleando Excel

@)5,245 b) 0,4545 .....c) 8,3333 ....d) 3,2424 ......e)1,1333 ..... f) 2,54545 ... g)1,22727 ...

1049 05 25 107 17 28 27
D200 D17 93 D37 91 Dig 93

9) Resuelva los siguientes ejercicios en forma manual y empleando GeoGebra

a) 3’—29+ Sﬁ
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o | J7 [T

o35 + [z

d)</zo+m+-’vz-m>+3/m

5

e) <15/2 —M) +2V5 + (1-V5)’

f
A KN Ri==

3
_2_ et
2 14—

1
05+25 2

g)

1/3

47/24

-15/7

4/17

12/5

2712
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w
wl N
+
/-~
|©
[ BN
~_—
-OJ
~~
| 0
~—
AR
|
—_

k)

-1/3
10) Resuelva los siguientes problemas

a) En una clase de 45 estudiantes se realiza un examen de Matematica, en el que obtienen una calificacién
de 20 las dos quintas partes. ¢Cuantos estudiantes no obtuvieron 20?

27
b) Un deportista ha ganado 40 medallas de oro y plata, de las cuales dos quintas partes son de plata.
¢Cuantas medallas de oro ha ganado?

24

¢) Un automovil ha recorrido las dos terceras partes de 60 km. Un bus ha recorrido las tres cuartas partes
de 80 km. ¢ Cuantos kilémetros recorren entre los dos vehiculos?
100 km

d) Un deportista ha recorrido el 80% de una competencia de 20 km. ;Cuéntos kilémetros le faltan por
recorrer?
4 km
e) Un estudiante ha leido el 90% de un libro de 160 paginas. ¢ Cuantas paginas le faltan por leer?
16

f) Una persona compra un televisor a $ 200 y luego le vende gandndose el 10%. ¢A cuéanto vendio el
televisor?

$ 220
11) Resuelva los siguientes ejercicios en forma manual y con GeoGebra
a) V125 + V405
14V5
b) V567 + 700
19V7
c) V16 — /128
-232
d) Va-2
2
12) Resuelva los siguientes ejercicios
V23 ="Y12
10\/E
b) V22
Y288
c)V50- V16
10%/32
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d)V15-39

3Y/375
e) V4539
3%/25

13) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre los radicales dobles. Presente la consulte a través de
un organizador grafico

14) Compruebe las siguientes igualdades en forma manual y con GeoGebra

a)/3+V8=v2+1
b)|9—-+V32=2V2-1

)7 +V48=2++3

d) /11—\/E=x/1_0—1
e) /7—\/ﬁ=x/€—1

f8+V28=1++7
D9 +V72 =3 ++6

h) |8+ V48 =6 ++2

0 /15—10\/E=\/1_0—¢§
) /13+4\/E=\/§+\/§
k) /11—x/ﬁo=x/€—v§

h)\/\/f—l-i/\/f+1-i/\/§+1-16\/3+\/§=1

5 VWV2-1-Y1+2 _,
VW2 +1-YV50-7
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15) Compruebe mediante la racionalizacion las siguientes igualdades en forma manual y con GeoGebra

V2
d)m—zﬁ—\/g

e)

VI NT0-+6
VE+v3 2

VI8
vz R

)

\/ﬁ+6_2
3++v5

g)

12
h)ﬁ+\/§+\/§=2\/§+3\/§—30

. 6 _ B B
0 (\/g_\/g)(\/gﬂ/i)_“\/ﬁ V10 — V6

11+vV72  10++2
18+8v2 14

b))

12 +V128 10+ 12v2
51 + /392 47

. 3v2 G N V6 _ 0
JO+2Vi8 8+2viZ +/5+2V6

) 20 V20 + 6
m —
6—v6+2V5 4++6—25

—-V5=3
7 3 3 3
NEL s Ve Vio+Va

B (B-1)EF+3E+1)
VA 2
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1.6) NUMEROS IMAGINARIOS (i)

El conjunto de los nimeros imaginarios surge de la necesidad de obtener la raiz cuadrada de un nimero
negativo para lo cual se define como unidad imaginaria

i=v-1
NUmero imaginario puro.- Se denomina a los numeros de la forma bi donde b es un numero real y
diferente de cero

Ejemplo:
1
3i; =205 51 V2i
Numero real puro.- Se denomina a los nimeros que solo tienen parte real

Ejemplo:
1
3; —2; E; V2

A) SUMA 'Y RESTA

Para realizar estas operaciones se suman o restan los coeficientes de i
ai+bi—ci=(a+b—c)i

Ejemplos ilustrativos:

1) Calcular v—36 + 4v—9 — 3v/-25

Solucion:

J36(=1) +4/9(-1) — 3/25(-1)

6i+4-3i—3-5i=6i+12i —15i=(6+ 12 —15)i = 3i

Empleando GeoGebra. Se escribe la operacion en CAS. Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R AL ) P OO L) NJrec) =22

W W

i
b Vista Algebraica P Calculo Simbélico (CAS) #| | » Vista Grafica

36U+ 2R-3-25)(112)
1
- 31

2) Calcule el valor de V-5 + 2v—45 — v/—20

Solucion:

J5(=1) +2,/9-5(-1) — /4 5(-1)
V5i + 2 - 3V5i — 2v5i = V5i + 6V5i — 2V5i = (V5 + 6v5 — 2V5)i = 5V5i
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Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R oA P OO L] N e 2

7

7

P Vista Algebraica ) | » Calculo Simbdlico (CAS) ) | » Vista Grafica

(-5 {2+ 2(-45(1U2-(-201(1/2)

- V5.5

B) POTENCIAS DE i
Se obtienen al elevar la unidad imaginaria i = v—1 a la enésima potencia (n), conn € N

i
i2=(=1)" =-1

B=i%i=—1i=—i
=i i2=(-1)-(-1)=1

Para las potencias mayores de 4, los resultados son equivalentes a los anteriores
it =it =ptme ik = 1 ik =% conn=4m +k

Donden,myk € N,ademasn>4yk <4

Ejemplos ilustrativos

1) Calcular el valor de i5

Solucion
La potencia i'® se representa como i'5 = i*®) -3 =13 =3 = —{

Empleando GeoGebra, se escribe i'° en Entrada

Entrada: (i}*15

Enter

P Vista Algebraica X
Mumero complejo

Nota: La respuesta Empleando GeoGebra se presenta como un numero complejo
(C)delaformaz = a + bi

Donde: a = parte real y b = parte imaginaria

En este caso la respuestaes i'®> = 0 — i = —i

Los numeros complejos se trataran con mayor detalle en otro capitulo

50



2) Calcular el valor de i74

Solucion
La potencia i7# se representa como i74 = {418 . j2 = 1.j2 = j2 = —1

i7*=—-1+0i=-1
3) Calcular el valor de i°7

Solucion
La potencia i®” se representa como i%7 = i*@% . i =1-i =i

7 =0+i=1i

4) Calcular el valor de i® — it + 2i°

Solucion

La potencia i® se representa como i® = i*-i?2 =1-i2 =i? = -1

La potencia i'! se representa como i1t = i*@ -3 =1-i3 =3 = —{
La potencia i° se representa como i® = i*@ - j=1-i =i

Por lo tanto

=it +2i=-1—-(-)+2i=—-1+i+2i=—-1+3i

i =il 4+2i°=-14+3i

C) MULTIPLICACION Y DIVISION

Para realizar estas operaciones, los radicales se expresan en términos de i, posteriormente se aplican las
siguientes propiedades

D¥a-Vb=Va-b

% n|a
2)%= E

Nota: En los nUmeros imaginarios la operacion
V=1:-vV=1#{/(-1)(-1),ya que Va - Vb =Na-b esverdadero sélo sia y b son positivos

Comprobacién
V=1V=1# JCDED
i-i#V1

|

-1+1
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Ejemplos ilustrativos

1) Calcule el resultado de

-25
Y )
16
Solucion

-25 5  5i
6 VAT A= B

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== v | a0 N | x=|x=| f|.a) &

W vl
b Vista Algebraica b Calculo Simbdlico (CAS) b Vista Grafica

(=251 612 (-41(112)
’

5
T T2
2) Calcule el resultado de
V=20 — =5 — V=45
V=125
Solucién
V=20 -vV=5-v=45 _f4(=5)—V-5-,/9(-5) 2V5i—+5i—-3V5i -2V5i 2
V=125 - J25(=5) - 5v/5i NG
TAREA

1) Efectle las siguientes operaciones en forma manual y con GeoGebra

a) V=16 — 3V—=25 + 5V/—4 — 4//—9
—13i
. GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=\|ll= ||| v a5 O g [x={| x=|||| Lo &

i W

P Vista Algebraica b Calculo Simbdlico (CAS) b Vista Grafica

1121325 1 12+ 5(-4 P12 4(-9)(112)

- =131
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b) 4V—16 — 2v/—25 + 3V—49 — 4/-81

) 4V=32 — 2V=50 + 3v—-98 — 4/-162

d) 3V—=32 — 3V=50 + 5vV—-8 — 4/-18

e) 5V/—48 — 2v/-50 + 5v—12 — 2v/-18

f) 5V=75 — 2v=32 + 5V—12 — 3V-18
g) Cree y resuelva un ejercicio similar al anterior

h) 2v—4 — [4V/=25 — (5V—16 + 3v—64)]

i) 3V—16 — [2v—4 — (7V-25 + 4V-36)]

) 2V=12 — [4V=50 — (5V—48 + 3v—128)]

k) 3vV—48 — [2v/—8 — (7V=75 + 4V-72)]

I) Cree y resuelva un ejercicio similar al anterior

3 2 5 7
m) E V—2 —§V—4 +E\/—16 —Z\/—ZS

5 7 3 7
n) E‘/_4 - §\/—16 + g\/—36 —E\/—9

3 3 5 7
0) g‘/—5 - E\/—8 +§x/—32 —5\/—18

5 5 2 7
p) 5\/—18 — Z\/—32 + g\/—50 — E\/—8

q) Cree y resuelva un ejercicio similar al anterior

r) v— [3 18 (\/?+ V=50

) VT2 - [5v27 - (VB + VTS|

—9i
—9V2i

—5v2i

2(15V3 — 16V2)i
(35v3 — 17V2)i

28i

67i
4(6vV3 +V2)i

(473 + 20V2)i

89
12

74
15

3v2i

—5v2i

—2/2i

9V3i
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2) Resuelva los siguientes ejercicios en forma manual y con GeoGebra

a) i75
—i
b) i96
1
C) i62
-1
d) i135
—i
e) i570
-1
f) i3333
i
g) i7777
i
h) 50 4 277 — 3%
—-1-—i
i) 2i%* — 2¢% — 3{1978
5+ 2i
2 5 1
" _ ;542 __ _ ;5533 72017 __ ;54321
])31 21 +51 i
2 33
—=——1
3 10
k) §i245 _Ei3355 +1i2016 _ i12345
2 3 4
1 N 7
6l
3) Resuelva los siguientes ejercicios
1 1
(&) ()
I\%7) T8
25
1 1 9
b <—27>§ ( 8 )E
) 98 -75
6
35
3 7 1 1
¢) —V-8- [—\/—18 : <—\/—32 + —\/—50)]
4 9 2 5
—21V2i
5 1 3 2
d) —Vv-=12-|= -—27-(— —48 + = -—75)]
) 2V=12 - |3V - (Va8 4 o
—60V/3i
0 V—128 + V=50 — v—18 — V=32
-72
1
£ V=125 — V=20 + V—45 — V-80

v—180
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CAPITULO IT
INTRODUCCION AL ALGEBRA

2.1) NOMENCLATURA ALGEBRAICA

A) EXPRESION ALGEBRAICA - Es la representacion de un simbolo algebraico o de una o mas
operaciones algebraicas.
Ejemplo: a, 2x,a(b — ¢), 2x — y,x? — 2x

B) TERMINO.- Es una expresion algebraica que consta de un solo simbolo o de varios simbolos no
separados entre si por el signo mas (+) o el signo menos (-).

Ejemplos: a, 2x, 2abc, 3ab?c3

Los elementos de un término son: signo, coeficiente, parte literal y grado

Signo Coeficiente Signo Coeficiente
3a \ - Xy Z \

Parte literal Grado Parte literal Grado

En el caso de 3a?

El signo es positivo (cuando un término no esta precedido de ningun signo, se considera que es positivo)
El coeficiente es 3

La parte literal es a?

El grado es 2 (segundo grado)

En el caso de —xy?z3

El signo es negativo

El coeficiente es 1 (cuando un término no estd precedido de ningun coeficiente, se considera como
coeficiente a la unidad)

La parte literal es xy?z3

El grado es de primer grado con relacion a la letra x, de segundo grado con relacion a la letra y, de tercer
grado con relacion a la letra z

Nota: Para calcular el grado absoluto de un término se suma los exponentes de sus factores literales. En
el caso de —xy?z3 el grado absoluto es de sexto grado debido que la suma de los exponentes de sus
factoreses1+2+3 =6

C) CLASIFICACION DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Monomio.- Es una expresion algebraica que consta de un solo término
Ejemplo: 2x

Binomio.- Es una expresién algebraica que consta de dos términos
Ejemplo: 2x — y

Trinomio.- Es una expresion algebraica que consta de tres términos
Ejemplo: a? + 2ab + b?
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Cuatrinomio.- Es una expresion algebraica que consta de cuatro términos
Ejemplo: a® + 3a?b + 3ab3 + b3

Nota:
En general la expresion algebraica que consta de mas de un término (binomio, trinomio, cuatrinomio,...)
se llama Polinomio

El grado de un polinomio puede ser absoluto y con relacién a una letra

El grado absoluto de un polinomio es el grado de su término de mayor grado
Ejemplo: El polinomio x? — 5x + 6 es de segundo grado

El grado con relacion a una letra de un polinomio es el mayor exponente de dicha letra.
Ejemplo: El polinomio x? — 5xy + 6 es de segundo grado con relacion a la letra x y de primer grado
con relacién a la letra y

Un polinomio puede estar ordenado con relacion a una letra, llamada letra ordenatriz, en orden
descendente o0 en orden ascendente.

Ejemplo: El polinomio x3 + 6x2%y + 12xy? + 7 esta ordenado en forma descendente respecto a la letra
ordenatriz x y en orden ascendente respecto de la letra ordenatriz y. EI término de un polinomio que no
tiene parte literal se Ilama término independiente (el nimero 7 en este ejemplo) y al ordenar un polinomio
se lo suele ubicar al final.

2.2) REDUCCION DE TERMINOS SEMEJANTES

Dos 0 més términos son semejantes cuando tienen la misma parte literal, o sea, cuando tienen letras
iguales con exponentes iguales

Ejemplo: 3a con a; 5a?b con 10a?b; a™*™ con 2a™*™™

La reduccion de términos semejantes es una operacion a través de la cual se convierte en al menor
cantidad de términos dos o0 mas términos semejantes. Para lo cual se sigue los siguientes pasos:

Se realiza todas las operaciones previas en el caso de existir (eliminacion de signos de agrupacion,
aplicacion de las diferentes propiedades de los nimeros reales,...)

Se suman todos los coeficientes positivos y todos los coeficientes negativos conservando el signo y la
parte literal correspondiente

A los dos resultados obtenidos anteriormente se aplica las leyes de la suma y resta de los nimeros reales

Ejemplos ilustrativos

1) 5a —2a + 3a —4a

Solucion:
Afirmaciones Razones
5a —2a +3a —4a Datos del ejercicio
=5a+ 3a—2a—4a Propiedad conmutativa
= 8a — 6a Sumando entre positivos y entre negativos
= 2a Propiedad de la sumay resta de numeros enteros
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Empleando GeoGebra

Clic en Vista.

Archivo Edita |Vista) Opciones Herramientas Ventana Ayuda
% A Vista Algebraica Cirl+Mayis+A ABC a2 4—:|-'
1 & | Hojade Célculo Ctri+Mayis+S 1] et IS
) vista Algent [¥  Caéleulo Simbélico (CAS) Cirl+Mayis+K
E' Vista Grafica Ctri+Mayis+1 g
@ Vista Grafica 2 Ctri+Maylis+2
£y Vista Grafica 3D Cirl+Mayis+3
=5 Protocolo de Construccian Ctrl+Mayis+L °7
A Calculos de probabilidad Ctri+Mayis+P
Teclado i
Barra de entrada
.7 Disposicién ... 7
Actualiza las Vistas (limpia rastros) Cirl+F |
Recalculo de todos los objetos Ctr+R
1
T T T o T T T T T
-4 -2 -1 o 1 2 3 4 5

Clic en Célculo Simbélico (CAS)

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

v

() "

X= X=

fl

a'd

b Vista Algebraica

b Calculo Simbdlico (CAS)

P Vista Grafica

1

Escriba la operacion 5a — 2a + 3a — 4a. Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

15 7 — —_
—_— = v 3+5 {( )} \b X=| X= f‘U J.LU ﬁ
P Vista Algebraica o b Calculo Simbdlico (CAS) P Vista Grafica

fa-Za+3a-da

- 2a
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21 5+ 3
)4x 3xx2x

Solucion:
Afirmaciones
1 5 3

Zx—§x+x—§x

_ 3x —20x + 12x — 18x
B 12

_ 15x — 38x
B 12

Empleando GeoGebra

Razones
Datos del ejercicio

Encontrando el m.c.m. y operando

Sumando entre positivos y entre negativos

Signos diferentes se resta y se conserva el signo
del mayor valor absoluto

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=] = || v |55 ()] | x=| x= | f |La] &

P Vista Algebraica #

} Calculo Simbdlico (CAS) #| | » Vista Grafica

N

Afirmaciones

{3 2 [1 +1
y SXT5Y

—{3 2[1+1
= y SXT5Y

- {3 oottt 3
- Y X TV T yTETRY
3yt 24yt g
ed XY T T TRy
1 _x—Zx_ 1
X T T T T
1 3  6y+y+3y 10
sy y sy YA

1

(114 -(503 pers-(312)x

2

-t+tx—zy

1
<—+x——

1

2

Razones
Datos del ejercicio

Eliminando los paréntesis

Eliminando los corchetes

Eliminando las llaves

Operando con las x

Operando con las y
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s _1_ 4-1_3 Operando con los términos
2 T2 independientes
Uniendo las respuestas parciales
= — Ex + 5_’)/ + E

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== || v [ [(ON| x=|x= | o) &

b Vista Algebraica o [#] | b Calculo Simbolico (CAS) #| | ¥ Vista Grafica

--3y-2-{ (12 e (1U2)y-((12)+-(312)y)))

l syt 3
— 5 x+5y+

2.3) MULTIPLICACION ALGEBRAICA

La multiplicacion algebraica es una operacion a traves de la cual partir de dos cantidades llamadas
multiplicando y multiplicador se calcula una tercera cantidad llamada producto.

El multiplicando y multiplicador se llaman factores del producto
La multiplicacion se fundamenta en las propiedades:
Distributiva: a(b + ¢) = ab + ac

Producto de potencias de igual base: a™ - a™ = a™*"

Ejemplo ilustrativos:

1) Realizar la siguiente operacion
4a?b(2a*b — 3a3b? + 2a?b3 — ab* + 3)

Solucion:

Aplicando la propiedad distributiva
4a?b - 2a*b — 4a®b - 3a3b? + 4a?b - 2a’b3 — 4a®b - ab* + 4a*b - 3

Aplicando el producto de potencias de igual base
8a2+4b1+1 _ 12a2+3b1+2 + 8a2+2b1+3 _ 4a2+1b1+4 + 12a2b

Realizando las operaciones
8a®b? — 12a°b3® + 8a*b* — 4a3b® + 12a?b
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Empleando GeoGebra

Escriba en CAS la operacién. Enter. Clic en desarrollo de los paréntesis (())

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== v 4% ) N x=x= A ]

i

P Vista Algebraica o X | b Calculo Simbdlico (CAS) A LT

4a*2p*(2at4-3at3b"2+2a2b" 3-ab" 4+ 3)

Desarrolla: 8a®b—12a°b3+8a*b*—4a%ab*b +12a’b

2) Realizar la siguiente operacién

2 3 /15 1 25 1

P B Sy 4

5% (4 T )
Solucién:

Aplicando la propiedad distributiva
2 3 15 1 2 3 25 1

- Ex__ gx__ Ex__ Zx
54 2% 75" 16

Multiplicando numeros racionales y aplicando el producto de potencias de igual base

3 3,,1 5 3,,1
_a2x+6x _ §a2x+4x

2

Realizando las operaciones en los exponentes

3 9x+x 5 6x+x 3 10x 5 7x 3 5, 5 7

3) Calcular el perimetro y el area del siguiente rectangulo en forma algebraica y en forma numérica para
x=3cm

x+ lem

2x

Solucién:

a) Célculo de perimetro en forma algebraica

Remplazando valores en el perimetro del rectangulo

Perimetro = P = 2(base + altura)

P = 2(base + altura) = 2[(2x) + (x + 1em)] = 4x + 2(x + 1cm) = 4x + 2x + 2cm = 6x + 2cm

b) Célculo de perimetro en forma numérica
Remplazando x = 3cmen P = 6x + 2cm se tiene
P=6-3cm+2cm =18cm + 2cm = 20cm
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c) Calculo del area en forma algebraica
Remplazando valores en el area del rectangulo
Area = A = base - altura
A=2x-(x+1cm) = 2x% + 2xcm

d) Calculo del area en forma numérica
Remplazando x = 3cm en A = 2x?% + 2xcm se tiene
A =20Bcm)? +2@cm)cm = 3 - 9cm? + 6cm? = 18cm? + 6cm? = 24cm?

Empleando GeoGebra

En Célculo Simbolico (CAS). Ingrese el monomio de la base B(x):=2x. Ingrese el binomio de la altura

H(x):=x+1

b Calculo Simbdlico (CAS) ey
1 B)=2x

L ] -~ B(x) :=2x

2 Hx)=x+1

- H(x) :=x+1

Ingresar el polinomio que representa la Perimetro P = 2(base + altura)
b Calculo Simbdlico (CAS) -

1 Blx)=2x

® - Bix) :=2x

2 Hixy=x+1

= H(x) :=x+1

3 | PX=27(B+H)

» P(x) == 6x+2

El valor numérico del perimetro para x = 3 es 20

b Calculo Simbdlico (CAS) #
1 Bixy=2x
L] - B(x) :=2x

9 Hixy=x+1

- H(x) :==x+1

3 | POO=27(B+H)

L ] - P(x) :=06x+2

4 P(3)
- 20
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Se repite el proceso anterior para el area

p Calculo Simbolico (CAS) A
1 Bx)=2x
® -~ B(x):=2x
P H(x)=x+1
- H(x) :=x+1

3 | PO=27B+H)

] - P(x) :=6x+42
4 P(3)
- 20
5 Alx)=B"H
L] - A(x) =2x42x
& A(3)
- 24

2.4) DIVISION ALGEBRAICA
La division algebraica es una operacion inversa a la multiplicacion a través de la cual a partir de dos
cantidades llamadas dividendo y divisor se halla una tercera cantidad llamada cociente.

La division se fundamenta en las propiedades
Distributiva:a+~(b+c)=a+b+ta-+c

Division de exponentes de potencias de igual base: a™ +~ a™ = a™ ™
Ejemplo:

Dividir 4x* — 6x3 — 8x para 2x

Solucién:

(4x* — 6x3 —8x ) + 2x = 4x* + 2x — 6x3 = 2x — 8x + 2x = 2x*™ 1 — 3x371 — 44171
(4x* —6x3 —8x) +2x =2x3—3x?> —4x°=2x3—-3x2—-4-1=

(4x* —6x3 —8x) +~2x =2x3 —3x%2 — 4

Donde:
4x* — 6x3 — 8x = dividendo ; 2x = divisor : 2x3 — 3x* — 4 = cociente

Empleando GeoGebra. Ingrese al Célculo Simbdlico (CAS). Escriba la operacion. Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=111= |l v o5 [ CON g =l x= || £ &

P Vista Algebraica #| | » Calculo Simbdlico (CAS) # | ¥ Vista Grafica

1 (-Gt 3-Bu ) (2x)

- 2x3_3xr 1
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2.5) PRINCIPALES PRODUCTOS NOTABLES

Se denominan productos notables a ciertos productos que cumplen reglas fijas y cuyo resultado puede
ser escrito por simple inspeccion, es decir, sin realizar la operacion de la multiplicacion

A) CUADRADO DE UN BINOMIO

(a £ b)? = a? &+ 2ab + b?

Demostracion:

1) (a@a+b)?=(@+b)la+b)=ala+b)+b(a+b)=a?+ab+ab+ b? =a?+ 2ab + b?

(a + b)? = a? + 2ab + b?

El cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad, mas el doble
producto de la primera por la segunda cantidad, mas el cuadrado de la segunda cantidad
2)(a—b)>=(a—-b)(a—b)=a(a—b)—b(a—b)=a?—ab —ab + b? =a? - 2ab + b?

(a — b)? = a* — 2ab + b?

El cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad, menos el
doble producto de la primera por la segunda cantidad, més el cuadrado de la segunda cantidad

B) CUBO DE UN BINOMIO

(a +b)® =a®+3a?b + 3ab? + b3

Demostracion:

1) (a+b)®=(a+b)la+b)(a+b)=(a?+ 2ab + b?)(a+b)
(a + b)® = a(a? + 2ab + b?) + b(a? + 2ab + b?) = a® + 2a%b + ab? + a?b + 2ab? + b3

(a+ b)? = a3+ 3a’b + 3ab? + b3
El cubo de la suma de dos cantidades es igual al cubo de la primera cantidad, mas el triple producto del

cuadrado de la primera por la segunda cantidad, mas el triple productos de la primera por el cuadrado
de la segunda cantidad, més el cubo de la segunda cantidad

2)(a—b)2=(a—b)(a—b)(a—b)=(a?—-2ab+ b?)(a—b)

(a —b)? = a(a? — 2ab + b?) — b(a? — 2ab + b?) = a® — 2a?b + ab? — a?b + 2ab? — b3
(a—b)3 = a® - 3a?b + 3ab?* — b3

El cubo de la diferencia de dos cantidades es igual al cubo de la primera cantidad, menos el triple

producto del cuadrado de la primera por la segunda cantidad, més el triple productos de la primera por
el cuadrado de la segunda cantidad, menos el cubo de la segunda cantidad
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C) CUADRADO DE UN TRINOMIO

(a—b+c))=(a—b+c)(a—b+c)
(a—b+c)>=a?—ab+ac—ab+ b%?—bc+ ac — bc + c?

(a—b +c)? = a® + b? + ¢? — 2ab + 2ac — 2bc

El cuadrado de un trinomio es igual a la suma de los cuadrados de cada una de las cantidades, mas el
doble producto de cada cantidad por cada una de las demas cantidades.

En otros casos se tiene:
(a+b+c)? =a?+ b?+ c? +2ab + 2ac + 2bc
(a—b—c)? =a?+ b?+ c? —2ab — 2ac + 2bc

D) PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES
(a + b)(a — b) = a® — b?

Demostracion:

(a+b)(a—b)=a(a—b)+b(a—b) =a?—ab+ab — b? = a? — b?

El producto de la suma de dos cantidades por la diferencia de las mismas es igual al cuadrado de la
primera cantidad menos el cuadrado de la segunda cantidad

E) PRODUCTO DE DOS BINOMIOS CON TERMINO COMUN
(x+a)(x+b)=x*>+ (a+b)x+ab

Demostracion:
(x+a)(x+b)=x(x+b)+alx+b)=x*+bx+ax+ab=x*+ (a+b)x+ab

Ejemplo ilustrativo
(a+2)@a—-3)=a?—-—a—-6

El producto de dos binomios con término comuin es igual al producto de los términos comunes (a - a),
mas la suma algebraica de los términos intermedios y de los términos extremos (2a — 3a), mas el
producto de los términos no comunes (2 - (—3))

2.6) PRINCIPALES COCIENTES NOTABLES

Se denominan cocientes notables a ciertos cocientes de uso frecuente que obedecen a reglas fijas y que
pueden ser escritos pos simple inspeccidn, es decir sin realizar la division.

A) DIFERENCIA DE POTENCIAS IGUALES PARES O IMPARES PARA LA DIFERENCIA
DE SUS RAICES

a™ — p"

—5 = a" ' +a" b+ a"3b? + -+ ab™ % + p" 1

La diferencia de potencias, pares o impares, iguales para la diferencia de sus raices son positivos todos
los términos del cociente
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Ejemplos ilustrativos:

a? — b?
1) =a? 14+ p? 1 =qgl +p?
a—>b
a? — b?
=a+b
a—>b @

La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la diferencia de sus raices es igual a la
suma de sus raices

a® — b3
2) = @31 4 a32h + b2
a—>b
a® — b3
= a’? + ab + b?
a—>b

La diferencia de los cubos de dos cantidades dividida por la diferencia de sus raices es igual al cuadrado
de la primera raiz, mas el producto de la primera por la segunda raiz, mas el cuadrado de la segunda
raiz

a® — b
=a*> 1 +a°2%b+a®3bh5 3 + ab> % 4+ p>1

3) a—>b

aS_bS

p— =a*+ a3b + a®b? + ab® + b*

a5—32_a5—25
a—2  a-2

4) =a*+a2)+a*2)*+a)+ 2)* =a*+2a®+4a*+8a+ 16

B) DIFERENCIA DE POTENCIAS IGUALES PARES PARA LA SUMA DE SUS RAICES

a™ — p"

— an—l _ an—Zb 4o — bn—l
a+b

Ejemplos ilustrativos:

2 2
1)aalz — g2l —p2-l=gl _pt
aZ_bZ

=a—>b
a+b 4

La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la suma de sus raices es igual la diferencia
de sus raices

612—4_612—22

= =q—2
a+2 a+?2 @

2)
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C) SUMA DE POTENCIAS IGUALES IMPARES PARA LA SUMA DE SUS RAICES

a™ + b"

— 7 — an—l _ an—Zb + an—3b2 e abn—Z + bn—l

Ejemplos ilustrativos:

a®+ b3

=a31—-a32p+b3? =a?— ab + b?
a+b

D

La suma de los cubos de dos cantidades dividida por la suma deus raices es igual al cuadrado de la
primera raiz, menos el producto de la primera por la segunda raiz, mas el cuadrado de la segunda raiz

aE’+32_a5+25

= =a*—-a®(2Q)+a?2)?-a2)¥+2)*=a*—-2a®+4a*—-8a + 16
a+?2 a+2

2)

2.6) TECNICAS BASICAS DE FACTORIZACION

Factorar una expresion algebraica (suma o resta de términos) significa obtener una expresion equivalente
en forma de un producto de factores primos, es decir, es calcular factores primos cuyo producto sea igual
a la expresion algebraica propuesta. La factorizacion puede considerarse como la operacion inversa a la
multiplicacién, debido a que con la multiplicacion se halla el producto de dos o mas factores, mientras
que en la factorizacion se buscan los factores de dicho producto.

A) FACTORIZACION DE BINOMIOS

1) Factor comdn

Es la expresion comun que tienen todos los términos de una expresion algebraica

El primer paso consiste en calcular el maximo factor comun (maximo comun divisor de la expresion
algebraica, expresion del grado mas alto que divide o es divisor para cada término de la expresion
algebraica). Se emplea la propiedad distributiva en direccion opuesta (propiedad distributiva recolectiva)
ab+ac=a(b+c)

Ejemplos ilustrativos:
a) Factorice 16a® + 20a?

Solucion:

Descomponiendo en sus factores primos el 16 se obtiene 16 =2-2-2-2

Descomponiendo en sus factores primos el 20 se obtiene 20 =2-2-5

Se observa que el méaximo factor comun entre 16 y 20 es 2 - 2 = 4 (maximo comun divisor para 16 y
20 es el 4)

Descomponiendo en sus factores primos a® se obtienea® =a-a-a

Descomponiendo en sus factores primos a? se obtiene a? = a-a

Se observa que el maximo factor comdn entre a3y a? esa-a = a* (maximo comin divisor para
3 2

a’ya®)

El maximo factor comtn (MFC) del binomio 16a® + 20a? es 4a?

Expresando cada termino como el producto del MFC y su otro factor
16a® + 20a? = 4a® - 4a + 4a®*- 5
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Aplicando la propiedad distributiva recolectiva
16a3 + 20a? = 4a? - 4a + 4a® - 5 = 4a*(4a + 5)

Por lo tanto al factorizar se tiene
16a® + 20a? = 4a?(4a + 5)

Nota: Observe que 4a = 16a® + 4a? y 5 = 20a? + 4a?

Empleando GeoGebra
Ingrese al programa. Clic en Vista

Archivo Edita |Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
k A Vista Algebraica Ctri+Mayis+A ABC a2 ‘%’ pal =4
.. L .i" Hoja de Calculo Ctrl+Mayls+S | = 5 ? fed
} Vista Algeb [x  Ccaleulo Simbdlico (CAS) Ctri+Mayis+K | i

@h | Vista Grafica Ctri+Mayis+1

1}; Vista Grafica 2 Cirl+Mayis+2

& vista Grafica 3D Ctri+Mayis+3

% Protocolo de Construccién Ctrl+Mayis+L

4 Calculos de probabilidad Ctri+Maypis+P

Teclado 4

Barra de entrada

. ) 3
~,¢ Dispaosicion
@ Actualiza |as Vistas (limpia rastros) Ctrl+F 2
Recélculo de todos los objetos Ctr+R
! 4
0
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 a 9 10 1 1z 13 14 15 18 17 18
-1
-2
-3
-4
-5
Entrada: c1)

Clic en Célculo Simbolico (CAS). En la casilla de CAS escriba factoriza
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1 factoriza [a] g
Factorizal <Polinomio= ]

Factoriza] <Expresidn=, <Variable=]
FactorizaCl] <Expresidn=] 51
FactorizaCl] =<Expresion=, <\ariable= ]
Factorizal] <Expresidn=]

Factorizal <Expresidn=, <\ariable=]

67



Escoja la opcidn Factoriza] <Polinomio> ]
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Factorizal =Polinomio=]

Escriba el polinomio 16a3 + 20a?
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1 Factnriza[1aa“3+2ﬂa“2|] [a] g

Enter
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Factoriza[ 16a"3+20a"2 ] G

~ 4a’(4a+5)

Por lo tanto 16a3 + 20a? = 4a?(4a + 5)
b) Factorice a?(b + ¢) + 3(b + ¢)
Solucion:

El MFC del binomio es (b + ¢)

Por lo tanto al factorizar se tiene
a’(b+c)+3(b+c)=(b+c)(a*+3)
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Empleando GeoGebra
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Factoriza[a®2 (b+c)+3(b+c)]

~ (@®+3) (b+¢)

2) Diferencia de cuadrados

La diferencia de cuadrados se obtiene del producto notable de la suma y resta de dos términos
a’ — b? = (a+ b)(a—b)

Donde:

a = raiz cuadrada del primer término (raiz de a?)

b = raiz cuadrada del segundo término (raiz de b?)

Ejemplos ilustrativos:

a) Factorice x2 — 9

Solucion:

Extrayendo la raiz x? se obtiene x

Extrayendo la raiz de 9 se obtiene 3

Aplicando a? — b? = (a + b)(a — b) se obtiene
x2—9=(x+3)(x—3)

Otra forma de resolver es mediante factor coman por agrupacion de términos:

Se extrae la raiz cuadrada de cada término. Se multiplican las raices, es decir,

\/F-\/§=3x

El resultado anterior se sumay resta al binomio
x> —-9=x?>+3x—-3x—-9

Se agrupan los términos positivos y términos negativos, es decir se agrupan los términos que tengan

algun factor en coman, de tal manera que la expresion restante pueda factorar
x2—9=x24+3x-3x—9=((x?+3x)—(3x+9)

Se extrae factor comin en cada término (en cada paréntesis)
x2—9=x24+3x—3x—9=(x?+3x)—Bx+9) =x(x +3)—3(x + 3)

Factor comudn
x2—9=x24+3x—-3x—-9=(x2+3x)—Bx+9) =x(x+3)—-3x+3)=(x+3)(x—3)

Por lo tanto la respuesta es
x2—9=(x+3)(x—3)
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1 Factorizax"2-9]

S (x=3) (x+3)

b) Factorice 4a? — 25

Solucion:
Extrayendo la raiz 4a? se obtiene 2a
Extrayendo la raiz de 25 se obtiene 5

Aplicando a? — b? = (a + b)(a — b) se obtiene
4a? — 25 = (2a+ 5)(2a —5)

Empleando GeoGebra
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Factoriza[4a"2-25]

~ (2a—5) (2a+5)

b) Factorice x* — 81

Solucion:

Extrayendo la raiz x* se obtiene x?2
Extrayendo la raiz de 81 se obtiene 9

Aplicando a? — b? = (a + b)(a — b) se obtiene
x*—=81=x?*+9)(x*-9)

El x2 — 9 se puede factorizar

Extrayendo la raiz x? se obtiene x
Extrayendo la raiz de 9 se obtiene 3

Aplicando a? — b? = (a + b)(a — b) se obtiene
x2—9=(x+3)(x—3)
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Por lo tanto
x*=81=(x?2+9)x*-9) = *x?+9)(x+3)(x —3)

Empleando GeoGebra
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; Factoriza["4-81]

~ (x=3) (x+3) (x**49)

3) Suma o Diferencia de dos cubos
La factorizacion de la suma o diferencia de dos cubos se emplean las siguientes formulas obtenidas a
partir de los cocientes notables vistos anteriormente

a’+ b’ 3, p3 2 2
s =a?—ab+ b? = a3+ b3 = (a+ b)(a’? — ab + b?)
a3—b3
p— =a®+ab + b? = a® — b3 = (a - b)(a? + ab + b?)
Donde:

a = raiz cibica del primer término (raiz cibica de a®)

b = raiz cubica del segundo término (raiz ctbica de b?)

a? = cuadrado de la primera raiz cubica (cuadrado de a)

ab = producto de la primera raiz cubica por la segunda raiz cibica
b? = cuadrado de la segunda raiz ctbica (cuadrado de b)

Ejemplos ilustrativos:

a) Factorice x3 + 27

Solucion:

Extrayendo la raiz clbica de x3 se obtiene x
Extrayendo la raiz cubica de 27 se obtiene 3

Aplicando a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?) se obtiene

x34+27=(x+3)(x*—-3x+9)
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1 Factoriza[x'3+27]

- (x+43) [zx?'—B x+9)

a) Factorice 125x3 — 64
Solucioén:

Extrayendo la raiz ctbica de 125x3 se obtiene 5x
Extrayendo la raiz cubica de 64 se obtiene 4

Aplicando a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?) se obtiene
125x3 — 64 = (5x — 4)((5x)? + 5x - 4 + (4)?)
125x3 — 64 = (5x — 4)(25x2 + 20x + 16)

Empleando GeoGebra
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1 Factoriza[125x"3-64]

~ (5x—4) (25x24+20x+16)

4) Suma o diferencia de potencias impares iguales
Son expresiones de la forma a™ + b™ siendo n un namero impar. En su factorizacion se emplean las
siguientes formulas obtenidas a partir de los cocientes notables vistos anteriormente

Del cociente notable
n n
aa IZ — an—l _ an—zb + an—3b2 e — abn—z + bn—l

Se obtiene
a®+b"*=(a+b)(a*!-a*?%b+a*3b?—--—ab™?% +b" 1)

Del cociente notable
an _ le

P a1+ a"%b+a"3b% + -+ ab™ % + pn1t
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Se obtiene
a®—b"*=(a-b)(@*1+a*?%b+a*3b?+ -+ ab™ %+ b" 1)

Ejemplos ilustrativos
a) Factorice x5 + y®

Solucioén:
Se extrae la raiz quinta de ambos términos

Va5 =x; 5=y

Se aplica la formula y se obtiene
x5 + y5 — (x + y)(xs—l _ x5—2y + x5—3y2 _ x5—4-y3 + y5—1)
X +y5 = (e + ) =Py + 1%y —xy® +yH)

Empleando GeoGebra
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Factoriza[x"5+y5]

= x4y =Pyl —xyi 4y

a) Factorice x” — 128
Solucién:

Se extrae la raiz séptima de ambos términos

VYx7=x; Y128 =2

Se aplica la formula y se obtiene
x7 =128 =x7 =27 =(x = 2)(x7 1+ x772 -2+ x77322 + x77423 + x7752% + x77625427°1)

x7 —128 = (x — 2)(x® + 2x° + 4x* + 8x3 + 16x% + 32x + 64)

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== ||| v |37 RO g [ x={lx =[] £ .o @

b Vista Algebraica A | ¥ Calculo Simbolico (CAS) ) ¢ Vist:

1 Factoriza[x"7-128]

~ (x=2) (P2 Faxt 83416 %7 + 32 x4+ 64)
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B) FACTORIZACION DE TRINOMIOS

1) Factor comudn

Ejemplo ilustrativo:

Factorice 4a*b + 8a3b? + 10a?b3

Solucion:

El méaximo comun divisor del trinomio es 2a2b
Al factorizar se tiene

4a*b + 8a3b? + 10a’b3® = 2a?b(2a® + 4ab + 5b?)

Empleando GeoGebra
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2) Trinomio cuadrado perfecto

Es la expresion de la forma a? + 2ab + b?, es decir, es la expresion inversa al producto notable del

cuadrado de un binomio

Su factorizacion es igual al cuadrado de la una suma o diferencia de las raices de los términos extremos,

es decir
a’ + 2ab + b? = (a + b)?
a’ — 2ab + b? = (a — b)?
Ejemplos ilustrativos:
a) Factorice x2 + 8x + 16

Solucion:

Se extrae la raiz cuadrada del primer término, la cual es

Jx?2 = x

Se extrae la raiz cuadrada del tercer término, la cual es

V16 =4

Se calcula el doble producto de las raices para comprobar que la expresion es un trinomio cuadrado

perfecto (comprobacion = 2ab)
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2 - x -4 = 8x. Como el resultado es igual al doble producto de las raices, la expresion si es un trinomio
cuadrado perfecto

Entonces, aplicando a? + 2ab + b? = (a + b)? se obtiene
x?+8x+ 16 = (x + 4)?

Otra forma de resolver es mediante factor coman por agrupacién de términos

El segundo término del trinomio se divide para dos
x2+8x+16=x%+4x +4x + 16

Se agrupan términos tengan algun factor en comin de tal manera que la expresion restante se pueda
factorar

x2+8x+16=x%+4x +4x+ 16 = (x® + 4x) + (4x + 16)

Factor comuUn en cada término
x2+8x+16=x?+4x+4x+16 = (x? +4x) + (4x + 16) = x(x + 4) + 4(x + 4)

Factor comun

x2+8x+16=(x?+4x)+ (4x+16) =x(x +4) +4(x +4) = (x + ) (x + 4)
Multiplicacién de igual base

x2+8x+16 = (x+4)(x +4) = (x + 4)?

Empleando GeoGebra
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. Factorizax2+8x+16]

- (x+a)’

b) Factorice 25x% — 30xy + 9y?
Solucion:

Se extrae la raiz cuadrada del primer término

v 25x%2 = 5x

Se extrae la raiz cuadrada del tercer término

V9y? =3y

Se calcula el doble producto de las raices para comprobar que la expresion es un trinomio cuadrado
perfecto (comprobacion = 2ab)
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2-5x -3y = 30xy. Como el resultado es igual al doble producto de las raices, la expresion si es un
trinomio cuadrado perfecto

Aplicando a? — 2ab + b%? = (a — b)?

25x2 — 30xy + 9y? = (5x — 3y)?

Resolviendo mediante factor comun por agrupacion de términos

25x% — 30xy + 9y? = 25x% — 15xy — 15xy + 9y? = (25x2 — 15xy) — (15xy — 9y?)
25x2 — 30xy + 9y? = (25x? — 15xy) — (15xy — 9y?) = 5x(5x — 3y) — 3y(5x — 3y)
25x%2 — 30xy + 9y? = 5x(5x — 3y) — 3y(5x — 3y) = (5x — 3y)(5x — 3y) = (5x — 3y)?
Por lo tanto la respuesta es

25x% — 30xy + 9y? = (5x — 3y)?

Empleando GeoGebra
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Factoriza[25xt2-30:y+9y"Z2]

~ (5x—3y)’

3) Trinomio de la forma x? + bx + ¢

Este trinomio se obtiene del producto notable de binomios con término comun.
Ejemplos ilustrativos:

a) Factorice x2 — 5x + 6

Solucién:

Se extrae la raiz cuadrada del término cuadratico y el resultado se ubica en ambos factores
x2=5x+6=(x Dk )

Se ubica el signo del segundo término (—5x) en el primer factor (primer paréntesis). Se multiplica el
signo del segln término por el signo del tercer término (—) - (+) = — , este resultado se ubica en el
segundo factor (segundo paréntesis)

x?—-5x+6=(x—- )x-— )
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Debido que los signos de los factores son iguales, se buscan dos cantidades cuyo producto sea 6 y cuya
suma sea igual a —5. Estos numeros son 3 y 2. Se ubica el mayor en el primer factor y el menor en el
segundo factor. Por lo tanto la factorizacion es

x2=5x+6=((x—-3)(x—2)
Resolviendo mediante factor comun por agrupacion de términos

Se multiplica el coeficiente del primer término por el término independiente

(1)-(6)=6

Se buscan dos numeros que multiplicados den 6 y sumados —5x, en este caso los nimeros son
—3y — 1, por lo tanto, el segundo término del trinomio se expresa como:

—5x = —3x — 2x
El trinomio queda expresado como
x> —5x+6=x*>—-3x—2x+6

Agrupando términos que tengan algin factor en comdn, de tal manera que la expresion restante se pueda
factorizar

x> —5x+6=x>—-3x—-2x+6=(x—3x)— (2x —6)

Factor comudn

x2—=5x+6=x2-3x—-2x+6=(x—-3x)—2x—6)=x(x—3)—2(x—3)=(x—3)(x —2)

Empleando GeoGebra
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1 Factoriza[xh2-5x+6]

Lo (x—3) (x—2)

b) Factorice (2x)? — 18 — 7(2x)

Solucion:
Se ordena de la forma x? 4+ bx + ¢
(2x)2 =18 —-7(2x) = (2x)? — 7(2x) — 18

Se extrae la raiz cuadrada del término cuadratico y el resultado se ubica en ambos
(2x)2-712x)—-18=2x )Y(2x )

Se ubica el signo del segundo término en el primer factor. Se multiplica el signo del segin término por
el signo del tercer término (—) - (—) = +, este resultado se ubica en el segundo factor

(2x)?—-7(2x)—18=2x— H2x+ )
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Debido que los signos de los factores son diferentes, se buscan dos cantidades cuyo producto sea —18 y
cuya resta sea igual a —7. Estos numeros son 9 y 2. Se ubica el mayor en el primer factor y el menor en
el segundo factor.

(2x)2 —7(2x)—18=(2x—9)(2x + 2)

Se obtiene el factor comdn y aplica la propiedad distributiva
2x)2-72x)—18=2x—-9)2(x+1)=2(x+1)(2x—9)

Por lo tanto la factorizacion es

2x)2-702x)—18=2(x + 1)(2x — 9)

Empleando GeoGebra
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L 2 (x+1) (2x—09)

c) Factorice (2a+ 1)2+5QRa+1) +6
Solucién:

Se extrae la raiz cuadrada del término cuadrético y el resultado se ubica en ambos factores
Qa+1)?+5R2a+1)+6=[2a+1) ][2a+1) ]

Se ubica el signo del segundo término en el primer factor. Se multiplica el signo del segun término por
el signo del tercer término (+) - (+) = +, este resultado se ubica en el segundo factor

2a+1)?+5R2a+1)+6=[Qa+1)+ ][2a+1)+ ]

Debido que los signos de los factores son iguales, se buscan dos cantidades cuyo producto sea 6 y cuya
suma sea igual a 5. Estos nimeros son 3y 2. Se ubica el mayor en el primer factor y el menor en el
segundo factor. Por lo tanto la factorizacion es
2a+1)?+5R2a+1)+6=[Ra+1)+3][2Qa+1)+ 2]

Eliminando signos de agrupacion

a+1)?+52a+1)+6=QRa+1+3)2a+1+2)

Reduciendo términos semejantes

Qa+1)?>+5Ra+1)+6=2a+4)(2a + 3)
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Factor comun
Qa+1)?>+5Ra+1)+6=2(a+2)(2a+3)

Empleando GeoGebra
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Factoriza](2a+1)"2+5(2a+1)+8]

. 2(@+2) (2a+3)

4) Trinomio de la forma ax? + bx + ¢
En este trinomio el coeficiente del término cuadratico es diferente de uno, es decir, a # 1

Ejemplos ilustrativos:
a) Factorice 2x? — 5x + 3
Solucion:

Se ordenan el trinomio segln la forma ax? + bx + ¢, se multiplica y se divide por el coeficiente del
término cuadrético, el segundo término solo se deja expresada la multiplicacion

2(2x* —=5x+3) 4x*-52x)+6 (2x)>-5(2x) +6

2x% —5 3=
X X+ > > >

El numerador se factoriza como un trinomio de la forma x? + bx + ¢

(2x)? -52x)+6 (2x—3)(2x —2)

2x% -5 3=
X x + > >
Se obtiene el factor coman y se simplifica

_(2x-3)(2x-2) (2x—-3)2(x—1)
B 2 B 2

2x%>—5x+3 =QR2x-3)(x-1)

Por lo tanto la factorizacion de 2x2 — 5x + 3 es (2x —3)(x — 1)

Otra forma de resolver es mediante factor coman por agrupacion de términos
2x?>—5x+3

Se multiplica el coeficiente del primer término por el término independiente

(2)-3) =6

Se buscan dos numeros que multiplicados den 6 y sumados —5x, en este caso los nimeros son
—3y — 1, por lo tanto, el segundo término del trinomio se expresa como:

—5x = —-3x — 2x
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El trinomio queda expresado como
2x>—5x+3=2x*—-2x—3x+3

Agrupando términos que tengan algun factor en coman, de tal manera que la expresion restante se pueda
factorizar
2x> —5x+3=2x2—-2x—3x+3 = (2x%—-2x) — (3x —3)

Factor comuUn en cada término
2x>—5x+3=2x2-2x—-3x+3=(02x*-2x)—(3x—3) =2x(x—1) —3(x—1)

Factor comun
2x2—=5x+3=2x(x—1)-3(x—1)=(x—1)(2x — 3)

Otra forma de resolver es mediante el método del aspa o método de los productos cruzados
2x%>—5x+3

Descomponiendo en sus factores el primero y tercer término

2x%> —5x+3
2x -3
X -1

Se multiplica en forma cruzada y se suma

2x%>—5x+3
2x -3
X -1 2x- (1) +x-(—3) =—-2x —3x = —5x

La suma sebe ser igual al segundo término del trinomio, es este caso de ser —5x. Si no lo es, se debe
cambiar los nimeros o cambiar sus signos. En este caso si dos da el nUmero buscado

Se agrupa los factores en forma horizontal
2x-3)(x-1)

Por lo tanto la factorizacion del trinomio es
2x2—-5x+3=02x-3)(x—-1)

Otra forma de resolver es mediante el método de evaluacion o Regla de Ruffini
2x%> —5x+3

Se encuentra los divisores del término independiente
Divisoresde3 =1,-1,2,-2,3,—3

Se escriben el coeficiente del término cuadratico, el coeficiente del término lineal y el término
independiente
2 -5 3
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Se hace la verificacion con el primer divisor.
2 =5 311

Se vuelve a escribir el primer nimero (coeficiente del término cuadréatico)
2 =5 311

2
Se multiplica el primer namero (2) por el divisor (1) y el resultado (2) se escribe debajo del segundo
numero (-5)
2 =5 311
2
2

Se hace la operacion de suma o resta, segun sea el caso, entre el segundo nimero (-5) y el resultado de
la multiplicacion anterior (2), lo que da -3 por resultado

2 =5 3|1
2
2 -3

Se multiplica el resultado anterior (-3) por el divisor (1) y el resultado (-3) se escribe debajo del tercer
namero (término independiente)
2 -5 3 ‘ 1
2 =3
2 -3

Se hace la operacion de suma o resta, segln sea el caso, entre el tercer nimero (3) y el resultado de la
multiplicacién anterior (-3), lo que da 0 como resultado

2 =5 311
2 -3
2 -3 0

Este altimo resultado tiene que ser cero, si no lo es, se continda realizando el proceso anterior con los
demas divisores del término independiente

Con el divisor 1 se obtuvo cero, es decir para x = 1 se obtiene 0. El primer factor de la respuesta debe
contener la parte literal de menor exponente del polinomio afiadido el divisor cambiado de signo, por lo
tanto el primer factor de la respuesta es

(x—1)

El segundo factor de la respuesta debe contener el primer nimero (coeficiente del término cuadratico)
multiplicado por la parte literal con un exponente igual a uno menos el mayor exponente del polinomio.
A la expresion anterior se afiade el primer resultado obtenido se la suma o resta entre el segundo nimero
(—5) y el resultado de la multiplicacion del primer nimero por el divisor (2 - 1 = 2), lo que dio —3. Por
lo tanto el segundo factor de la respuesta es

(2x = 3)

Finalmente la factorizacién del trinomio es
2x2—5x+3=(x—1)(2x —3)
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Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== ||| v a5 1OVl [x=/|| x=||| " [lLa]| &

P Vista Algebraica #| | » Calculo Simbdlico (CAS) #| | » Vista Grafica

. Factoriza[2x"2-5x+3]

- [x=1) (2x—3)

b) Factorice 10x2? — 37x — 99

Solucioén:
Realizando la factorizacion mediante el método del aspa

10x% — 37x — 99

5x 9
2x —-11 5x-(—11) 4+ 2x-9 = —=55x + 18x = —37x

Por lo tanto la factorizacién es 10x2 — 37x — 99 = (5x + 9)(2x — 11)

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== | v 5[ (N |x= =[] ¥ | &

b Vista Algebraica #| | » Calculo Simbdlico (CAS) “|ll » Vista Grafica

1 Factoriza[10x"2-37x-99]

L (2x—11) (5 x+9)

C) FACTORIZACION DE CUATRINOMIOS
1) Factor comun

Ejemplo ilustrativo:

Factorice 4a* — 8a® + 10a% — 6a

Solucién:

El maximo comdn divisor del trinomio es 2a

Al factorar se tiene
8a* — 8a3 + 15a? — 6a = a(8a® — 8a? + 15a — 6)

82



Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== v %)) ?h x=|lllx=||l| ¥ |[|L.;l] &

= =

P Vista Algebraica = b Calculo Simbdlico (CAS) b Vista Grafica
4.3, 6.3

Factoriza[8a*4-8a*3+15a"2-6a]

~ a(8a*—8a’+15a—6)

2) Factor comun por agrupacion de términos

Se agrupan los términos que tengan algun factor en coman, de tal manera que la expresion restante se
pueda factorar

Ejemplos ilustrativos:
a) Factorice 3x3 — 1 — x? + 3x
Solucion:

Agrupando términos
3x3—1—-x24+3x=0CBx3-x*)+(Bx—-1)

Factor comudn
3x3—1—-x24+3x=0CBx3—-x*)+Bx—-1) =x*CBx—1)+Bx—-1)

Factor comudn
3x3—-1—x24+3x=0Cx3—x)+Bx—-1)=x?Cx—-1D+Bx—1)=CBx—1Dx%?+1)

Por lo tanto

3x3—-1—-x24+3x=Cx—-D(x%*+1)

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== vl ?\3 x=|[|[x=[l[| .ol &

W W

P Vista Algebraica P Calculo Simbdlico (CAS) P Vista Grafica

Factoriza[3x"3-1-x"2+3x]

L @Bx—=1) (&+1)

1
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b) Factorice x2 + 4x + 4 — a?

Solucién:

Agrupando términos
x?+4x+4—a?>=(x*>+4x+4) —a?

Trinomio cuadrado perfecto
x?+4x+4—a’*=(x?*+4x+4)—a’ = (x+2)*>—-a?

Diferencia de cuadrados
x2+4x+4—a’*=(*+4x+4)—a’=(x+2)2-a’>=[(x+2)+a][(x+2)—a]

Eliminado paréntesis y ordenando términos (propiedad conmutativa)

x?+4x+4—-a’*=x+a+2)(x—a+2)

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=l = | v |55 ()] | x= x=]|| f* ||| &

b Vista Algebraica #| | » Calculo Simbdlico (CAS) o X | b Vista Grafica

Factorizafx2+4i+4-3"2]

-~ (x—a+4+2)(x+a+2)

Nota: Se podria decir que la factorizacion es una agrupacion que busca facilitar o reducir problemas
grandes en pequefios tal como funciona el cerebro en la vida cotidiana cuando divide en pasos o en
problemas pequefios la solucion de un problema grande. Por ejemplo cuando una persona memoriza un
namero telefénico aplica la factorizacidn porque agrupa segin sea mas facil en binomios, trinomios, etc.
c) Factorice 8x3 — 12x% + 6x — 1

Solucion:

Agrupando términos

8x3 —12x?>+6x—1=(8x3—1) — (12x? — 6x)

Diferencia de cuadrados en el primer paréntesis y factor comun en el segundo paréntesis

8x3 —12x2+6x—1=(8x3—-1)— (12x?2 —6x) = 2x — 1)(4x%> + 2x + 1) — 6x(2x — 1)

Factor comin 2x — 1

8x3—12x2+6x—1=2x—1)(4x% +2x + 1 — 6x)
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Reduccion de términos semejantes
8x3 —12x?+6x—1=0Qx—1D@x?+2x+1—-6x) = 2x—1)(4x2—4x+1)
Trinomio cuadrado perfecto 4x2 — 4x + 1
8x3 —12x24+6x—1=02x—1)(4x* —4x+1) = 2x— 1) (2x — 1)?
Multiplicacién de igual base
8x3—12x2+6x—1=2x—-1)3
El cuadrinomio 8x3 — 12x2 + 6x — 1 se llama cuatrinomio cubo perfecto. Es una expresion de la
forma a3 + 3a2b + 3ab? + b3, es decir, es la expresion inversa al producto notable del cubo de un
binomio
Su factorizacion es igual al cubo de la suma o diferencia de las raices cubicas de los términos extremos,
es decir
a® + 3a’b + 3ab? + b3 = (a + b)3
a3 —3a*b + 3ab? — b3 = (a — b)3

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

==l v |55 O | x=| x=~]| .o &

F Vista Algebraica #| | » Calculo Simbdlico (CAS) #| | ¥ Vista Grafica

1 Factoriza[8x"3-12"2+6x-1]

- (2x-1)

TAREA
1) Realice un organizador grafico sobre el presente capitulo

2) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre la historia del Algebra y presente la consulta a través
de un organizador grafico

3) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre la aplicacion del Algebra en la vida cotidiana y presente
la consulta a través de un organizador gréafico

4) Resuelva los siguientes ejercicios en forma manual y empleando GeoGebra
a) 5a —9a + 3a — 2a
—3a

b) 2b —4b + 6b — 3b — 5b + 8b
4b
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2
) Ex—4x+§x—§x

d1 3+1 !
)Zx x2x 3x

237~ [5~ (37~37)]
Nl G5

1 (1 (1 +1 )
9337~ 5¥ *3%)

1 1 3 2 \]

i) 3a*(2a3® — 3a? + 4a)

7)) 4x>(2x* — 5x3 + 3x2)

m) (4a® — 8a* — 2a?) + 2a

n) (8x* — 10x3 + 4x) + 2x

2 3 3 1
45 _ad __2)
o)(3a +4a 2a>.2a

q) (0,2x3 —1,222..x% + 2,1333 ...x) + 37 1x

6a’ —9a® + 12a°

8x°% — 20x8 + 12x7

2a* —4a3 —a

4x3 —5x% + 2

4 3
2342
3a +2a 3



5) Calcular el perimetro y el area de las siguientes figuras en forma algebraica y en forma numérica para
x = 2. Calcular de forma manual y empleando GeoGebra

a)

3x? —2x -1

P=6x2—2;P=22A=06x3—4x?—2x;A =28
b)

3x
2x% +x—2
P=4x>4+8x—4;P=28A=06x3+3x*—6x;4 =48

6) Relacione el producto notable con su respuesta

Producto notable Respuesta
1  (3a? - 2a3)3 a 2a?-3ab—9b?
2  (a*-3b)3 b 27a® — 54a* + 36a?b® — 8b°
3 (a+3)? cC a’—4
4 (a-2)° d a?+2a+1
5 (a+2)(a-3) e a®—9a*b + 27a%b? — 27b3
6 (a+1)? f a®—-6a%?+12a—-8
7 QRa+1D(a-1) g a?—a-—6
8 (a+2)(a-2) h 2a%2+a-1
9 (2a+3b)(a—3b) i a’?+6a+9
10 (ab —3)? j a?b?—6ab+9
1b, 2e,3i,4f,5g, 6d,7h,8c,9a, 10j
7) Relacione el cociente notable con su respuesta
Cociente notable Respuesta
_ 2
1 25— 36a a 1—a+a?
5 —36a
o 1ta b 5+6a
1+a
_ad
3 1-a c a’t—-a+7
l-a
(a+1)’+(@-2)°
4 d 1 2 34+ a*
(@a+1)+(a-2) +a+a“+a’+a
4a? — (a + b)?
a (a ) e a-—»b
2a + (a+b)

1b,2a,3d, 4c, 5e
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8) Resuelva los siguientes casos de factorizacion en forma manual y mediante GeoGebra

81 x*—x3+x
82)a*+a?—a

8.3) 18x% — 12x + 42
8.4)9a% + 6a + 3

8.5) 8x2 + 8xy — 8x
8.6)9(a+ 1) —3(a+ 1)?
8.7)4(a+3)>—2(a+3)
88)3a®>—1—a?+3a
8.9)2x3 —6x2—x+3

8.10) a® — 15 — 5a + 3a?

8.11) 18x3 — 15x + 12x2 — 10

8.12)3a®*—7a*+3a -7
8.13) 25x% — 9

8.14) 16x2 — 49

4
15) x2 — =
8.15) x 3

4
8.16) 9x2 — —
) 9% =3¢

8.17) (2x + 2)% — (x — 2)?
8.18) (2x — 3)2 — (x + 1)?
8.19)x%2+6x+9

8.20) x? — 10x + 25

8.21) 9x% — 30x + 25

8.22) 4x? — 28x + 49

x(x3 —x%2+1)
a(@®>+a-—1)
6(3x2 —2x + 7)
3(3a®?+2a+1)
8(x% —x + xy)
—3(a-2)(a+1)
2(a +3)(2a + 5)
(3a—1)(a% + 1)
(x —3)(2x% - 1)
(a+3)(a® —5)
(3x + 2)(6x% — 5)
(3a—7)(a%+ 1)
(5x + 3)(5x — 3)

(A4x+7)(4x—7)

%(Sx +2)(3x —2)

1
52 (15x +2)(15x — 2)

3x(x + 4)

(x — 4)(3x — 2)
(x + 3)?

(x —5)?

(3x — 5)2

(2x — 7)?
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1 1 1
823) sz —§X +§

25 20 16
824) sz —?X’ +?

8.25) (x+2)2+4(x+2)+4
8.26)4(x —1)2—12(x—1)+9
8.27) x? — 2x — 35

8.28) x2 + 3x — 70

8.29) 14 — 5x — x?

8.30) 10 — 3x—x2

8.31) (x + 2)2 — 25(x + 2) + 154
8.32) (2x — 1) — 24(2x — 1) + 135
8.33) 3x% + 8x — 3

8.34) 2x% — 13x — 7

8.35) 4x? — 4x — 15

8.36) 15x2 — 2x — 8
837)3(x+1)2—-5(x+1) -2
8.38) 6(2x — 1)2 —7(2x — 1) — 3
8.39) 20(2x — 3)% + 13(2x — 3) + 2
8.40) 6(5x + 2)? — 11(5x + 2) — 35
8.41) 8x3 + 27

8.42) x° + 64

8.43) x° — 216

8 5
8.44) o-a® - 64

1
_ _ 2
36 (3x—2)

1
_ _ 2
3 (15x — 8)

(x + 4)?

(2x — 5)?

(x — 7)(x + 5)

(x +10)(x — 7)
(x+7)(2 - x)

(x +5)(2 — x)
(x—12)(x — 9)

4(x — 8)(x — 5)
(x+3)3x—1)
Qx—1)(x+7)

(2x — 5)(2x + 3)

(5x — 4)(3x + 2)

(x —1)(3x+4)

2(3x — 1)(4x — 5)

(8x — 11)(10x — 13)
(10x — 3)(15x + 11)
(2x + 3)(4x% — 6x + 9)
(x3 + 4)(x® — 4x3 + 16)

(x2 — 6)(x* + 6x2 + 36)

8
ﬁ(a —6)(a% + 6a + 36)
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8
8.45) —-x° — 216

8.46) (2x + 1)? — (x — 3)3
8.47) 27(x + y)3 + 64(x — y)3
8.48) x5 + 32

8.49) 128 + a’

8.50) x5 — y®

8.51)1—x5

8.52) 1+ x7

8.53) x° — 1

8.54) 512 — x°

8.55) 3x* — 243

8.56) 64 — x°

8.57) x8 — y8

8.58) x® — 25x3 — 54

8.59) x* — 25x2 + 144

8.60) 8x* + 6x% — 2

8.61) x? + 2x + 1 — a?
8.62)a? —x?—8x—16
8.63) x* — 6x + 9 — a?

8.64) 27x3 — 54x% + 36x — 8
8.65) 125x3 + 300x2 + 240x + 64
8.66) 2x3 — 5x2 — 2x — 3
8.67) 4x3 — 13x% + 4x — 3

8.68) x3 —x% —8x + 12

8
2
— (x —
7(x 9)(x* +9x + 81)

7(x+4)(x?—x+1)

(7x — y)(13x2% — 14xy + 37y?)

(x + 2)(x* — 2x3 + 4x? — 8x + 16)
(a+2)(a® — 2a® + 4a* — 8a3 + 16a? — 32a + 64)
(x=»E* +x3y + x2y* +xy® +y*)
—(x—D*+x3+x2+x+1)

(x+ D6 —x>+x*—x3+x2—x+1)
x—DE2+x+ D +x3+1)

—(x —2)(x% + 2x + 4)(x° + 8x3 + 64)
3(x — 3)(x +3)(x% +9)

—(x = 2)(x + 2)(x? — 2x + 4)(x% + 2x + 4)
(x =) + Y +y)(x* +y*)
(x=3)(x*+2)(x?+3x+9)
(x—D(x—3)(x+3)(x +4)

2(2x — D(2x + 1)(x%2 + 1)
(x—a+Dx+a+1)
—x—a+d)x+a+4)
(x—a—3)(x+a-3)

(3x —2)3

(5x + 4)3

(x—3)2x%+x+1)

(x—3)(4x% —x + 1)

(x —2)%(x +3)
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CAPITULO IIT
INTRODUCCION A LA LOGICA PROPOSICIONAL
YA LA TEORIA DE CONJUNTOS

3.1) LOGICA PROPOSICIONAL
A) CONCEPTOS BASICOS

Proposicion logica.- Es una sucesion finita de signos (palabras o términos) a los que se les puede calificar
como verdaderos o como falsos, pero nunca como ambos a valores a la vez

Valor de verdad.- Es la propiedad fundamental de toda proposicién de ser verdadera (V) o de ser falsa

(F).

Ejemplo: Sea la proposicion p = Ibarra es capital de Imbabura. El valor de verdad de p es V

Conectiva logica.- Llamada también conector, es una letra o palabra (y, o, si y solo si, pero,..) que se
emplean para unir a las proposiciones entre si, dandoles ademas un sentido o significado légico.
Ejemplo: Esta lloviendo y hace frio

Proposiciones atomicas o simples.- Son aquellas que no tienen conectiva logica, es decir, estan
construidas por una sola proposicion
Ejemplo: Mathias esta observando videos en el celular

Proposiciones compuestas 0 moleculares.- Son las que tienen por lo menos una conectiva logica, es
decir son aquellas que estan construidas por 2 0 mas proposiciones simples unidas a través de una
conectiva ldgica.

Ejemplo: Emily est4 tomando avena y esta observando videos en el celular

Tablas de verdad.- Llamadas también método de las matrices o tablas verificativas, son procedimientos
de decision para determinar el valor de verdad de una proposicién compuesta o molecular, la misma que
depende de sus proposiciones simples y de los operadores que contenga.

Los elementos de una tabla de verdad son:

variables proposicionales (proposiciones) - p g

Esquema molecular- p v g

-t
Fr | et o

s el ool Pl =K
-t
;

L= |

V|V
FI\,\ Cifra tabular (matriz)
NN

valores tabulares (valores de verdad)

| oA | o |

El nimero de valores tabulares que se ubican en la tabla de verdad depende del nimero de variables
roposicionales, este nimero se ilustra en la siguiente tabla:
Numero de variables proposicionales |1 |2 |3 |4 | n
NUmero de valores tabulares 214[18]16|2"
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Ejemplo ilustrativos

1) Con una variable proposicional (p) = 2! = 2 valores tabulares (V, F)
p
V
F

2) Con dos variables proposicionales (p, q) = 22 = 4 valores tabulares

N—

uiuit<dt<d=
<M<

3) Con tres variables proposicionales (p, g, r) = 23 = 8 valores tabulares

nmi<|<|n|mi<l<le
niP<lP<ulP<ilr<E

Como se puede observar si existen n valores tabulares se distribuye n/2 de V' 'y n/2 de F para la primera
variable proposicional, luego la mitad de valores tabulares del anterior para la siguiente variable
proposicional y asi hasta n/n de V' y n/n de F para la Gltima variable proposicional

4) Con cuatro variables proposicionales (p, g, r, s) = 2* = 16 valores tabulares
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B) CONJUNTIVA O CONJUNCION.- Son aquellas proposiciones compuestas que llevan la conectiva
I6gica “y”. Solamente son verdaderas cuando sus dos componentes son verdaderos, y falsa en cualquier
otro caso. Estas proposiciones son conmutativas, porque al cambiar el orden de sus componentes no se
altera el sentido I6gico de la proposicion.

El Operador l6gico es A . Su esquema molecularesp Aq ,selee:pyq
Ejemplo: Dyana es esposa de Mario y madre de Mathias y Emily.

La tabla de verdad es

mmmL|>

Como el valor de verdad de una proposicion es verdadero o falso se le utiliza para representar circuitos
conmutadores, y la razon estriba en que un circuito sélo puede estar en uno de sus estados: circula la
corriente o cerrado, 0 no circula la corriente o abierto.

La palabra conmutador designa el elemento para impedir el paso de la corriente o deja pasar la corriente,
por ejemplo: el interruptor de la luz. Cuando se prende la luz se ha cerrado el conmutador, lo que se
simboliza por V 6 1, y cuando se apaga la luz se ha abierto el conmutador, lo que se simboliza con F o
0.

Se dice que dos conmutadores estdn conectados en serie cuando esta dispuesto uno a continuacion del
otro, y se relacionan con la proposicion conjuntiva.

Circuitos en seriep A q

woal gy
P -:1 ?{é)i
—— —— ;f:"\\w“x W
_— [ . ] [ -
i i
4] q (é)
. * * @ E F
i E
v e P
- & s » = F
V
s v P
& L & L E F
F F
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C) DISYUNTIVA INCLUSIVA (DEBIL) O DISYUNCION INCLUSIVA.- Son aquellas
proposiciones compuestas que llevan la conectiva légica “0”, siendo verdadera en todos los casos,
excepto cuando sus 2 componentes son falsos. Estas proposiciones son conmutativas y se interpretan

como “ o una o la otra, probablemente ambas”.

El Operador l6gico es V. Su esquema molecularesp Vv q , se lee: “po g”
Ejemplo: Mario estudia Matematica o Estadistica.

La tabla de verdad es:

<K<

Se dice que dos conmutadores estan conectados en paralelo cuando estan dispuestos de tal manera que
basta que uno de ellos esté cerrado para que circule la corriente, y se relaciona con la proposicion
disyuntiva. Circuitos en paralelop v q

B Ay
- —_
X
- 1 N
v <7 - o
q
——
—. .—
i
F Ay

P SR
. ® - -
. .
Y e W
W
4
@
F g
4
L & — |
F
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D) DISYUNTIVA EXCLUSIVA (FUERTE) O DISYUNCION EXCLUSIVA.- Son aquellas
proposiciones compuestas que llevan la conectiva l6gica “0”, siendo verdadera cuando sus dos
proposiciones componentes tienen diferente valor, falsas en los otros casos. Estas proposiciones son
conmutativas y se interpretan como “o una, o la otra, pero no ambas a la vez”.

El Operador l6gico es V . Su esquema molecular es p V q, se lee: “p o g, pero no ambas”
Ejemplo:
El nimero 0 es par o impar.

La tabla de verdad es:

i< < M

E) CONJUNCION NEGATIVA O NEGACION CONJUNTA.- Son aquellas proposiciones
compuestas que llevan la conectiva ni..ni y solo sera verdadero cuando sus 2 proposiciones componentes
son falsas.

Ejemplo:

Ni esta lloviendo, ni es de noche

Ni estudia, ni trabaja

El operador I6gico es . Su esquema moleculares p g, se lee: “ni p niq”.

La tabla de verdad es:

|| T T |«

F) DISYUNCION NEGATIVA .- Son aquellas proposiciones compuestas que llevan la conectiva logica
“0”, siendo falta en todos los casos, excepto cuando sus 2 componentes son falsos. Estas proposiciones
son conmutativas y se interpretan como “ o ni una o ni la otra, probablemente ninguna”.

El Operador l6gico es T. Su esquema molecularesp T q , se lee: “niponig”
Ejemplo:

Ni esta lloviendo o ni es de noche

Ni estudia o ni trabaja

La tabla de verdad es:

<|mm|m|->
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G) NEGACION.- Es una conectiva especial que no enlaza proposiciones sino que se aplica directamente
sobre ellas modificando su valor de verdad; es decir, si la proposicion es verdadera entonces su
correspondiente negacion sera falsa u viceversa.

Desde el punto de vista I6gico la negacion actia como un inversor. De manera convencional se emplea
la conectiva légica “No” para negar proposiciones simples; y se emplean “ No es cierto que”, “No se da
el caso que”, “No ocurre que”, “No es posible que”, etc. Para negar las proposiciones compuestas, éstas
van al comienzo de la proposicién y la afecta su conjunto.

El Operador l6gico es —. Su esquema molecular es —=p , se lee: “no p”, “No es verdad que p”, “Es falso
que p”.

Ejemplo:

La ciudad de Ibarra no es capital de Ecuador
No es cierto que el 7 sea un numero perfecto
No es verdad que 6 sea un nimero impar

La tabla verdad es:

mulY
F |V
VIF

H) CONDICIONAL.- Son verdaderas en todos los casos, excepto cuando el antecedente es verdadero
y el consecuente es falso. Las proposiciones condicionales tienen 2 formas:

a) Forma Ldgica (FL).- Son aquellos condicionales que estan l6gicamente ordenados y se les reconoce
porque llevan la conectiva compuesta Si....entonces.... La proposicion que va entre si y entonces se
denomina antecedente o condicion suficiente, y la proposicién que va después de entonces se denomina
consecuente o condicion necesaria

Ejemplo:

Si se gradua de bachiller, entonces se puede iniciar con los estudios en la universidad (FL)
Antecedente Consecuente

b) Forma Ordinaria (FO). Son aquellas proposiciones condicionales que no estan ldgicamente
ordenadas, porque primero tienen el consecuente y luego el antecedente. Las condicionales de forma
ordinaria o indirecta llevan las conectivas Si, Pues, Puesto que, Porque, Dado que, A menos que. Cada
vez que un condicional esté escrito en la forma ordinaria necesariamente debe ser traducido a la
correspondiente forma logica.

Ejemplo:
Santiago puede iniciar con los estudios en la universidad si se gradia de bachiller (FO)
Consecuente Antecedente

Si Santiago se gradua de bachiller puede iniciar con los estudios en la universidad
Antecedente Consecuente

Su operador ldgico es =. Su esquema molecular es p=q, se lee: “Si p, entonces q”.
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La tabla de verdad es:

<[ <M<
<M<

Existen otras proposiciones relacionadas con la condicional p = g, las cuales son:

La Reciproca, es representada simbolicamente por: g = p

La Inversa, es representada simbdlicamente por: —=p = —q

La Contrareciproca, es representada simbolicamente por: -q = —p

1) BICONDICIONAL.- Son aquellas proposiciones que llevan la conectiva si y sélo si, y solamente
seran verdaderas cuando sus 2 proposiciones componentes tienen igual valor, y falsas en los otros casos.
Estas proposiciones son conmutativas y se interpretan como un doble condicional.

Ejemplo:

El agua se congela si y s6lo si la temperatura esta bajo cero

Si el agua se congela entonces la temperatura esta bajo cero

Si la temperatura esta bajo cero entonces el agua se congela

El Operador l6gico es <. Su esquema molecular es p < q, se lee: “p si y solo si q”.
La tabla de verdad es:

<|mmi<|]
<M<

Los esquemas moleculares segun la cifra tabular o matriz son de 3 clases
Tautologico o tautologia.- Cuando la cifra tabular tiene todos sus valores verdaderos
Contingente o consistente.- Cuando la cifra tabular tiene por lo menos una verdad y una falsedad

Contradictorio, contradiccion o inconsistente.- Cuando la cifra tabular tiene todos sus valores falsos

Ejemplos ilustrativos

1) Dadas las proposiciones simples p= voy a ir a la playa y g= estoy engordando, la traduzca la
proposicion —(p A q) al lenguaje comun.

Solucion
No es cierto que voy a ir a la playa y que esté engordando

97



2) Relacione las proposiciones compuestas con su conector l6gico

00 NOoOoThh wN P

Proposicion

Fui a la biblioteca y estaba cerrada

La camiseta de Emily o es blanca o es rojo

Voy a estudiar Estadistica o Fisica

Si aumento la velocidad, entonces llegaré en menos tiempo
El 13 ni es impar ni es digito

Un namero es par si y solo es divisible para 2

No es cierto que el 8 sea nUmero primo

Ni voy a estudiar Estadistica o ni voy a estudiar Fisica

> QD o O T o

Conector
Conjuncién
Disyuncién inclusiva
Disyuncion exclusiva
Negacion
Condicional
Bicondicional
Negacién conjunta

Disyuncion negativa

Solucién: 1a, 2c, 3b, 4e, 5g, 6f, 7d, 8h

3) Elabore la tabla de verdad para (p | p) Ap

Solucion:
Como se tiene una proposicion simple (p), entonces el nimero de valores tabulares es
2n=21=2

Por lo tanto la tabla elaborada paso a paso (1, 2, 3, 4) es

plp| (pip) | (lp)Ap

V|V F F

F| F Y, F

101 2 3
Donde:

Las columnas 1 se obtienen en base al criterio 2™

La columna 2 se obtiene realizando | entre las columnas 1

La columna 3 se obtiene realizando A entre las columnas 2y 1
La columna 3 es la respuesta, es este caso segun su cifra tabular es una Contradiccion

Otra forma de resolver es escribiendo directamente los valores de verdad en (p | p) A p y realizando la
operaciones respectivas

@ V\ p A p
V|F|V]F]|V
FIV|IF|F|F
11211131
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Empleando AnalogicA version 1.5 (disponible en internet) se procede de la siguiente manera
Ingrese al programa

AnallogicA = =
Archive Herramientas
{ ) MNegacion | Conjuncion | Conjuncion Dinjuncion Dinjuncion Dinjuncion Implicacion Bicondicional | a -
Megativa Megativa Exdusiva

J | Hacer Borrar

Terminologia por defecto

Conjundion
Conjundon Megativa
Disjuncion
Disjuncion Negativa
Disjuncion Exclusiva
g Implicacion
@ Bidondicional

MNegacion

Usar ceros y unos

Anallogich 1.3

Aparece una ventana para configurar la terminologia. Realice los cambios de terminologia que considere
necesario. Clic en Listo!

2,

= x
Archive Herramientas

ﬂ ) Megadon (~) Conjundion (/) Cun]un\:lun) Disjundion () Dinjuncion Dinjuncion Implicacion (=) | Bicondicional (=) | a v

Negativa (! Megativa (i} Exdusiva (\/_)

= | Hacer Borrar

AnallogicA 1.5 10052014 - Henry Suarez (skilltik) - skilltik@gmail com

AnallogicA 1.5
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Escribir (p ! p) A p. Clic en Hacer

| i |ewre

Sentencia logica: (p!'p) \p

La proposicion logica es una contradiccion

Cperadores binarios: 2

Cperadores unarios: 1]

wvariables logicas: 1

Cantidad de combinaciones: 2
Q

Tiempo de calculo: milisegundos

P (9) (lpke
VIF F

FIV F

4) Elabore la tabla de verdad de (p = gq) Ap

Solucion

Como se tiene 2 proposiciones simples (p, g), entonces el nimero de valores tabulares es
2" =22=4

Por lo tanto la tabla elaborada paso a paso (1, 2, 3, 4) es

=9 | p=9Ap

P mmn<L| <o
NS T <O

w|I<|IK<IM<
S ITTm|L

Donde:

Las columnas 1y 2 se obtienen en base al criterio 2™

La columna 3 se obtiene realizando = entre las columnas 1y 2

La columna 4 se obtiene realizando A entre las columnas 3y 1

La columna 4 es la respuesta, es este caso segun su cifra tabular es Contingente

Otra forma de resolver es

= q)

Rnm<I<s
w< <M<
N T<| <
ATmm<| >
R Tm< i<
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Empleando Tablas de verdad 1.0 (software disponible en internet) se procede de la siguiente manera

Ingrese al programa

¢ Q v ! I a A =3 ( ) ¢ Deshacer ﬁ Generar
l

TABUASIDEAVERDAD 1.0

Escriba (p = q) A p. Clic en Generar

V ¥ | = A 3 () @ooen| & oo

< < Mmoo«
m m m =
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5) Comprobar que [(g = p) Ar] = (q = p) es tautoldgico

Solucion:
Elaborando paso a paso la tabla de verdad se tiene

Ubicando los valores tabulares de la primera p

(@ = p A r]|=|@|=|p)

Ubicando los valores tabulares de la segunda p

(@ = p A r]|=|@|=

lmnmm<l<l<|<
BT << <|<[E

Ubicando los valores tabulares de la primera q

(@ = p A r]|=@|=

BmmTmimi<<|<I<[E

N < I <N |<|m|m
PmmmmiL i< iK<|I<
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Ubicando los valores tabulares de la segunda g

[(@ = p A r]|=|@|=|p)

Ubicando los valores tabulares de lar

(@ = p A r]|=|@|=|p)

Realizando la primera = entre las columnas 2y 1

\Y

[(@ = p A r]|=|@|=|p)

Realizando A entre las columna 4y 3

F

V|iV|V ]|V
V |IVI|F

VI F|F |V

VI|F[F[F

(@ = p A r]|=|@|=|p)

F
F

V |[V|V|F |V
V |[V|V|F |F
F
F

V [F|F[F |V

v [F|F[F]F
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Realizando = entre las columna 2y 1

[(@ = p) A 1] |=|(@q|=]|Dp)
Flv]|V|v]V FlVv]V
FIVI|V|F|F Flv]v
V |[V|V|F |V vVIiv]|v
V |[V|V|F|F vIiv|v
FIVI|F|F |V FIVI]F
FIVI|F|F|F FIVI]F
V |[F|F|F |V V|F|F
V |F |F|F |F V|F|F
2 |4 ]1]5 |3 216 |1

Realizando = entre las columna5y 6

(@ = p A r]|=|@|=|p)
FlvI|vlv|Vv|I V| F|V]|Vv
FIVvI|VIF|F|IVI|F|V]|Vv
VI VIVIF|IvIv]Vv]IVv]Vv
VI|VIVI[F|F|v]Vv]|Vv]Vv
FIVvI|FIF|VI|VI|IF|VIF
FIVI|IFIF|F|VI|F|VIF
V |[F|IF|[F|VIV]|V|FIF
vV |[F|IF|[F|F|V]|V|FIF
2 |4 f1l5 |37 2]6 |1

Como la cifra tabular (columna 7) es V, entonces se trata de una Tautologia

Empleando AnalogicA

~|H@=>p)1\)=>a=>p)

Sentencia logica:
La proposicion logica ez una tautologia
Operadores binarios:

Cperadores unarios:
variables logicas:
Cantidad de combinaciones:
Tiempo de caleculo:

apr @
VMYV

V
V
V
F
F
F
F

W

F
F
W
W
F
F

F
Vv
F
v
F
v
F

= = = = T m =

M = M = M M m o=

W

< = < = T M =

[ (g=>p)  h\r)=>(g=>p)

4

0
3
8
0

milisegundos

< < = = = = o= =D
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6) Dadas las siguientes proposiciones simples
p: Mathias es de Ecuador; q: Mathias es un nifio; r: Mathias tiene 8 afios

a) Escriba la siguiente proposicion con palabras r = (q A p)
b) Escriba si la proposicion anterior es valida

Solucion:
a) Si Mathias tiene 8 afios, entonces es un nifio y es de Ecuador

b) Realizando la tabla de verdad

BT mi<<[<I<[E

N <L < ML M

w NI TIK ML=
a < nI<| T I< < LT
A mmmm<|<|{Tm>

Al observar la cifra tabular (columna 5) se evidencia que existen 3 valores de verdad F, por lo tanto la

proposicion no es valida (no es tautologia)

7) Dadas las siguientes proposiciones simples, identifique el valor de verdad de (=g Ap) A (p A =)

p: 14 es un numero digito
q: 6 es un nimero perfecto
r: 8 es un numero primo

Solucion

De acuerdo a los datos se tiene que
p = F EIl 14 no es numero digito

q =V EI 6 si es un nimero perfecto
r = F EI 8 no es nimero primo

Con estos datos se elabora la tabla de verdad

(=lg A p) AN Pl AT
FIVI[FI|F |[F|]F|F|V]F
5(3[6 1|1 |9|2|8]|7 |4
Donde:

Las columnas 1, 2, 3, 4 se obtienen de los datos

La columna 5 se obtiene realizando — de la columna 3

La columna 6 se obtiene realizando A entre las columnas 5y 1

La columna 7 se obtiene realizando — de la columna 4

La columna 8 se obtiene realizando A entre las columnas 2y 7

La columna 9 se obtiene realizando A entre las columnas 6y 8

La columna 9 es la respuesta, es este caso segun su cifra tabular es una Negacién
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8) Determine el valor de verdad de las proposiciones p, g, r si la proposicion (p A =q) = r es falsa
Solucién

De acuerdo a los datos

P N Al |=| 1
F
1

La condicional = es F soloen V = F, por lo tanto

b AN Al |=|T1
Vv F|F
2 113

La conjuncion Aes V soloen V AV, por lo tanto

P N Al |=| 1
VI V|V F|F
4 | 2|5 113

Si = q es V, entonces

P AN Al |=| 1
VIV|IV|F|F|F
4 |2|5|6]1]3

Porlotantop=V;q=F;r=F

9) Escribir el esquema molecular del siguiente circuito y realizar la tabla de verdad

A —

Solucidn:

Comenzando desde la parte superior izquierda, p con r estan en paralelo, entonces
(pvr)

(p v r) con g estan en serie , entonces
(pvr)Agq
(pVvr)Aqcon (rVs) estan en paralelo, entonces el esquema molecular es

[(vr)Aq]v (rvs)
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La tabla de verdad es

—
—
]

R mmmmmmm T < < <K K IK K IKILK

Oinn< <K< KKIKIKIKKIKIKILKIKLKIL
oo'n'r|<<'|'|T|<<TITI<<TITI<<3/
O mnmmmn< | < Tmmn< i< ILK L >

NI T IS IK LK T TS IK IS IKE
oKL KITKIKKITIKKKLILILKILIL|I<
w < <MLL T
NTLKIKKITMKKKITKIK K ITIK L IL I
Blni<|ni<niL|ni<niLni<niL|mi<@

La tabla de verdad empleando Excel es

(=R RE R W R SPCR

—
—- =

13
14
15

16
17

Para elaborar la tabla en Excel se sigue los siguientes pasos:

A
(e
VERDADERO
VERDADERQ
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
1

B

v
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO

FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
5

C
)
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

D
N
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
6

E
q
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
2

VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO

G
(¢4
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

H

v
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO

FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO

FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO

FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO

FALSO

i

I
s}
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
4

Digitar el esquema molecular [(p V) Aq |V (rV s). Para escribir los valores tabulares (V, F), clic en
funcién (fx) para insertar funcién

(=R R RV RS FCR R

—
-

[

e
-

|

Buscar una funcian:

Escriba una breve descripcidn de lo que desea hacery, a

continuacidn, haga clicen Ir

O seleccionar una categoria: | Ldgica

Seleccionar una funcidn:

Todo
Financiera
Fecha y hora

Estadisticas

Infrrmarian

Usadas recientemente

Blsqueda y referencia

Matematicas y trigonométricas

s)
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En la ventana Insertar funcion, seleccionar la categoria Logica

1 r) v
2=
a
3
4 Buscar una funcion:
5 Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a
6 continuacidn, haga clic en Ir
7 O seleccionar una categoria: | Ldgica
g Seleccionar una funcién:
9 o]
sl
10 5L.ERROR
11 51.MD
VERDADERO
iz X0
Y w
13
VERDADERO(
14 Devuelve el valor ldgico VERDADERD.
15
16
17
18 1 Ayuda sobre esta funddn Cancelar

—_
R =]

En la ventana Insertar funcion, seleccionar la categoria Logica. Clic en VERDADERO

VERDAD.. v | i | X « & =VERDADERO()

A B C D E F G H

v 1) A ql v r v
VERDADERO() |

B = Oh L e L b

Q Devuelve el valor [dgico VERDADERO.

10 Esta funcidn no tiene argumentos.

X Resultado de la férmula = VERDADERO

Cancelar

Ayuda sobre esta fundién

En la Ventana Argumentos de funcion, Clic en Aceptar

A2 | £ || =VERDADERO()

A B £ D E F G H

v ) A a] v r v
VERDADERO |

s}

s)

s)
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Acrrastrar el con mouse

-/ ¢ »x v £ | =VERDADERO)

A2
4

s

28l o[~ jo s

=
[

e
ao|--l|0\|u.

)| -
:|~c

Clicen FALSO

VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO

Buscar una funcidgn:

s —

O seleccionar una categoria: | Légica |z|

Seleccionar una funcidn:

FALSOD
Devuelve el valor lagico FALSO.

Ayuda sobre esta funcion

-1 x v & | -FALsOp

SIS (0| -0y |wn b w ke —-
"“°IIIII\\I b=
=

—

o
il el ol

—_
=]

Ve
vlea‘--l

A

VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERQO

FALSO I
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Acrrastrar el con mouse

Al0 -

A
(e
VERDADERO
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADEROQ
VERDADERO
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ

O 00 1 O Lh e b

—
[=J

FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO

[ e e e T -
[ RV RN VR

—
~1

—
o

1

H

B
"

I

—FALSO()

C
1) A q] v r

Repetir el proceso anterior para las columnasde g, ry s

A
[(p
VERDADEROQ
VERDADERO
VERDADEROQ
VERDADEROQ
VERDADEROQ
VERDADEROQ
VERDADERQ
VERDADEROQ
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
1

O om O Lh e b

e
- R PR e

C D E F G
1) A al v («
VERDADERO VERDADERO VERDADERO
VERDADERO VERDADERO VERDADERO
FALSO VERDADERO FALSO
FALSO VERDADERO FALSO
VERDADERO FALSO VERDADERO
VERDADERO FALSO VERDADERO
FALSO FALSO FALSO
FALSO FALSO FALSO
VERDADERO VERDADERO VERDADERO
VERDADERO VERDADERO VERDADERO
FALSO VERDADERO FALSO
FALSO VERDADERO FALSO
VERDADERO FALSO VERDADERO
VERDADERO FALSO VERDADERO
FALSO FALSO FALSO
FALSO FALSO FALSO
3 2 3

Insertar funcidn, seleccionar categoria Logica

A
[(p
| VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
1

(=R - VR S P R

e e
R R - T N Pr R R

F)
E

Buscar una funcidn:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a
continuacién, haga clicen Ir

O seleccionar una categoria:  Ldgica

Seleccionar una funcion:

FALSO

SI.LERROR

SLND

VERDADERO

Ofvalor_légicot;valor_légico2:...)

Comprueba si alguno de los argumentos es VERDADERQ, y devuelve VERDADERC
o FALSO, Devuelve FALSO sitodos los argumentos son FALSOS,

Ayuda sobre ests funcién Cancelar

s)

1
s)
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
4

I
s)
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
4
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Clic en O (Disyuncidn). En valor 16gicol, clic en A2. En valor l6gico2, clic en C2.

c2 - X v £ | =0(A2;C2)
A B © D E F G
1 (e v ) A al v (
2 | VERDADERO |=O(A2;C2) VERDADERO | VERDADERO VERDADERO
3 | VERDADERO
4 | VERDADERO
5 | VERDADERO o
6 | VERDADERO W Valor_légicol | A2 fR:| = VERDADERO
7 | VERDADERO A’ Valor_légico2 | 2| fR:| = VERDADERO
g VERDADER.O Valor_légico3 | =
9 | VERDADERO
10 FALSO V
H FALSO v VERDADERO
12 FALSO Comprueba si alguno de los argumentos es VERDADERQ, y devuelve VERDADERO o FALSO. Devuelve FALSO
13 FALSO si todos los argumentos son FALSOS,
14 FALSO N Valor_légico2: valor_légicol;valor_ldgico2;.. son entre 1y 255 condiciones que se
15 FALSO Y desea comprobar y que pueden ser VERDADERO o FALSO.
16 FALSO
17 FALSO Resultado de la férmula = VERDADERO
ig 1 Ayuda sobre esta fundién Cancelar
Clic en Aceptar
B2 ~ £ || =o@a2.cy
A B i D E F G
1 ICp v ) A ql v (G
2 | VERDADEI<» | VERDADERQ | VERDADERO VERDADERO VERDADERO
3 | VERDADERO VERDADERO VERDADERO VERDADERO
4 | VERDADERO FALSO VERDADERO FALSO
5 | VERDADERO FALSO VERDADERO FALSO
6 | VERDADERO VERDADERO FALSO VERDADERO
7 | VERDADERO VERDADERO FALSO VERDADERO
8 | VERDADERO FALSO FALSO FALSO
9 | VERDADERO FALSO FALSO FALSO
10 FALSO VERDADERO VERDADERO VERDADERO
11 FALSO VERDADERO VERDADERO VERDADERO
12 FALSO FALSO VERDADERO FALSO
13 FALSO FALSO VERDADERO FALSO
14 FALSO VERDADERO FALSO VERDADERO
15 FALSO VERDADERO FALSO VERDADERO
16 FALSO FALSO FALSO FALSO
17 FALSO FALSO FALSO FALSO
18 1 3 2 3

Arrastrar los valores para completar la columna B (enumerada con el 5)

=R R - SV NIRRT

bt |t |t |t [t | ot |t |t |t
Ga |~ Oh Lhde k= O

A
[Cp
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERO
VERDADERQ
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
1

B
v
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERQO
VERDADERQ
FALSO
FALSO
5

C D E F G
r) A al v (
VERDADERQ VERDADERQ VERDADERO
VERDADERQ VERDADERQ VERDADERO
FALSO VERDADERQ FALSO
FALSO VERDADERQ FALSO
VERDADERO FALSO VERDADERO
VERDADERO FALSO VERDADERO
FALSO FALSO FALSO
FALSO FALSO FALSO
VERDADERO VERDADERO VERDADERO
VERDADERO VERDADERO VERDADERO
FALSO VERDADERO FALSO
FALSO VERDADERO FALSO
VERDADERO FALSO VERDADERO
VERDADERQ FALSO VERDADERO
FALSO FALSO FALSO
FALSO FALSO FALSO
3 2 3

1
s)
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
4

I
s)
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
4

I
s)
VERDADERO
FALSO
VERDADEROQ
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADEROQ
FALSO
4
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Repetir el proceso anterior para la columna D

A

1 [(p

2 | VERDADERO
3 | VERDADERO
4 | VERDADERO
5 | VERDADERO
6 | VERDADERO
7 | VERDADERO
§ | VERDADERO
9 | VERDADERO
10|  FALSO
11|  FALSO
12| FALSO
13| FALSO
14| FALSO
15| FALSO
16|  FALSO
17| FALSO
18 1
19
20

B
v
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
5

C
r)
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

Seleccionar Y (Conjuncién)

Y -

A
1 [Cp
2 | VERDADERO
3 VERDADERO
4 VERDADERO
5 VERDADERO
6 VERDADERO
7 VERDADERO
8 VERDADERO
9 VERDADERO
10  FAISO
11 FALSO
12 FALSO
13 FAISO
14  FALSO
15 FALSO
16 FALSO
17 FAISO
18 1
19

x v f

B
v
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
5

=Y()

C
1)
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

L D L
A s)
= | VERDADERO
FALSO
Buscar una funcion: VERDADERO
Escriba una breve descripcdn de lo que desea hacery, a Ir FALSQ
continuacidn, haga clicen Ir
—— VERDADERO
O seleccionar una categoria: Logica b FALSO
Seleccionar una funcién: VERDADERO
EJI ~ FALSO
SI.ERROR VERDADERO
SILND
VERDADERO FALSO
X0 . VERDADERO
v 00|
¥ (valor_légico1;valor_légico2;...) FALSO
Comprueba sitodos los argumentos son VERDADEROS, y devuelve VERDADERD si VERDADERO
todos los argumentos son VERDADEROS. FALSO
VERDADERO
FALSO
Ayuda sobre esta funcidn Cancelar 4
D E F G H 1
(r v s)

Valor_légico1 ||

Valor_ldgico2

VERDADEROS.

Resultado de la formula =

Ayuda sobre esta funcién

Comprueba si todos los argumentos son VERDADEROS, y devuelve VERDADERD sitodos los argumentos san

Valor_légico1: valor_ldgicol;valor_lagicoZ;... son entre 1y 255 condiciones que desea
comprobar, que pueden ser VERDADERD o FALSO y que pueden ser
valores ldgicos, matrices o referencias.

Fia| = wvalor_légico

Fia| = wvalor_légico

Cancelar

En la ventana Argumentos de funcion. En valor légico 1, clic en B2. En valor légico 2, clic en E2.

E2 -
A

1 [ p

2 | VERDADERO
3 | VERDADERO
4 | VERDADERO
5 | VERDADERO
6 | VERDADERO
7 | VERDADERO
8 | VERDADERO
9 | VERDADERO
10| FALSO

11|  FALSO

12|  FALSO

13|  FALSO

14|  FAISO

15|  FALSO

16|  FALSO

17|  FALSO

18 1

19
20

x v K

B
v
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
5

=Y(B2;E2)

&

)
VERDADERO
VERDADERO

FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

D E F
A q]
|=v®2E2) I VERDADERO |
VERDADERO

Valor_légicol | B2
Valor_légico2 |E2|

Valor_lagico3

G H 1

% v s)
VERDADERO VERDADERO
VERDADERO FALSO

VERDADERO
VERDADERO

valor_légico

= VERDADERO

Comprueba si todos los argumentos son VERDADERDS, y devuelve VERDADERD si todos los argumentos son

VERDADEROS.

Valor_légico2: valor_ldgicol;valor_légico2;.. son entre 1y 255 condiciones que desea
comprobar, que pueden ser VERDADERC o FALSO y que pueden ser
valores lGgicos, matrices o referencias.

Resultado de la férmula = VERDADERD

Ayuda sobre esta funcidn

Cancelar
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Clic en Aceptar

=R - R VNS PR R

Tl R
Ga ) Oh Lh e Dk = O

(e
| VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
1

fe

B
v
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
5

Arrastrar la celda

=R - RE - VRN SR R

bt |t | b |t [t | |t | ot |t
GO ) Oh Lh e Wk = D

Repetir el proceso anterior para la disyuncion entre las columnas G e |

[F=R- R RV RN SR R

e e e
B0 O B Wk = O

A
(e
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
1

A
(@]
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
1

B
v
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
5

B
v
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
5

=V(B2E2)

C
1)
VERDADEI<!"
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

C
1)
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

Z
1)
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

D

A
| VERDADERO

D
N
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
6

D
A
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
6

E

| VERDADERO

VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
2

E
al
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
2

E
al
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
2

G
(r
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

G
(r
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

G
r
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

H
Vv
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
7

I
s}
VERDADERO
FATSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FATLSO
VERDADERO
FATLSO
VERDADERO
FATSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FATLSO
VERDADERO
FATLSO
4

I
s}
VERDADERO
FATSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FATLSO
VERDADERO
FATLSO
VERDADERO
FATSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FATLSO
VERDADERO
FATLSO
4

I
s)
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
4
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Repetir el proceso anterior para la disyuncién entre las columnas D y H (Columna 6 y Columna 7)

A
[Cp
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERQ
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
1

— .
gl ~t-RE-CREN - NIRRT RTSRT

b
| L B bk

—
=5}

B
v
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
5

Empleando AnalogicA

C
1)
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

D
N
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
6

E
al
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
FALSO
FALSO
2

VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO

G
(r
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
FALSO
3

| ®Vamveys)

Sentencia logica:
La proposicion logica es una

Operadores binarios:
Operadores unarios:

variables logicas:
Cantidad de combinaciones:
Tiempo de calculo:

v v
vV VF
VVFV
VM FF
VFE VvV
VFVF
VFFV
VIFFF
FV VWV
FVVEF
FVFWM
FVFF
FIF VWV
FFVEF
FIFFM
FFFF

Pars eV
Vv v

bt e o e s H & R Tl
M M M M M M o= = T T o= = T T = =

W

M < < < Mo < D T < T =D

16
0 mili=zegqundos

M == = = T o= = = T o= =D = T =D = =D

AV AT S YR E V=)

contingencia

H
v
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
VERDADERO
VERDADERO
FALSO
7

I
s)
VERDADERQ
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERO
FALSO
VERDADERQ
FALSO
VERDADERQ
FALSO
4
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TAREA

1) Realice un organizador grafico sobre Légica Matematica

2) Escriba cinco ejemplos de cada uno de los conceptos basicos de 16gica matematica

3) Escriba un ejemplo por cada una de las proposiciones compuestas

4) Escriba un ejemplo de inversa, reciproca y contrareciproca del ejemplo presentado en el anterior
numeral

5) Consulte la biografia de George Boole y realice un organizador grafico de la misma

6) Consulte la biografia de Ludwig Wittgenstein y realice un organizador grafico de la misma

7) Consulte sobre la importancia de la Logica Matematica y realice un organizador grafico de la misma

8) Termine de llenar la siguiente tabla de valor de verdad para las proposiciones compuestas considerando
V=1yF=0.

ook
O[O

OO0k |>

9) Elabore la tabla de verdad para comprobar los siguientes ejercicios en forma manual y con Tablas de
verdad 1.0

a) Comprobar que (p A q) & - g es una contingencia

¢ S VvV ¥ I = A = ( ) @ Deshacer | B Generar

| (p Y q) BICOND —q |

m e Mmoo
m M oM o=
< m < T
m < m T

a

b) Comprobar que p = (p V q) es una tautologia

c) Comprobar que (p vV q) = (p A q) es una contingencia

d) Comprobar que (p = q) < (—~p V q) es una tautologia

e) Comprobar que (= p VvV q) & (p A =q) es una contradiccion

f) Comprobar que (p & —q) & - (pV q) es una contingencia
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10) Elabore la tabla de verdad para comprobar los siguientes ejercicios en forma manual y con AnalogicA
a) Comprobar que (= q = —7)V — p €suna contingencia

b) Comprobar que =[- (p Aq) A—~r] & [~ (p Aq) V —r] es una contingencia

c) Comprobar que (g A1) = p & [(r A= p) = —q] es una tautologia

d) Comprobar que {{[(p A = q) = r] A = r} = (= p A q) es una contingencia

e) Comprobar que [(p Ag) 1 r] © (p T g) es una contingencia

Sentencia logica: (p/\g) 'z)=(pig)
La proposicion logica e2 una contingencia
Cperadores binarios: 4
Cperadores unarios: 4]
variables logicas: 3
Cantidad de combinaciones: 8
0

Tiempo de calculo: milisegundos

P a T (Ph) (el (pra) (PNa=(era)
VYW F

F v
VMF V. F | F v
VEV . FE F |V F
VEF F Vv |V v
FVV F  F V¥ F
FVF F VvV |V v
FEV.F F |V F
FFEF F VvV |V v

11) Bajo la suposicién de que los valores de verdad de las proposiciones simples p, g, r, y S son
respectivamente F, F, V, V, indique el valor de verdad de =(p V q) = (r A =s)
F

12) Bajo la suposiciéon de que los valores de verdad de las proposiciones simples a, b, ¢, y d son
respectivamente F, F, V, V, indique el valor de verdad de =(c ©® a) V(b A d)

\Y

13) Escriba los esquemas moleculares de los siguientes circuitos. Realice la tabla de verdad en forma
manual, con Excel

p_
a —F q r b) rq

L

) p{ij d) _[Er?
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e r r

q‘] THOC
r — g 2

S ——
14) Cree y resuelva un ejercicio similar al anterior

15) Realice los circuitos conmutadores y la tabla de verdad de los siguientes esquemas moleculares.
Elabore las tablas de verdad en forma manual y con AnalogicA

a)(pAqQ Vv (rAs)

PG s (pha) () (Pha)V(rs)
VMVMVM V \

v
VMVE v | F v
VMFV v | F v
VMFF v | F v
VEVV F |V v
VEVFE F | F F
VEFV F | F F
VEFF F | F F
FVVVM F |V v
FVVFE F | F F
FVFVM F | F F
FVFF F | F F
FFEVM F |V v
FFEVFE F | F F
FFFVM F | F F
FFFF F | F F

b) V@) A(rvs)

) [pva)V(rAs)]Ap

d) (Vv Al(rvs)vpl

e){[lbvr)AqlVIsApl}Ar
DIAgAr)A(pVavn]VIpAqV(rvs)]
D{pAl@vrvErvsRvileve Allgvr)vs]}

N {llgvr) AT vIVpIA{lpAG@VDIVIAQ VT

16) Cree y resuelva un ejercicio similar al anterior
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3.2) TEORIA DE CONJUNTOS
A) DEFINICIONES BASICAS

Conjunto.- Es una coleccion de objetos o cosas con caracteristicas definidas. Los objetos que forman al
conjunto se llaman elementos del conjunto. Sin embargo en Matematica el concepto de conjunto se lo
suele considerar como primitivo y no se da una definicion de éste, por lo que la palabra conjunto debe
aceptarse l6gicamente como un concepto no definido.

Notacién.- Los conjuntos se denotan con letras mayusculas y sus elementos se delimitan con llaves y
separados mediante comas.

Ejemplos:

El conjunto de las vocales
A={a,e,i,o,u}

El conjunto de los numeros digitos
B =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

El conjunto de los nimeros pares
¢ ={0,2,4,6,8,10,.....}

Nota: Los puntos suspensivos indican que el conjunto continta y que los elementos siguientes conservan
la misma caracteristica

El conjunto de los nimeros divisores positivos de 6
D =1{1,2,3,6}

El conjunto de los nimeros divisores propios positivos de 6
E={1,273}

El conjunto de los numeros primos (solo tienen dos divisores, entre si mismo y la unidad)
F=1{2357....}

e) El conjunto de los numeros perfectos (nimero natural igual a la suma de sus divisores propios
positivos)
G=1{628..}

B) RELACION DE PERTENENCIA .- Para indicar que un elemento pertenece a un conjunto se emplea
el simbolo € y para indicar que no pertenece se emplea el simbolo ¢

Ejemplo:

Del conjunto A = {a, e, i, 0, u}

e € A Selee e pertenece al conjunto A

m & A Se lee m no pernetece al conjunto A

Nota:

El orden en la lista y las repeticiones no cuentan debido a que un conjunto queda determinado por los
elementos que contiene

Ejemplo: Los conjuntos {d, m}, {m, d}, {d, m, d} son 3 maneras de denotar a un mismo conjunto
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C) RELACION DE INCLUSION.- Un conjunto esta incluido en otro conjunto si y solo si cuando todo
elemento de un conjunto también pertenece al otro conjunto

Ejemplo:

Dado D = {2,4,6}yM ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, entonces:

DcM

Se lee:

D esta contenido en M
D es parte de M

D es subconjunto de M

M>D

Se lee:

M incluye a D

M contiene a D

M es superconjunto de D

Nota:

Todo conjunto esta incluido en si mismo, es decir todo conjunto es subconjunto de si mismo
V A, secumple Ac A

Se lee:

Para todo A se cumple que A es subconjunto de A

D) ESCRITURA Y REPRESENTACION

Los conjuntos se representan de dos formas

Forma descriptiva o por comprension.- Se nombra o se hace mencién a la caracteristica principal,
propiedad o una regla comun de los elementos del conjunto

Ejemplos:

A = {nimeros primos}

B = {vocales}

C = {x/x es nimero primo}

Se lee:

C es el conjunto formado por los elementos x tal que X es un ndmero primo

D = {x € Z/x es multiplo de 7}

Se lee:

D es el conjunto formado por los elementos X, x pertenece al conjunto de los nUmeros enteros, tal que x

es un multiplo de siete

Forma enumerativa o por extensién.- Se enlistan cada uno de los elementos del conjunto, si se repite
algun elemento se lo considera una sola vez.

Ejemplo: Represente en forma enumerativa el conjunto M = {m € N/mes digito impar}

Solucion: M = {1,3,5,7,9}
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E) CARDINALIDAD DE UN CONJUNTO

El cardinal o la cardinalidad de un conjunto A es el nimero de elementos que conforman el conjunto y
suele simbolizarse como n(A)

Ejemplos:
Dado el conjunto A = {m, a,r,i, 0} su cardinalidad es n(4) = 5

Dado el conjunto B = {d,y,a,n,a,y,m,a,r,i,o} su cardinalidad es n(B) = 8.

Nota: Recuerde que un conjunto queda determinado por los elementos que contiene por lo que el orden
y las repeticiones no cuentan

F) CLASES DE CONJUNTOS

i) Por el nimero de elementos

Conjunto vacio o conjunto nulo.- Es un conjunto que no tiene elementos. Se simbolizapor @ o { }

Ejemplo:
A = {Numeros enteros cuyo cuadrado es menor que —3} =0 ={ }

Nota:

El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto
V A ,secumple c A

Se lee:

Para toda A se cumple que @ es subconjunto de A

Conjunto unitario.- Es un conjunto que tiene un solo elemento

Ejemplo:

A = {x/x es primo par}

El Gnico nimero primo par es el 2, por lo tanto A = {2}

Conjunto finito.- Es aquel que tiene limitado nimero de elementos
Ejemplo:

A = {Nameros digitos} = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

B = {x/x es un nimero entero par positivo menor que 10} = {2,4,6,8}

Conjunto infinito.- Es aquel que tiene ilimitado nimero de elementos

Ejemplo:
A = {x/x es un nimero primo}

Conjunto universal o universo.- Es un conjunto referencial que contiene a todos los elementos de un
situacién particular, generalmente se le representa por la letra U

Ejemplo:

El universo o conjunto universal de las vocales es U = {a, e, i, 0, u}
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ii) Por la comparacion entre conjuntos

Conjuntos comparables.- Un conjunto A es comparable con otro conjunto B si entre dichos conjuntos
existe una relacion de inclusion, es decir, Ay B son comparables si A ¢ B

Ejemplo:

A={246}:B=1{01,234,5,6,78,9}, entonces A C B

Observe que A esta incluido en B, por lo tanto A y B son comparables

Conjuntos equivalentes.- Dos conjuntos son equivalentes si y solo si tienen la misma cardinalidad,
simbolicamente se escribe o se denota:

A=B

Se lee: A es equivalente a B

Ejemplo:

Dado A = {x € N/x es divisor de 6} y B = {d, y,a,n,a}, las cardinalidades son:

n(4) = 4,n(B) = 4, por lo tanto, se concluye que ambos son equivalentes, A = B

A B
Nota: El orden en la lista y las repeticiones no cuentan debido a que un conjunto queda determinado por
los elementos que contiene, por lotanto B = {d,y,a,n,a} = {d, y, a,n}
Conjuntos iguales.- Dos conjuntos son iguales si tienen la misma cardinalidad y los mismos elementos,
simbdlicamente se escribeasiit A=B < AcBABCA
Ejemplo: A = {x/x? =4}y B = {x/(x + 2)(x — 2) = 0}

Resolviendo la ecuacion de cada conjunto se obtiene en ambos casos que x es igual a 2 o0 -2, es decir:
A={-22}yB ={-2,2},comon(Ad) = n(B) = 2y tienen los mismos elementos, por lo tanto A = B

O
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Conjuntos disjuntos o excluyentes.- Son aguellos conjuntos que no tienen elementos comunes

Ejemplo: A ={x € Z/2 < x < 10}; B = {x € Z/x es impar positivo menor o igual que 11}

A B

Como se puede observar los conjuntos A y B no tienen elementos comunes, por lo tanto son conjuntos
disjuntos.

Conjunto de conjuntos.- Es un conjunto cuyos elementos son todos conjuntos

Ejemplo
A ={{0},{2,4,6,8},{1,3,5,7,9}}

Conjunto potencia.- Es aquel conjunto que esta formado por todos los subconjuntos que es posible
formar con los elementos de un conjunto dado.

Dado el conjunto A cuyo nimero de elementos (cardinal) es n(A), el cardinal de su conjunto potencia
P(A) es aquella potencia de base 2 con exponente n(4), es decir, n[P(4)] = 2™

Ejemplo:
Calcule el conjunto potencia de A = {1,2,3}

Solucion:

Los subconjuntos de A son {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3},0
Por lo tanto P(4) = {{1}, {2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}, (D}
Contanto el nimero de elemetos se obtiene n[P(A)] = 8

Aplicando n[P(A)] = 2™ también la misma respuesta
n[P(4)] =23 =8

Observacion: Subconjunto propio.- Se dice que A es subconjunto propio de B si todos los elementos
de A estan incluidos en B y no son equivalentes. Simbolicamente: A € B A A # B.

El nimero de subconjuntos propios de A se calcula aplicando
Ntmero de subconjuntos propios de A = 2™4 — 1
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G) OPERACIONES CON CONJUNTOS

En los siguientes diagramas de Venn, la region sombreada es la solucion a cada operacion dada.

Unién o reunién
AUB={x/x €A Vx€B}
U

U U
A B A B A
Interseccion
ANB={x/x €A ANx € B}
U U U
A B A B A
Diferencia
A—B={x/x€A ANx & B}
U U U 0]
A B A B A
Diferencia simétrica
AAB=(A-B)U(B—-A)=(AUB)—(ANB)
U U U U
A

00

=
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Complemento

Complementode A=A =A°=A={x/x ¢ A}

U

A

Nota: La relacién entre la teoria de conjuntos y la l6gica proposicional se muestra en la siguiente tabla:

Conjuntos

AUB

A=B

ANB

AcCB

AC

Proposiciones

aVvb

aseb

anb

a=»>b

—a

Ejemplos ilustrativos:

1) Sean los conjuntos A = {x/x es digito} B = {x € N/x es miltiplo de 2 menor que 12}. Calcule

a)AUB
byAnB
C)A—-B
dB—-A
e)AAB
f) A

9) B

Solucion:

Los conjuntos por extension son

A =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

B ={2,4,6,10}

a) El diagrama de Venn para la union de conjuntos es

La solucion es

AuUB=1{01,234,5,6,78.9,10}

A

U
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b) El diagrama de Venn para la interseccion de conjuntos es

La solucion es
ANB =1{246)}

c) El diagrama de Venn para A — B es

La solucion es
A—-B ={0,1,3,5,7,8,9}

d) El diagrama de Venn para B — A es

La solucion es
B—A ={10}

e) El diagrama de Venn para A A B es

La solucion es
AAB =1{0,1,3,5,7,89,10}
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f) El diagrama de Venn para A€ es

La solucion es
A° = {10}

g) El diagrama de Venn para B¢ es

La solucion es
B¢ ={0,1,3,5,7,8,9}

2) A un grupo de estudiantes se les pregunta sobre la preferencia por una determinada asignatura, 5
contestan que prefieren solamente Inglés, 8 solamente Fisica, 2 solamente Matematica, 5 Inglés y Fisica,
10 Fisica y Matematica, 10 prefieren otras asignaturas y de los que prefieren Inglés ninguno prefiere
Matematica. Calcule el nimero de estudiantes que tienen preferencia por lo menos por una de las tres
asignaturas.

Solucion:

Simbolizando los datos en un diagrama de Venn

I F M
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Donde:

I = Inglés

F = Fisica

M = Matematica

a = solamente Inglés

b = Inglés y Fisica

¢ = solamente Fisica

d = Fisica y Matematica

e = solamente Matematica
f = otras asignaturas

Ubicando los datos numéricos en el diagrama anterior se tiene

U

Como se pide calcular el nimero de estudiantes que tienen preferencia por o menos por una de las tres
asignaturas se trata de la cardinalidad de la unidn de los conjuntos de las tres asignaturas, por lo tanto

nIUFUM)=5+5+8+10+2 =30
U

Existen 30 estudiantes que tienen preferencia por lo menos por una de las tres asignaturas en Inglés,
Fisica o Matemética.

TAREA
1) Consulte la biografia de Georg Cantor y realice un organizador grafico de la misma
2) Realice un organizador gréfico de las definiciones béasicas de la Teoria de Conjuntos
3) Realice un organizador grafico de las clases de conjuntos
4) Realice un organizador las operaciones de conjuntos
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5) Encuentre 7 palabras relacionadas con conjuntos en la siguiente sopa de letras

— | >[(>|dA|—|0|n|x|m|<|[—[Z|C|=<
Oo|ld|Cc|<|—|<]|O|m|<|[4d[>|Z|>|=™
—|mim>»|Z|Z|<|OmMmmM|—|Z|mM|o
Olrx|—lZ|—IZ|>|Z2|lv]|djmimMm|n|Z
oOm|—|Z|O0o|<|m|Oo|O|O|O0o|Z2|T|w
Zim|Z|Z|>|w|—|C|>|O|>|m|d|X
—|ojm|>»|m|>»|m[>|<|C|C|O|>|=D
ZI>(O|—|0|<]|O[<|>|Z|>[|>|Z|O

I
I
S
U
I
I
I
E
I
@)
Y
L
A
L

o|lZz|d|c|m|T-|Oo|dA|{m|z|O|—[>|0O
o|ld|m|z|Zz|Cc|>|r|r|>|luomZ|Z
Z|O|mo|m|olo|>|r|>|X|m|—|m
clo|<[>|dA|ln|ln|lr|O|le|=|=—|>|m

6) Cree y resuelva una sopa de letras similar a la anterior

7) Si A =1{1,2,3,4,5,6}, B=1{4,5,6,7,89,10}, C ={2,4,8,10}, D = {4,5,6} y E = {2,4}. ;Cuél de los
conjuntos anteriores deberia ocupar el papel del conjunto X en las siguientes proposiciones:
XcAyXcB

8) Termine de llenar la siguiente tabla sobre la relacion entre la teoria de conjuntos y la logica
proposicional

Conjuntos P=0Q PcqQ
Proposiciones | p V g pAq -p

9)Si A = {x/xesundigito par}; B = {x/xes undigito impar}y C = {x/x es un digito primo}

Realizar los célculos respectivos con sus graficos y escribir si es verdadero o falso los siguientes
enunciados:

AUB =1{01,2,3,4,5,6,7,89}

AuC =1{0,2,3,4,5,6,7,8}

BuC ={1,23,5,7,9}

ANB=0
ANC = {2}
BNnC=1{357}

Verdadero
10) Dado los conjuntos A, B y C del ejercicio anterior. Realizar las siguientes operaciones con sus
respectivos graficos.
a)A—B b)AnNB ¢)A-C d)B—C e)B—-A f)C—-A g)C—B
a) A; b) 9; c){0,4,6,8}; d){1,9}; e)B; f){3,5,7},9){2}
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11) Si U = {x/x es un digito}; A = {x/x es un digito par}, B = {x/x es un digito impar}y
C = {x/x es un digito primo}

12) Realizar las siguientes operaciones con sus respectivos gréaficos
a)A’
b)B’
c)C’
a)B ;b)A;c){0,1,4,6,8,9}

13) Dados los siguientes diagramas de Venn, termine de llenar la siguiente tabla

a) b) c)

Conjunto | Diagrama de Venn
(AU B)' C)

A" UB’

ANB’ b)

A'"UB

ANB f)

AI

14) En una urna existe 10 bolas numeradas del 1 al 10. Elabore un diagrama de Venn y calcule la

cardinalidad del conjunto de bolas enumeradas con un nimero par y primo.
1

15) En una urna existe 10 bolas numeradas del 1 al 10. Elabore un diagrama de Venn y calcule la
cardinalidad del conjunto de bolas enumeradas con un nimero impar o con un nimero mdaltiplo de 4?
7

16) De 36 estudiantes de un curso, 21 no tienen dificultades de aprendizaje en Matematica, 27 no las
tienen en lenguaje y 4 tienen dificultades Gnicamente en lenguaje. Elabore un diagrama de Venny calcule
el nimero de estudiantes que tienen dificultades de aprendizaje Unicamente en Matematica

10

129



CAPITULO IV
ECUACIONES E INECUACIONES

4.1) ECUACIONES
A) ECUACIONES LINEALES

Muchos problemas de la vida diaria pueden plantearse a través de una relacion de igualdad, llamada
ecuacion. Las ecuaciones tienen aplicacion en todas las ramas de la Matematica y de las ciencias en
general, por lo que su estudio es de suma importancia.

Definicién de ecuacién.- Ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas, que solo se
verifica para ciertos valores determinados.

Enel casode x + 5 = 7, la igualdad se cumple si y solo si x vale 2, por lo tanto es una ecuacion.

En lacaso de (x + 5)% = x? + 10x + 52, la igualdad se cumple para cualquier valor de x, por lo tanto
no es una ecuacion. En este caso se trata de una identidad. La identidad también es una igualdad entre
dos expresiones algebraicas al igual que una ecuacion, pero que se verifica para cualquier valor. Las
igualdades de los productos y cocientes notables son identidades.

Términos de una ecuacidn.-Son cada una de las cantidades que estan conectadas por los signos + 0 -

Términos independientes

J'ncégm'ta

x+3 7

i

Primer miembro Segundo miembro

El primer miembro corresponde a toda la expresion que esta antes del signo =

El segundo miembro corresponde a toda la expresion que esta después del signo =

Los terminos 5y 7 que no estan acompafados de letras se llaman términos independientes
La letra o letras presentes en la ecuacion se llaman incdgnitas o valores desconocidos

Grado de una Ecuacién.- El grado de una ecuacion esta dado por el mayor exponente de la incognita.
La ecuacion 4x —3 = 2x+5 es una ecuacion de primer grado o lineal, ya que el mayor exponente de x
esl

Laecuacion x* +5%+6 = 0 es una ecuacion de segundo grado o cuadratica, ya que el mayor exponente
de xes 2

Solucion de una Ecuacion.- Es averiguar el valor o los valores de la incognita. Este valor se llama raiz.
Para encontrar la solucién o raiz de una ecuacion se despeja la incognita mediante la transposicion de
términos con operacion contraria (Si estd sumando pasa al otro miembro de la ecuacion a restar o
viceversa, si estd multiplicando pasa al otro miembro a dividir o viceversa.)

El principio de la transposicion de términos se fundamenta en las siguientes propiedades de las
igualdades:

- Si a los dos miembros de una ecuacién se suma o resta una misma cantidad, la igualdad subsiste

- Si a los dos miembros de una ecuacion se multiplican o dividen una misma cantidad, la igualdad subsiste
- Si a los dos miembros de una ecuacidn se elevan a una misma potencia o se extrae una misma raiz, la
igualdad subsiste
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Ejemplos ilustrativos

1)2x—7 =4x+ 13
Solucion:
Afirmaciones
2x—7=4x+ 13
2x —4x =13 +7
—2x =20
2x = =20

Razones

Ecuacién inicial

Transposicion de términos

Términos semejantes

Cambiando de signo a todos los términos de la ecuacion.

Nota: Cuando la incégnita queda con signo negativo, es aconsejable cambiar de signo a todos términos

de la ecuacion.

=20
T
x =-—10

Comprobacion:
Afirmaciones
2x —7 =4x+ 13
2(=10) — 7 = 4(—=10) + 13
—20—-7=-40+13
—27 = =27

Empleando GeoGebra

a) Ingrese a GeoGebra

Trasponiendo el 2

Operando

Razones

Ecuacion inicial

Remplazando el valor encontrado en la ecuacion inicial
Multiplicando

Términos semejantes

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

B | (5% Sl [ @) PN I 2

F Vista Algebraica ] | ¥ Vista Grafica

[

5

4

Entrada:
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b) Ir a Vista

Archivo Edita |Vista| Opciones Herramientas Ventana Ayuda
k A ista Algebraica Ctri+Maylis+A c az2 4—:|-D
D . - AB i
4 ® i Hojade Célculo Ctri+Mayis+3 1= it
b Vista Algeb: [ cdlculo Simbdlico (CAS) Ctrl+Maylis+K |
@ | Vista Grafica Ctri+Mayis+1 |
@i Vista Grafica 2 Ctrl+Mayis+2
£y Vista Grafica 3D Ctrl+Mayis+3

c) Ir a Célculo Simbélico (CAS)

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

= |l = |ll| v [l s [ 1Ol e =[{llx=|{l| # [Lal &

W W

P Vista Algebraica b Calculo Simbdlico (CAS) P Vista Grafica

-1 ‘

d) En la casilla de Calculo Simbolico, escriba soluciones y aparece una ventana.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=l = v a5 O N x=x=/|| .o &

o ad
b Vista Algebraica b Calculo Simbélico (CAS) b Vista Grafica
1 Eh
Soluciones[ <Ecuacian=]
Soluciones] =Ecuacidn=, =Variable= ]
Soluciones] =Lista de ecuaciones=, =Lista de variables= 51
SolucionesC[ =Ecuacidn=]
SolucionesC] =Ecuacion=, <Variable=] ¥ al
£ >
3_
2_
1_
]
4 a -2 1 ]
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e) Escoja Soluciones [<Ecuacién>]

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== | v || OV g llx=x=[| || &

7 7
b Vista Algebraica o || | # Calculo Simbolico (CAS) #| | » Vista Grafica
1 Soluciones[EEERE [ &

f) Escriba la ecuacion

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== [ v ||la=5 [LOY "l x =] x=]||  [lLa| &

P Vista Algebraica o #| | B Calculo Simbolico (CAS) #| | Vista Grafica

1 Soluciones[2xe7=4x+13] [a] ‘

g) Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== | v a7 [C ™ == x=||| f |Lan] @

b Vista Algebraica & ) | b Calculo Simbdlico (CAS) | | P Vista Grafica
1 Soluciones[2x-7=4x+13]
~ {-10}
2 (a]

2) 4[3x — (5x — 8)] = 20 — 4x

Solucién:

Afirmaciones Razones

4[3x — (5x —8)] =20—4 Ecuacion inicial

4[3x — 5x + 8] = 20 — 4x Supresion del paréntesis

4[—2x + 8] = 20 — 4x Términos semejantes

—8x +32=20—4x Supresion del corchete

—8x +4x =20-32 Transposicion de términos

—4x = —-12 Términos semejantes

4x =12 Cambiando de signo a todos los términos de la ecuacion

12 Trasponiendo el 4

X = T

x=3 Operando
Comprobacion:

Afirmaciones Razones

4[3x — (5x — 8)] = 20 — 4x Ecuacién inicial
4[3-3—-(5-3—-8)]=20—-4-3 Remplazando el valor encontrado en la ecuacion inicial
49 - (15-8)] =20 —-12 Multiplicando
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49 —15+8] =20—-12 Supresion del paréntesis
4[2] =8 Términos semejantes
8=38 Operando

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== v |75 (O | x=x=~|| F|.an] &

P Vista Algebraica o' ¥ | ¢ Calculo Simbdlico (CAS) #| | ¥ Vista Grafica

1 Soluciones] 4%(3x-(5%-8))=20-4x ]

-~ {3}

3) La suma de dos nimeros es 10 y su diferencia es 4. Calcular los nimeros
Solucién:

a) Simbologia: Se trasforma el enunciado del problema al lenguaje matematico
x = primer numero; 10 — x = segundo numero

b) Planteamiento: Se plantea la ecuacién: x — (10 — x) = 4
c) Resolucidn. Se resuelve la ecuacién
14
x—(lO—x)=4=>x—10+x=4:»x+x=4+10:2x=14:x=7=7
Como 10 — x = segundo nimero = 10 -7 =3
d) Comprobacion: Se verificaque 7+3=10y7 -3 =4
4) En un curso de 30 estudiantes hay 10 hombres méas que mujeres. ¢Cuantos hombres y cuantas mujeres
hay?
Solucion:

a) Se trasforma el enunciado del problema al lenguaje matematico
X = nimero de mujeres, x + 10 = nimero de hombres

b) Se plantea la ecuacion: x + x + 10 = 30
c) Se resuelve la ecuacion

20
x+x+10=30:>2x=30—10:>2x=20:>x=7=10
numero de hombres = x+ 10 =10+ 10 = 20

d) Se verifica que 20 + 10 = 30
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5) El largo de un terreno rectangular excede al ancho en 30 m. Si el largo se aumenta en 10 my el ancho
se disminuye en 6m el area no varia. Hallar el area del terreno.

Solucion:
a) Se trasforma el enunciado del problema al lenguaje matematico

Primera condicion: Segunda condicion:

x = ancho x — 6 = ancho

x + 30 = largo (x +30) + 10 = largo

x x—Gm
{x+ 30m) +10m
x4+ 20m

b) Se plantea la ecuacién: x(x + 30) = (x — 6)[(x + 30) + 10]

c) Se resuelve la ecuacion

x(x+30)=(x—6)[(x+30)+10]

x? +30x = (x — 6)[x + 40] = x2 + 30x = x2 + 34x — 240 = 30x — 34x = —240

240
—4x=—240=>4x=240=>x=T=60

largo = x+30 =60+ 30 =90
Por lo tanto ancho = 60m y largo = 90m
Area = largo - ancho = 90m - 60m = 5400m?

6) Mathias pinta su habitacion en 2 horas y Emily pinta la misma habitacion en 3 horas. Si los dos trabajan
juntos, calcule el tiempo que se demoran en pintar la habitacién

Solucién:

Simbologia:
X = nimero de horas que se demoran en pintar juntos la habitacion

1
En 1 hora Mathias y Emily juntos pintan o de la habitacion
1
En 1 hora Mathias pinta 5 de la habitacion

1
En 1 hora Emily pinta 3 de la habitacion

Planteamiento de la ecuacion:

11 1
2 3 x
Resolucion:
11 1
2 3 «x

Eliminando denominadores. EI minimo comin multiplo es 6x
[(6x+2)-1=3x; (6x+3)-1=2x; (bx+x)-1=6]
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3x+2x=6

5x=6=>x=§

Por lo tanto el tiempo que se demoran trabajando juntos Mathias y Emily es

6 h
z horas

Transforman a nUmero mixto queda

6 1 1
3 horas = 1§horas =1 hora + < hora

Transformado a decimal

T hora = 0,2horas

Transformando 0,2horas a minutos, sabiendo que una hora es igual a 60 minutos, se tiene

0,2 horas - 60minutos ]
0,2horas = = 12 minutos
lhora

Por lo tanto la respuesta expresada en horas y minutos es

6
3 horas = 1 hora + 12 minutos = 1h12min

7) A un peodn se le ofrece un sueldo anual de $ 1900 y una vaca. Al cabo de 9 meses es despedido
recibiendo un total de $1400 y la vaca. ;Cual es el valor de la vaca?

Solucion:
V = vaca

Planteo. Se trata de una regla de tres directa

sueldo Meszes
1900 ++ 12
1400 ++ 9

9-(1900 + v) = 12(1400 + v) = 17100 + 9v = 16800 + 12v = 17100 — 16800 = 12v — v
300
300=3v=>v=T:>v=100

Por lo tanto el valor de la vaca es de $ 100
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8) Un artesano pensé hacer 20 figuras de madera en 20 dias, pero tardd 5 dias mas por trabajar 2 horas
menos cada dia. ¢Cuantas horas trabajo diariamente?

Solucioén: Planteando la regla de tres compuesta por el método de las rayas

Causa Circunstancia Efecto
Artesano Dias Horas diarias Figuras

1 20 X 20
1 25 x-2 20

Planeando la ecuacion
1-20-x-20=1-25"(x —2)-20

Resolviendo la ecuacion

50
20x=25x—50=>50=25x—20x$50=5x:x=?:x=10

Porlotantotarddb x —2 =10—-2 =8

9) A un estudiante le han realizado cinco evaluaciones en Matematica y su media es 7,8. Si en otras dos
evaluaciones obtiene 7 y 10. Calcule la nueva media aritmética

Soluciodn. Planteando las ecuaciones

Xy +x, +x3+x, +x
1 2 53 4 5=7,8
X1+ Xy +xX3+x,+x5+7+9
7

=X

Realizando los calculos en la primera ecuacion

Xy + Xy +x3+%x4+x5=78-5=39

Remplazando x; + x, + x3 + x, + x5 = 39 en la segunda ecuacion

39+7+10

:_:8
7 X

10) En un grupo de 50 personas, 6 tienen como preferencia solamente el color amarrillo, 10 prefieren
solamente el color blanco, 4 prefieren solamente el color café, 6 prefieren el color amarrillo y blanco, 10
prefieren el color blanco y café, 12 prefieren el color amarrillo y café, y 10 no tienen preferencia por
ninguno de los tres colores. Elabore un diagrama de Venn y calcule el niUmero de personas que tengan
preferencia por los 3 colores
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Solucion:

a) Simbologia

U = conjunto universo

A= color amarrillo

B= color blanco

C = color café

a = solamente color amarrillo

b = solamente color blanco

¢ = solamente color café

d = amarrillo y blanco pero no café
e = blanco y café pero no amarrillo
f = amarrillo y café pero no blanco
g = amarrillo, blanco y café

h = otros colores

b) Planteamiento de ecuaciones
6+10+4+d+e+f+g+10=50

d+g=6
g+te=10
f+g=12

¢) Resolucion
Resolviendo en la primera ecuacion
dte+f+g=50-6-10—-4—-10>d+e+f+g=20

Remplazando f + g = 12
d+e+12=20=>d+e=20—-12=>d+e=8

Trabajando con la segunda y tercera ecuacion
d+g=26

g+e=10

Cambiando de signo a la primera ecuacion
—-d—g=-6
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Sumando con la tercera ecuacion
e—d=4

Trabajando con
d+e=8
e—d=4%4
Sumando

12
2e=12=>e=7=6

Remplazandoe = 6
g+te=10=29g+6=10=>9g=10—-6>g=4

Remplazando g = 4
f+g=12=>f+4=12=>f=12—-4=>f=8

Remplazando g = 4
d+g=6=>d+4=6>d=6—-4=>d=2
Respuesta: El nimero de personas que tienen por los 3 coloreses g = 4
d) Comprobacion
6+10+4+d+e+f+g+10=50
6+10+4+2+6+8+4+10=050
50 =50
TAREA

1) Resuelva las siguientes ecuaciones en forma manual y empleando GeoGebra

a) 4[3x — (5x — 8)] = 20 — 4x

3
b) Bx—7)?-52x+1)(x—2) = —x?—(-3x—1)
29/15
X X 1 X
07 -(x=3)=3-5-1(55-3) .

2) Resuelva los siguientes problemas

a) En un edificio de dos pisos hay 48 habitaciones. Si las habitaciones del segundo piso son la mitad de
las del primero. ¢ Cuéntas habitaciones hay en el primer piso?

32
b) Dyanita tiene tres veces el nimero de manzanas que su hermano y entre los dos tienen 48 manzanas.
¢Cuantas manzanas tiene el hermano de Dyanita?

12
c) La suma de las edades de un padre y su hijo es 78 afios y la edad del padre es el doble de la edad del
hijo. ¢Cual es la edad del padre?

52
d) En un curso de 47 estudiantes hay 9 hombres mas que mujeres. ¢ Cuantos hombres hay?

28
e) Un terreno rectangular tiene de largo el doble que su ancho, si el perimetro es 24m. ¢ Cual es el largo
del terreno?

8m
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f) Un patio rectangular tiene de largo el triple que su ancho, si el perimetro es 56 m. ¢ Cual es el largo del
patio?
21m
g) Un terreno rectangular tiene de ancho 5 m menos que su largo, si el perimetro es 70m. ;Cuél es area
del terreno?
300 m?

h) El perimetro de un tridangulo es 37 m. El lado “b” mide 5m mas que el lado “c” y el lado “a” es el 80%
del lado “b”. ¢{Cuanto mide el lado “c” ?

10 m
i) Una habitacidn rectangular tiene doble largo que ancho. Si el largo se disminuye en 6m y el ancho se
aumenta en 4 m, el area de la habitacién no varia. Hallar el perimetro de la habitacion.

2m

J) Un terreno rectangular tiene 20 m mas de largo que de ancho. Si el largo tuviese 100 m méas y el ancho
40m menos el area no varia. Hallar el perimetro del terreno.
360 m

k) La edad de un padre es el triple de la de su hijo y dentro de 10 afios sera el doble. ;Cual es la edad
actual del hijo?
10 afos

I) La edad de un padre es el cuadruplo de la de su hijo. Hace 3 afios era el quintuplo. ¢Cual es la edad
actual del hijo?
12 afos

m) Mathias tiene 2 afios y Mario 32 afos. ¢Dentro de cuantos afios la edad de Mario sera el triple de la
de Mathias?
13 afos

n) Un grifo llena un recipiente en 12 horas y otro llena el mismo recipiente en 8 horas. Si el recipiente se
Ilena simultaneamente con los dos grifos, ¢qué tiempo tardara en llenarse?
4 h 48 min

fi) Un estudiante en la asignatura de Estadistica tiene las siguientes calificaciones: 8, 6 y 8. ¢ Cuanto debe
obtener en el cuarto aporte para que su promedio exacto sea 8?
10

0) Los aportes de un estudiante en la asignatura de Matematica son: el primer aporte es el doble del
segundo, y éste es cuatro unidades menos que el tercer aporte, y el cuarto aporte es 2 unidades mas que
el tercer aporte. Si el promedio exacto es 5, ¢cuales fueron los aportes?

x1=4x,=2,x3=6yx, =8

p) A un peon se le ofrece un sueldo anual de $ 1900 y un caballo. Al cabo de 8 meses es despedido
recibiendo un total de $ 1200 y el caballo. ;Cudl es el precio del caballo?

$ 200

q) Segundo Suarez, un artesano, pensé elaborar 20 figuras de madera en 15 dias, pero tardo 6 dias méas
por trabajar 2 horas menos cada dia. ¢ Cuantas horas trabajo diariamente?

5 horas

r) En una clase, 10 alumnos tienen como preferencia solamente la asignatura de Matematica, 15 prefieren
solamente Estadistica, 20 prefieren Matematica y Estadistica, y 5 no tienen preferencia por ninguna de
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estas asignaturas. Elabore un diagrama de Venn y calcule el nimero de alumnos de la clase que tengan
preferencia por Matematica o Estadistica 0 ambas asignaturas.
45

s) En un grupo de 50 personas, 6 tienen como preferencia solamente el color amarrillo, 10 prefieren
solamente el color blanco, 6 prefieren el color amarrillo y blanco, 10 prefieren el color blanco y café, 12
prefieren el color amarrillo y café, 4 prefieren los 3 colores y 10 no tienen preferencia por ninguno de los
tres colores. Elabore un diagrama de Venn y calcule el nimero de personas que tienen preferencia por lo
menos uno de los tres colores

40

t) Dos angulos son complementarios y uno le ellos es 18° mas que el triple del otro. Cuanto mide el
angulo.
72°

u) Calcule el valor de dos angulos suplementarios de modo que si el quintuplo del menor le disminuye
la mitad del mayor, se obtiene el triple del menor aumentado en 10°.
40°, 140°

v) Los 4/7 de un angulo menos la cuarta parte de su suplemento, dan su suplemento aumentado en 30°.
¢Cuanto mide el angulo?
140°

B) SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Clasificacion

1) Incompatibles: No tienen solucidn. El sistema representa rectas paralelas

2) Compatibles: Si tienen solucion. A su vez se clasifican en:

2.1) Determinados: Tienen una solucion. El sistema representa rectas concurrentes

2.2) Indeterminados: Tienen infinitas soluciones. El sistema representa rectas coincidentes. La solucion
esta formada por todos los pares ordenados que satisfacen cualquiera de las ecuaciones del sistema dado.

Ejemplo ilustrativos

1) Resolver el siguiente sistema

1 1 1
3*T V7%
1 2
Y =3
Solucion
Eliminando denominadores
1 1 1
—Zx+ Y=g mem = 12
1 2
x + > = 3 mem =6
{—3x + 6y =2
6x+3y =4
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Cambiando de signo en la primera ecuacion
{Sx — 6y =—2
6x +3y =4

Resolviendo empleando la regla de Cramer
Dado el determinate |Ccl Z| su solucién es ad — bc, es decir, |Ccl Z| =ad — bc

-2 -6 3
Ax_|4 3|_—6+24_18 2 Ay k 4|:12+12_24 8

~A P —ﬂ__9+36_Z§:5' Y= 45 45 45 15
6 3

Nota:

Al aplicar el método de Cramer se concluye que las rectas son:

Rectas concurrentes, si los determinantes son diferentes de cero, es decir, si ocurre que:

Ax #0; Ay #0; A+ 0

Rectas coincidentes, si los determinantes son todos iguales a cero, es decir, si ocurre que:

Ax=0; Ay=0; A=0

Rectas paralelas, si Unicamente el determinante denominador es igual a cero, es decir, si ocurre que:
Ax #0; Ay #0; A=0

Resolviendo por el método gréafico

111
1*T3Y 7%
L1
XT3Y =3

Se elabora la tabla de valores reducida para la primera ecuacion

o [+ 1 2 .01 .2 1 2 .
— — = —- — = — — = —_- = = = —
3 *T VT3 2V T3 Ty 3T y
2 |0 N NES ?
— — = —_- — = - = —
3 XTY=37XT 5 3 %73
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Se grafica las rectas en el plano cartesiano

-

104

La respuesta es el punto de interseccion de las dos rectas concurrentes

Empleando GeoGebra para resolver en forma gréfica se procede de la siguiente manera

Ingrese al programa

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

1 p=l =4
A % @ u a=2
[2]] ) A P OOl N =2 ] : »
F Vista Algebraica A | ¥ Vista Grafica A
8
5
4
3
2
1
o
4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 [ 7 8 o 10 11 12 13 14 15 18 7 18
-1
2
K]
-4
5
Entrada: 1)
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En la casilla de Entra escriba el valor de y (despejando de las ecuaciones), es decir, se escribe
1. 1
e

4
y=0_4"

N =

Enter

Archivo Edita Vista Opciones Heramientas Ventana Ayuda

Abrir sesidn...
[&] AL AP O O &N e =] ] s
b Vista Algebraica } Vista Grafica
Funcidn
® f(x) = 1=
T -2

Entrada: IEI_:| @

Luego se escribe e valor de “y” despejada de la segunda ecuacion. Luego Enter
2

_3°*

|
2

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
B EREESOEPEANEEE =i
» VistaA!i brai b Vista Grafica

.un:(\:) . , 1’5 g s

® g(x) = i

=
f -2

Entrada @ @
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Clic en Desplaza Vista Grafica

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

YR EE N ENCE

i ad o i V|
b Vista Algebraica } Vista Grafica Desplaza Vista Grafica
Funcidn Desplaza Vista o modifica ejes (May o Cirl +Desplazar)

L=
8 f(x) = ] i 4
2

L

2

2 x '
L oglx) = 2
1
- : o \ 2 3 4 5 8 7 8 g 10

Ubicarse con el mouse en le eje “x” hasta que aparezca un flecha <—. Arraste con el mouse para
cambiar la escala del eje x. Y luego repita el proceso para el eje “y”

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

ol B2 o NI EE
‘%v.v/v/rv v®v®v * v_-_v‘%.
} Vista Algebraica » Vista Grafica
Funcidn
Ly x
. f(x) = 8 T‘
H 2
: 2
: 2 x
e =]
3

054

Entrada:
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Clic en punto A

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R LA P OO LN

| wd

b Vistz » Vista Grafica

Punto

Punto en objeto

Limita/libera punto

Interseccidn

Medio o Centro

Mumero complejo

.N -.')( \v .) qt)

0.8
o
-1 -DI.S o DI.S ‘II 25 é a5
f -0.5
]
-1.5 1
Clic en Interseccidn. Ubicarse con el mouse en la interseccién de las lineas
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
: o *laBc| 72
3 S PR S ol %) P NI S
b Vista Algebraica } Vista Grafica
Funcidn
L x
@ flx)= 514
3
2 _x
...... ® g(x) = 3_l_
3
1]
0.5 1
Funcian f
o Funcién g
. 0s 2 25 a

f -0.5
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Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas ‘Ventana Ayuda

|>_<| . D .ﬁ{.v Nv ABC | 372
kv ‘/v’"ﬂ v®v ©v . o= ‘_:Hv
» Vista Algebraica } Vista Grafica
- Funcidn
L=
- flx) = 8 -]'__'ﬂ‘
3
2
f—x
® s(x) = 2
2
- Punto
- A=(0.4,0.53)

0.5

Clic derecho en el punto A(0.4,0.53). Clic en Propiedades. En la ventana de Preferencias, en la casilla

Etiqueta visible, escoja Nombre y valor

o

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

GeoGebra

N =B So)

| | o |
P Vista Algebraica
Funcidn

» Vista Grafica

M YIEREE

»
o

@i

B

Funcidn

f(x) =

s
N

. g(x) =

- Punto

Basico | Colorl Estilo | Ngebral Avanzado | Programa de guion (scriptmg)|

MNombre: |A

Definicion: |Interseca[f, g, 1]

Titulo: |

Obijeto visible

Etiqueta visible:

Mombre Y]

MNombre

[] Mostrar el rastro QG EE
[] Objeto fijo Titulo

["] Objeto auxiliar

[] Intersecciones acotadas
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Cierre la venta de Preferencias

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

©,©

] >

RS

i i i

£,

N

b Vista Algebraica b Vista Grafica

Funcidn
L x
= + S
_ 64
- f(x) = I
7]
2
_3_*
@ gx) = T
2
Punto

“@ A=(0.4,0.53)

0.5 A A=1(04, 0453)
i
-1 -0.5 i 05 1 2 25
f -0.5

Empleando GeoGebra para resolver en forma Algebraica se procede de la siguiente manera:

Ingrese al programa

x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion.
P =] =Y
N EPANCE
* - o] =T ¥ E 9 * 9 El ‘_:Hv ? L
}» Vista Algebraica } Vista Grafica
[}
5
4
3
2
! il
0
4 3 2 1 o 1 2 3 4 [ [ 7 ] [ 10 1 12 13 14 16 16 17 18
-1
2
-3
-4
-5
Entrada: ‘ 1)
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Clic en Vista

Archivo Edita |Vista| Opciones Herramientas Ventana Ayuda
[% A Vista Algebraica Cirl+Mayis+A a3 4—:|-D
1 ® | Hojade Caleulo Crl+Mayis+5 |~ il
b Vista Algebi (% Cdlculo Simbélico (CAS) Crl+Mayis+K |
@ | Vista Grafica Cirl+Mayis+1
(}E Vista Grafica 2 Cirl+Mayis+2
£y Vista Grafica 3D Ctrl+Mayis+3
% Protocolo de Construccidn Ctrl+Mayis+L
-t~ Calculos de probabilidad Cirl+Maylis+P
Teclado
Barra de entrada
7 Disposicidn ...
& Actualiza |as Vistas (limpia rastros) Ctri+F
Recalculo de todos los objetos Cirl+R
4 3 2 1 1 2 3 4 5 8

Clic en Calculo Simbolico

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

1 — 15 7 _ _,
=1l = |l v |ll5.5 10Nl X =] [x= f‘v..;m. ]
P Vista Algebraica o b Calculo Simbolico (CAS) b Vista Grafica

En la casilla de Célculo Simbdlico (CAS) escriba soluciones

1

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

v

Rl

X=| X

= f

V

b Vista Algebrai

ca

b Calculo Simbdlico

(CAS)

b Vista Grafica

1 soluciones

Soluciones

C[=Ecuacidn=]

Soluciones[ =Ecuacidn=, =Variable=]
Soluciones[ =Lista de ecuaciones=, =Lista de variables=]

SolucionesC[ <Ecuacidn=, =Variable=]
SolucionesC] =Lista de ecuaciones=, =Lista de variables=] w
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Escoja Soluciones[ <Lista de ecuaciones>, <Lista de variables> ]

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

= [l = [l v Il s [ O Sl =[x =[] ¥ [lLalll &

i ol

P Vista Algebraica =) b Calculo Simbélico (CAS) e [#] | » Vista Grafica

EREENEEEAENEEE, <Lista de variables [d]

1 Soluciones

Clic en vista y luego en teclado

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

— 15 7 — ~
[=] = v 5% )y x= x=| £ |2 &
» Vista Algebraica = [X] | b Calculo Simbélico (CAS) = » Vista Grafica
1 Soluciones[SEEELEENENRGEES, <Lista de variables [ & 4

i

(=] Teclado virtual 51

HIII@I@II@@BE[ .
Lilla]wlle] r[t]yl[u]li]o]let]l1]
e]la s [ol[e o 5 i s8] 4
Mlz]xlelv]oln]mlL I [/]<]+]> .
[]l=]l=] | |=ls]a]all]
HEENaNERLHEE . 3

Clic en 1 del teclado virtual

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== |l v [l 325 | Oyl x =l x=|ll £ o) &

» Vista Algebraica = [ | » Calculo Simbdlico (CAS) = [ | » vista Grafica
<Lista de variables [d] &

i

1 Soluciones|[GSEIERERETEM RS

=NORDPONERNREE |
TawERTYUIORT)
ANEREEINEER R |
zxcvenuc -
HAnnEnOARHEe S |

‘ ‘ 1 3 3 ¥ 0 1
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Clic en las llaves del teclado virtual { }

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

— 15 7 — s ==
= Il = |[l| v |[lla-s O Sl x=[lx=|| o) &
F Vista Algebraica = b Calculo Simbdlico (CAS)

Clic en las llaves del teclado virtual {

1

Sl::uIL.lr:in:mes[{}{I =Lista de variahles=]

= X
(]

} en Lista de variables

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=l = v %) x=|x=| | & &
b Vista Algebraica o b Calculo Simbélico (CAS) - : o b Vista Grafica
1 Soluciones({}, {} a]

&) Teclado virtual - B
=/ 1]2]3]4]5]6]7]8]ell0]- =]«
iflafwlefr|[tlyfullifofp[t/1]
&lajs||d|fllajhjlijkitils| it
Azfxle]lviblnmll, [ ][]+ ]>
o=+ - 1]lalal
NERIORNERLIEE

Escribir las ecuaciones y las variables de la siguiente manera:
Soluciones[{-x/4+y/2=1/6,x+y/2=2/3}, {X,y}]

Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=1l = || +

15
3+5

((

)N x=

x=

fl

v

% N

ai

b Vista Algebraica

= [

b Calculo Simbdlico (CAS)

b Vista Grafica

(

2 8

5 15

)

Soluciones[{—od+y2="16 x+y2=213} &yl
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Resolviendo el sistema por el método de reduccion o sumay resta

{Bx — 6y =-2
6x +3y =4
Solucién

Se escoge la incognita a eliminar dependiendo de cual es mas facil obtener el minimo comudn mdaltiplo
(m.c.m.) de sus coeficientes. En este caso eliminar la “x”. EI m.c.m. de la “x” es 6

Se divide el m.c.m para los valores absolutos de los coeficientes de la “x”. Obteniendo los siguientes
nimeros: 2y 1

2 (3x —6y = -2

1 { 6x +3y =4

Cuando los coeficientes de la incdgnita a eliminar tienen el mismo signo se cambia de signo a uno de
los nimeros calculados anteriormente (2 o el 1). En caso cambio de signo al primer nimero
-2 (3x—6y=-2

1 { 6x+3y=4

Se multiplica los numeros calculados por su respectiva ecuacion. Se suma y resta
—6x +12y =4

6x+3y =4
15y =8
Se calcula el valor de la incégnita
8
T 15

El valor calculado se remplaza en cualquiera de las ecuaciones para calcular el valor de la otra incognita

8
3x—6y=—2=>3x—6'1—5=—2=>4-5x—48=—30=>45x=—30+48:>45x=18
18

X=E=

2
5

Resolviendo el sistema por el método de sustitucién

{3x — 6y =-2

6x +3y =4

Solucion

Se despeja cualquier incégnita de cualquier ecuacion. En este caso despejo “y” de la primera ecuacion
3x+2

3x+2=6y=>y= G

El valor despejado se remplaza en la otra ecuacion y se realiza las respectivas operaciones para calcular
el valor de una incognita

3x+2
6x+3y=4=6x+3" =4=36x+9x+6 =24 = 45x =24 — 6 = 45x = 18

18 2
*T4 s
El valor calculado se remplaza en la expresion despejada anteriormente
2 6 6+10 16
_3x+2 3'5t2 5t2 —5— F
Y= 7% T 6 6 6 6 15
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Resolviendo el sistema por el método de igualacion

{Bx — 6y =-2

6x +3y =4

Solucion

Se despeja cualquier incdgnita de la primera ecuacién. En este caso despejo “y” de la primera ecuacién
3x+ 2

3x+2=6y=y=—F

Se despeja la incognita anterior de la segunda ecuacion, es decir, si en la primera ecuacion se despeja la
“y” en la segunda ecuacién también se despeja la “y”, y si de la primera ecuacion se despeja la “x” en
la segunda ecuacion también se despeja la “x”. Entonces

4 — 6x
3

6x+3y=4=>y=

Los valores despejados se igualan y se realiza las respectivas operaciones para calcular el valor de una
incognita

3x+2_4—6x
6 3

= 3Bx+2)=6(4—6x) = 9% +6=24—36x=9x+36x=24—6

A5x = 18 18 _2
= - = — -
x T

El valor calculado se remplaza en cualquiera de las expresiones despejadas anteriormente y se realiza
las respectivas operaciones

2 6 6+10 16
_3X+2_3'§+2_§+2_ 5 _T_B
Y= "% T 6 6 6 6 15

Por lo tanto la respuesta es

2) Resuelva el siguiente problema

En un local comercial el primer dia se vendieron 7 pantalones y 8 camisas dando un total de venta de
$ 370, un segundo dia se vendieron 10 pantalones y 6 camisas dando un total de venta de $ 420. Calcule
el precio al que se vendieron cada pantalon y cada camisa.

Solucién:

Simbologia:
X = precio de un pantalon
y = precio de una camisa

Planteamiento:
Se multiplica el nmero de objetos por el precio de cada uno de ellos y la suma es la cantidad de las
ventas.
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{7x+8y =370
10x + 6y = 420

Aplicacion de un método de solucién. Resolviendo por el método de Cramer

|370 8
. _Ax_lapo 6l _2220-3360 —1140 _ 20
A |7 8| 42 — 80 —38
10 6
|7 370
_ A_y 110 420l _ 2940 — 3700 _ —-760 — 70
A =38 —38 - —38

Por lo tanto cada pantalon se vendio acuesta $30 y cada camisa se vendio a $ 20

Comprobacion:
Se remplaza los valores calculados en el sistema de ecuaciones

{7x+8y=370 {7-304—8-20:370 ={210+160=370={370=370
10x + 6y = 420 10-30+6-20 =420 300+ 120 = 420 420 = 420

Como se verifica la igualdad, queda comprobado

3) Resuelva el siguiente problema

Se calienta un liquido y se observa que al cabo de 30 segundos alcanza una temperatura (T) de 29 °C y
al cabo de 90 segundos su temperatura es de 53 °C. La temperatura del liquido en el momento (t) sigue
el modelo matematico T = xt + y, donde t es el tiempo en segundos transcurrido desde que se empezo
a calentar. Calcule la temperatura del liquido cuando hayan transcurrido 2 minutos desde que se empez0

a calentar.
Solucidén

Utilizando el modelo se escribe las ecuaciones
T=xt+y=29=30x+y
T=xt+y=53=90x+y

Por lo tanto se forma el sistema

30x+y =29

{90x +y=2>53

Resolviendo el sistema se obtiene

29 1
_Ax |53 1|_29—53_—24_2
X=A T30 1|_30—90_—60_5
90 1
30 29
, o 8y _log 53| _1590-2610 _-1020 _
A ~60 —60 ~60
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Por lo tanto el modelo matematico es

2
T=xp+y:T=§t+17

Calculando la temperatura del liquido cuando hayan transcurrido 2 minutos desde que se empezé a
calentar es

2 2
T=§t+17=T=§(120)+17=65

Entonces, la temperatura del liquido cuando hayan transcurrido 2 minutos (120 segundos) desde que se
empez0 a calentar es 65 °C

TAREA

1) Un triangulo esta formado por las ecuaciones 4x + 7y = 23;4x — 3y = 13;2x + y = —1. Calcular
los vértices en forma algebraica y en forma grafica de manera manual y empleando GeoGebra.

(4.1); (-35y(1-3)

2) Resolver los siguientes sistemas en forma algebraica y grafica de manera manual y con GeoGebra

5 +y =6 Incompatibles
Y {10x +2y = 3
X -3y = 6 Incompatibles
) {ZX -6y = 13
4x +6y = 13 Indeterminado
) {2x 43y = 65
X +2y =4 Indeterminado
Y {ZX +4y = 8
) 3x—-4y-2(2x-7)=0 X=2; y=3
5(x-1)-(2y-1) =0
f x(y-2)-y(x-3)=-14 X=-2; y=-6
y(x—=6)—x(y+9) =54
8 .3
=5
9) 1)2) g _ 5 X=2; y=3
x oy
5 12
=3
) X5 1323 =4 X=5; y=6
x oy
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3) Cree y resuelva un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas de tal manera que sea un sistema
incompatible. Resuelva en forma gréafica y por el método de Cramer. También resuelva empleando
GeoGebra de forma gréfica y algebraica.

4) Cree y resuelva un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas de tal manera que sea un sistema
indeterminado. Resuelva en forma grafica y por el método de Cramer. También resuelva empleando
GeoGebra de forma gréfica y algebraica.

5) Cree y resuelva un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas de tal manera que la solucion sea
x =1/2; y = 5/2. Resuelva en forma grafica y por el método de Reduccién. También resuelva empleando
GeoGebra de forma grafica y algebraica.

6) En un local comercial el primer dia se vendieron 8 pantalones y 7 camisas dando un total de venta de
$ 415, un segundo dia se vendieron 9 pantalones y 6 camisas dando un total de venta de $ 420. Calcule
el precio al que se vendieron cada pantalén y cada camisa. Resuelva en forma manual y empleando algun
medio tecnologico.

$30; $25
7) Cree y resuelva un problema similar al anterior

8) Mathias al revisar la factura de pago realizado en una empresa de mensajeria observa que pag6 $190
por un envio de paquetes que en total pesaba 26 kilogramos. La empresa cobra por los paquetes que envia
de Ibarra a Quito $ 5 por kilogramo y por los paquetes que envia de Ibarra a Guayaquil $ 9 por kilogramo.
Calcule la cantidad de kilogramos que Mathias envid a cada ciudad. Resuelva en forma manual y
empleando algin medio tecnoldgico.

11kg a Quito y 15kg a Guayaquil

9) Se calienta un liquido y se observa que al cabo de 40 segundos alcanza una temperatura (T) de 33°C
y al cabo de 70 segundos su temperatura es de 45°C. La temperatura del liquido en el momento (t) sigue
el modelo matematico T = xt + y, donde t es el tiempo en segundos transcurrido desde que se empez0
a calentar. Calcule la temperatura del liquido cuando hayan transcurrido 3 minutos desde que se empez6
a calentar. Resuelva en forma manual y empleando algin medio tecnoldgico.

89°C

10) Cree y resuelva un problema similar al anterior
11) Consulte en la biblioteca o en el internet un problema de aplicacion sobre sistemas de 2 ecuaciones

lineales con 2 incognitas y presente resuelto en forma manual empleando dos métodos de su preferencia
y utilizando algin medio tecnologico.
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C) ECUACIONES CUADRATICAS

Toda ecuacion de la forma ax? + bx +c =0 recibe el nombre de ecuacién cuadratica y su
representacion grafica es una parabola.

Se forma una parabola de la forma y = ax? + bx + ¢
Si a>0 la parabola es concava hacia arriba
Si a<0 la parébola es concava hacia abajo

A continuacion se ilustra la relacién que existe entre el valor a y la concavidad de la pardbola con
diferentes graficos elaborados Empleando GeoGebra

- Funcidn

@ f(x) = 3x°
1
@ g() = 5 F
2 3o
- ----- ® hix) = —% x2
..... Y
Y
Punto
...... ] V=t0 U]

El efecto del parametro “c” sobre el grafico y = ax? + bx + ¢ con a=1y b=0 permite determinar el
punto de interseccion de y = ax? + bx + ¢ con el eje “y”.

Si ¢>0 la parébola interseca al eje “y” en una valor de y>0

b Vista Algebraica #| | ¥ Vista Grafica

- Cdnica

L d:‘}=l(*+1
MNGmero

. c=1
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Si ¢ =0 la parabola interseca al eje “y” en un valor de y=0

b Vista Algebraica
Cdnica

#| | ¥ Vista Grafica

-4 -3

Si ¢ <0 la parabola interseca al eje “y” en un valor de y<0

b Vista Algebraica

- Cdnica

- diy=x*-1
Mamera

A

b Vista Grafica

A medida que el parametro “c” crece el gréfico se va moviendo hacia arriba (el vértice de parabola se va

moviendo hacia arriba)

A medida que el parametro “c” decrece el grafico se va moviendo hacia abajo (el vértice de parabola se

va moviendo hacia abajo)

Existe una férmula general que permite calcular los ceros (raices) de la ecuacién cuadratica, y ésta es:

—b +Vb?% — 4ac
x =
2a
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Si el discriminante b? — 4ac > 0 entonces hay dos raices reales y distintas, la parabola corta al eje x en
dos puntos diferentes.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Xu/'/vjﬁ,b' @O .{ﬁvxvnac 2 D

| o ad

i ol 7|
b Vista Algebraica b Vista Grafica
- Funcidn 5 -
i@ f(x) = 0.3x*—0.15x— 1.5 a=0.3
flx) l;S_;ﬂ: — el = — 1.5

o
t=-1.5

°

. discriminante = 1.82
Punto

Si el discriminante b*> — 4ac = 0 entonces hay y una raiz doble, la parabola corta al eje x en un solo
punto.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DY [ O AN S B

7 7 7 7 7
b Vista Algebraica b Vista Grafica
- Funcidn
@ f(x) = 1x+2x+1
Mimera

. ..... @ a=1
e h=2

il
e discriminante =0
Punto
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Si el discriminante b? — 4ac < 0 entonces no hay raices reales, la parabola no corta al eje x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R AP ) ) P O O £ N e =2 b,

b Vista Algebraica #| | ¥ Vista Grafica
: Funcidn
@ f(x) = 3.25x* — 3.35x + 1.1

: Mamerao
@ a=325

-l =14
' discriminante = -3.08
Punto

Aindefinido

B indefinido

Ejemplos ilustrativos:
1) Resolver la ecuacion x2 —2x —3 =0

Solucion: Aplicando la formula general se obtiene:

—b Vb2 —4ac  —(-2)+./(-2)2—4-1-(-3) 2+V4+12 2416 2+4

X =

2a N 2-1 N 2 22
De donde
_2+4_6_3 2-4 -2 )
S R A R R

Graficando manualmente. Se elabora la tabla de valores para lo cual se expresa la ecuacién como
y=x%—-2x-3
y=x%-2x-3

Xy

5[12  y=(=5)2-2(-5)—3=25+10—3 =32
4|5  y=(—4)2-2(-4)-3=16+8-3=21
310 y=(-3)2-2(-3)-3=9+6-3=12
213 y=(=2)2-2(-2)-3=4+4-3=5
A4 y=(-1)2-2(-1)-3=142-3=0
03 y=(0)2-2(0)-3=0-0-3=-3
110 y=(1)2-2(1)-3=1-2-3=—4

2 |5 y=(2)2-2()-3=4—-4-3=-3
3112 y=3)2-23)-3=9-6-3=0
4121 y=(4)?-2(4)-3=16-8-3=5
532 y=(52-2(5)-3=25-10—-3=12
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Ubicando los pares ordenados en la Plano Cartesiano se obtiene la siguiente grafica, la misma que es una
parabola que interseca al eje x en los puntos (-1,0) y (3,1), los cuales son las respuestas

3 ?’)t;‘%(ﬂz
: 3! i
: 5 ;
il\'\ 5 h—xﬁ 2313
R I
(—2;5}]{--5 -1 ’{“)
N [
- [
fi\llm irafg .
(1.0 (340 !
'4(‘1—9-8—?-6— -H ?—7“&15‘ 1.9)-; IEREE @1:"
I -I 2

Empleando GeoGebra
a) Con Calculo Simbolico (CAS)

Repita los pasos seguidos para resolver la ecuacion de primer gado

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

= =l v ||[s-5 [ COV | x=|]| x=||l o] &

P Vista Algebraica # | # Calculo Simbdlico (CAS) # | » Vista Grafica

1 Soluciones] xh2-2x-3 ]

L {13}
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b) Graficando
Escriba en Entrada la ecuacién

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn.
| —
A @ . a=2
I (Sl e }' b‘ 2o\ || aBC]| 232 | b 7 A%
. 7| WV ol =i i ol =i i ol
P Vista Algebraica » Vista Grafica
6_
5_
44 Apariencias
Z Algebra
31 .
i Geometria
E" Hoja de Calculo |}
24 I CAS
Iy Graficos 3D
14 A Probabilidad
]
-4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4 5 ]
_'1 -
-2
Entrada;|x“2-zx-3 | =

Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

° a=2
B B Sio) (%) PA NI S
P Vista Algebraica P Vista Grafica
Funcign T 8
L f(x) = ¥ —2x—13
g
4
3
2
1
-4 -3 2 1 2 4 g -]
-4
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Clic en punto

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

5] Al B OO 4l N e =2 )

b Vistg » Vista Grafica
Fun

Punto

Punto en objeto

Limita/libera punto

Interseccidn

Medio o Centro a

.N -'.X 1\ 9 .> q.>

Mimero complejo 2]

Elija Interseccion. Ubique el punto del mouse con la parabola y el eje x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

D) O O & NJreg) =22 <)

b Vista Algebraica } Vista Grafica
- Funcidn f &
el f(x):x2—2x—3
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Clic en las dos intersecciones

Archiva Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R

o

1P B o]l ) 1P

N

ABC | 772

b Vista Algebraica

» Vista Grafica

Funcién f
------ ® f(x)=x*—2x—3
Punto
------ ® A=(1,0)
...... ] B=(3,0)
4 -I3 2

-4 4
Para editar el punto A, el cual es la primera respuesta. Clic derecho en Punto A

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

3 I)- @ .c{o.v YV ABC | 777
%v >\/ /v ,_-{"v - ®v - . gl ‘_:H
b Vista Algebraica b Vista Grafica
- Funcidn f a4
el fi(x) = x?—2x—3
Punto
® A=(1,M 5
B=(3,0 Punto A: Punto de interseccion de f, EjeX
Coordenadas polares 4
*.| Objeto visible
An | Efiqueta visible 3
& Rastro
Renombra 21
// Bora

|,3.a Propiedades ...
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Clic en Propiedades

o

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

IO [

GeoGebra

i |
b Vista Algebraica } Vista Grafica
~ Funcidn @ e TE®
J—— —
® f(x) =x"—2x-3 Funcidn
Punto

Basico | Colorl Estilo I Algebral Avanzado | Programa de guion (scriptmg)|

Nomore: |A

Definicion: |Interseca[f, EjeX, 1]

Tiulo: |

Objeto visible

Etiqueta visible:
[ Mostrar el rastro

[] Objeto fijo

[ Objeto auxiliar

[]Intersecciones acotadas

En la venta de Preferencias, en Etiqueta visible, escoja Nombre y valor

[

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

GeoGebra

b Vista Algebraica } Vista Grafica
- Funcidn
-l f(x) =x*—2x—3

MEIENEREE

Funcién

Basico | Colorl Estilo | Algebral Avanzado | Programa de guion {scripting)|

MNombre: |A |

Definicidn: |Interseca[f, Ejex, 1] |

Titulo: | |

Objeto visible

Etiqueta visible: Nombre v

MNombre
[ Mostrar el rastro (Rl ERREIRD

[[] Objeto fijo
["] Objeto auxiliar

[ Intersecciones acotadas
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Cerrar la ventana de Preferencias

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

N = Pies

Cll®

7| s

£,

&ABC a2

b Vista Algebraica

b Vista Grafica

_ Funcién
Sl f(x) =x*—2x—3

(-1,0)
@ B=(3,0)

A= ()

Repita el proceso anterior para el punto B

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas

Wentana Ayuda

n

1

: A 4

|F'unt0 A Punto de interseccion de f, Eje)([

-2

_4

ad

N BN ol

FICANN

ABC

b Vista Algebraica b Vista Grafica

. Funcidn

Ll f(x) = x*—2x—3
- Punto

@ A=(1,0)

=30

[Punto B: Punto de interseccién de f, Ejex]
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Para editar la grafica. Clic derechoen f(x) =

x2—-2x-3

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R P P OO N e =2 <,

o
P Vista Algebraica b Vista Grifica
Funcidn f 5 4
al e ]
Funcion f
5 A
“.| Objetovisible
sl Efiqueta visible
# Rastro 41
Renombra
3
/7 Borra
|_3} Propiedades .. )
14
a 3 2

Clic en Propiedades

(¥

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

GeoGebra

© O

i i
P Vista Algebraica b Vista Grafica

Funcién 1 MY

»
o
»

Funcidn

Basico | Colorl Estilo | Algebral Avanzado | Programa de guion {scripting)|

Nombre: |1

valor  |@-2¢-3

Titulo: |

Objeto visible

Etiqueta visible:
[ Mostrar el rastro

[[] Objeto fijo

[] Objeto auxiliar
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En la ventana de Preferencias realizar la edicion que se estime necesario.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

1> B OO <] N e =] 4

} Vista Algebraica
Funcidn

} Vista Grafica

2) La suma de las raices de una ecuacién de segundo grado es 3v/5 y el producto es 10. Calcular el valor

de cada una de las raices.

Solucion:

Dada la ecuacion de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0. Dividiendo entre a se tiene

, b c
x+—-x+-=0
a a

En donde la suma de las raices cumplen las siguientes propiedades

b c
x1+x2=—a ; xl'x2=a

Por lo tanto segun los datos se tiene
b b
—~=3V/5=>—-=-3V5
a a

C
—-=10

a

Remplazando estos valores en la ecuacién

b c
x2+ax+a=0=>x2—3\/§x+10=0
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Aplicando la férmula general se obtiene:

_—bim_—(—3\/§)i\/(—3\/§)2—4-1-10_3\/§im_3\/§i\/§

x 2a 2-1 2 2
De donde
3V5++5 45 3v5—-+5 25

Resolviendo con GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

= [l = || v lls s OVl 2=l x =l # ) @

b Vista Algebraica o % | b Calculo Simbdlico (CAS) A | ¥ Vista Grafica

) Funcin . Soluciones] ¥'2-3*(5)(1/2)x+10 ] 5
@ f(x) = x*—3.5ix4+ 10| 1
- Punto - {\/EZ\/E}
@ A=(224,0)
@ B=(447,0)

2 || o

3) Calcular dos numeros consecutivos cuyo producto sea 156
Solucién:

Representacion o Simbologia

x = Primer nimero consecutivo

x + 1 = Segundo nimero consecutivo

Planteo
Seguln el enunciado queda: x(x + 1) = 156

Resolucién

Afirmaciones Razones

x(x+1) =156 Ecuacion Planteada
x?+x =156 Propiedad distributiva
x2+x—-156=0 Transposicion
(x+13)(x—12)=0 Factorando

X =-13; x, =12 Resolviendo

Six = —13,el segundonimeroesx+1=-13+1=-12 Remplazandox = —13enx + 1

Six =12,el segundo nimeroesx +1=12+1 =13 Remplazando x = 12 enx + 1
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Por lo tanto, el problema admite dos soluciones:
-13y—12012y13

Comprobacion

Los numeros encontrados son consecutivos y, ademas, (—13) - (—12) = 156;12-13 = 156

4) Un rectangulo tiene de largo 6 m mas que su ancho. Si su area es de 40 m?, ;cuales son sus
dimensiones?

Representacion
Ancho = x
Longitud = x + 6
Area= x(x+6) X
Area = x(x + 6)

Planteo: x(x + 6) = 40

X6
Resolucion
Afirmaciones Razones
x(x+6) =40 Ecuacion Planteada
x? + 6x =40 Propiedad distributiva
x2+6x—40=0 Transposicion
(x+10)(x—4)=0 Factorando
x;=-10; x, = 4 Resolviendo
Si x; = —10 no se toma en cuenta Toda distancia es positiva
Six, = 4, entoncesel largoesx +6 =4+ 6 = 10 Remplazando x, =4 enx + 6

Comprobacion
Se tiene 10m - 4m = 40m? que es el valor del area dada

5) Un bote de motor navega rio abajo 9 km y regresa al punto de partida en un tiempo total de 1 hora 'y
15 minutos. Si la velocidad de la corriente es de 3 km/h, hallar la velocidad del bote en agua tranquila

Representacion
x= velocidad del bote

Distancia (d) Velocidad (v) Tiempo (t)

Ida 9 x+3 9/(x +3)
Regreso 9 x—3 9/(x — 3)
Planteo
lhoray 15 minutos = 1h +15 4= Eh . Recuerde que 15 min= Eh = Eh
60 4 60 4

Tiempo total = Tiempo de ida + Tiempo de regreso

9+9
x+3 x-—3

5
4
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Resolucion

Afirmaciones Razones
5 9 9 Ecuacion Planteada

4_x+3+x—3

5(x+3)(x—3) =36(x—3)+36(x+3) Eliminacion de denominadores
5x2 — 45 = 36x — 108 + 36x + 108 Propiedad distributiva
5x2—72x—45=0 Transponiendo y reduciendo términos semejantes
724 /(=72)2 — 4-5- (—45) _ —b+ Vb2 —4ac
x= 25 = 2a
72+ 78 Realizando las operaciones
X =
10
o = 72+78 150 15 Calculando la respuesta N° 1
™ 10 10 ©
v = 72—-78 -6 3 Calculando la respuesta N° 1
, = =

10 10 5

Entonces la velocidad del bote es de 15km/h. Se desecha la respuesta negativa porque para obtener una
velocidad negativa seria necesario que sea la distancia negativa o que el tiempo sea negativo, pero ni la
distancia ni el tiempo son negativos al ser fisica y l6gicamente considerados.

Comprobacion

Remplazando 15km/h en S_ L+L se verifica que cumple las condiciones del problema.

4 xXx+3 x-3

TAREA
Resuelva las siguientes ecuaciones en forma algebraica y en forma gréfica. Resuelva de manera manual
y empleando GeoGebra

1)2x2—-5x—7=0

1-7
"2

5 4x—1_2x+1

)2x+3_6x+5
1 4
2’ 5

3)2x—Vx—1=3x-7

5

4) Construir las ecuaciones de segundo grado cuyas raices son:
a)2y-3
x2+x—-6=0
b)1+vV3 y1-+3
x2=2x—-2=0
5) Una raiz de la ecuacion 2x? — 7x + k = 0 es 2. Calcular la otra raiz y el valor de k
32y 6
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6) Calcular el valor de k en la ecuacion (k — 2)x? — 5x + 2k = 0, conociendo que el producto de las
raices es igual a 6

3

7) Si del cuadrado de un nimero se resta 54 se obtiene el triplo del nimero. ¢ Cuél es el namero?
9,-6
8) El largo de un rectangulo excede en 6 m al ancho. Si el area es de 720 m?. ; Cuales son sus dimensiones?
24m,30m

9) Un cateto de un triangulo rectangulo tiene 3 cm mas que el otro y 3cm menos que la hipotenusa.
Calcular las longitudes de los tres lados

S$=9,12,15

10) Un rectangulo tiene de largo un metro menos que su diagonal y el largo tiene 7 m mas que el ancho.
Calcular su perimetro.

34m

12) El piso de una sala tiene 1500 mosaicos (cuadrados).Si cada mosaico tuviese 5 cm mas de largo y 5
cm mas de ancho bastarian 960 mosaicos para recubrir el piso. Calcular la longitud del el lado de los
mOosaicos.

20 cm

14) A un cuadro de 1,5 m de largo por 90 cm de alto se le pone un marco de anchura constante. Si el area
total es de 1,6 m?. ;Cual es la anchura del marco?

5¢cm

15) Un bote de motor navega rio abajo 15 km y regresa al punto de partida en 2 horas y 40 minutos. La
velocidad del bote en agua tranquila es de 12 km por hora. Hallar la velocidad de la corriente.

3 km/h

16) Consulte en la biblioteca o en el internet un problema de aplicacion de las ecuaciones cuadraticas.
Presente el problema resuelto en forma manual y empleando GeoGebra.

D) ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de un namero real “x”, representado por |x|, se define por la siguiente regla:
x| =x si x>0
|x] = —x si x <0

Ejemplo:

6] =6

|-6] = —(-6) =6

Para resolver ecuaciones con valor absoluto se emplean las siguientes propiedades:
Propiedades

a)|x|=0=>x=0

b)lx| =b=[b=0A(x=bVx=-b)]

c)|x|=|b|>x=bVvx=-b
d)|x|* = x?
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Ejemplos ilustrativos
1) Resolver la ecuacion |2x + 3| = 5
Solucién

Afirmaciones
|2x + 3| =5
2x+3=5Vv2x+3=-5
2
2x+3=5:>2x=5—3:>2x=2:>x=§=1
2x+3=-5=22x=-5—-3=2x=-8
-8

=2 -4
=5

Comprobacion
|2x +3| =5

2-1+3|=5=12+3|=5=|5|=5=5=5

Razones

Ecuacion Planteada

x| =b=[b=0A(x=bVx=-b)]
Resolviendo la primera ecuacion

Resolviendo la primera ecuacion

2:(—4)+3|=5=>|-8+3|=5=|-5|=5=5=5

Empleando GeoGebra

En Entrada escriba abs. Escoja abs(<x>)

Escriba abs(2x+3)-5. Enter

b Vista Algebraica # | ¥ Vista Grafica

Funcién f
L@ f(x) = 2x+3] -5
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Repita los pasos seguidos en la solucion de las ecuaciones de primer grado (ecuaciones lineales).

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R P O ©) L)) e 2] <,

b Vista Algebraica X | ¥ Vista Grafica

- Funcidn f

L@ f(x) = 2x+3|=5 51
-~ Punto

o A=(4,0) N
...... .. B=[1 0]

|F'unt0 B: Interseccidn de f, EjeX con valorinicial (1, D}|

2) Resolver la siguiente ecuacion [x? — 5x — 9| = 3

Solucion:
Razones
Afirmaciones
|[x? —5x—9| =3 Ecuacion Planteada
x>—-5x—9=3V x?—-5x—9=-3 x| =b=>[b=0A(x=bVx=-b)]

x>—-5x—9=3=2x>-5x—-9-3=0
x> —5x—12=0
_ —b*vVbZ—4ac —(-5)+/(-5)?—4-1-(-12)

x Resolviendo la primera ecuacién

2a 2-1
5++73 5++73 5—+73
x:TixlzT;xzzT
x> —-5x—9=-3=2>x2-5x—9+3=0
x2=-5x—6=0=>(x—-6)(x+1)=0 Resolviendo la segunda ecuacion
X, =6; x, =—1
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Empleando GeoGebra

b Vista Algebraica b Calculo Simbélico (CAS)
Soluciones] abs( x"2-5x-9 -3 ]
.1
{—v’?3+5 v’?3+5}
- - 5 ﬁ'.- T
2
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
%VX /'/';":Irrv bv ®v ®v &VNUABCU E:Ev
b Vista Algebraica ) Vista Grafica
-~ Funcidn f
- Punto 20
. A={—1,D}
L B={(6, 0L
[Punto A: Interseccidn de f, EjeX con valor inicial (-1, 0)] .
10
Am/ B=(6,0)
[¥]
3 a &
TAREA
Resuelva en forma manual y empleando GeoGebra
1) [4x + 3| =7
1 5
2
2)|x2—-5|=4
-3,-1,1,3
3)[x2—-3]=3—x
-3,0,1,2
4) |x — 2| = |3 — 2x]|
> 1
3 )
5) |x — 2| =119 — 2x]|
7,17
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4.2) INECUACIONES
A) INECUACIONES LINEALES

Al sustituir la incognita de dos expresiones algebraicas, por cualquier valor numérico, adquieren diferente
valor, se forma una desigualdad. Las desigualdades son expresiones que indican que una cantidad es
mayor 0 menor que otra. Los signos de desigualdad son

>, se lee, mayor que

<, se lee, menor que

>, se lee, mayor o igual que
<, se lee, menor o igual que
Ejemplo:

5>2, selee 5 mayor que 2

Definicion de inecuacién.- Las desigualdades en las que contienen una 0 mas incognitas y que solo se
verifica para determinados valores de las incdgnitas se llaman inecuaciones

Solucién de una inecuacién.- Es calcular los valores de las incognitas que satisfagan la inecuacion. Este
valor se llama raiz.

Propiedades de las desigualdades

Si alos dos miembros de una desigualdad se suma o resta una misma cantidad, el signo de la desigualdad
no varia

5>3=5+2>3+2
5>3=5-2>3-2

Si a los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen una misma cantidad positiva, el signo
de la desigualdad no varia

5>3=5:-2>3:2
5>3=>5+2>3+2

Si a los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen una misma cantidad negativa, el signo
de la desigualdad cambia

5>3=5-(=2)<3-(-2)
5>3=5+(-2)<3=+(-2)

Si se cambia el orden de los miembros, la desigualdad cambia de signo
5>3=3<5

Si se invierten los miembros, la desigualdad cambia de signo

5>3:>1<1
5 3
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Intervalos.- Se denomina intervalo al conjunto de numeros que satisfacen una desigualdad. Es un
conjunto de nimeros que se corresponden con los puntos de una recta o segmento, es el espacio que se
da de un punto a otro en el cual se toman en cuenta todos los puntos intermedios.

Clases de intervalos.-Los intervalos se clasifican segun sus caracteristicas topoldgicas (intervalos
abiertos, cerrados y semiabiertos) o segun sus caracteristicas métricas (su longitud: nula, finita no nula,

o infinita)

Intervalo

Desigualdad

Descripcion

la, b]

a<x<b

Intervalo
cerrado  de
longitud
finita

la,b[ 6 (a,b)

a<x<b

Intervalo
abierto

[a,b[ 6[a,b)

a<x<b

Intervalo

cerrado en a,
abierto en b
(semicerrado,
semiabierto)

la, b] 6 (a, b]

a<x<b

Intervalo
abierto en a,
cerradoenb
(semiabierto
semicerrado,)

]—o0,b[ 6 (—,b)

x<b

Intervalo
semiabierto
de longitud
infinita

]—00,b] 6 (=0, b]

Intervalo
semicerrado
de longitud
infinita

]—OO, a[ ) (—OO, a)

x<a

+ GO

Intervalo
semiabierto
de longitud
infinita

]—OO, a] 0 (—OO, a]

+ 0O

Intervalo
semicerrado

{a}

Intervalo
cerrado  de
longitud
nula. Es un
conjunto
unitario

{ }=0

X No existe

Conjunto
vacio

177




Ejemplos llustrativos
1) —2x > —4x+ 10

Solucioén:
Afirmaciones Razones
—2x > —4x+ 10 Inecuacion inicial
—2x+4x > 10 Transposicion de términos
2x > 10 Términos semejantes
‘> 10 Transponiendo el 2
2
x>5 Operando

La respuesta en notacion de intervalos es:]5, +oo[ 0 (5, +)
La respuesta en notacién de conjuntos por comprension es:{x/x € RAx > 5}
La respuesta en notacion de conjuntos por extension es: x = {6,7,8,9, ... + oo}

La respuesta en forma grafica es:

—m -ttt ———t 4+

Nota: Para indicar en el gréfico que no se toma en cuenta al 5 (por la respuesta es x > 5), se traza una
circunferencia sin pintar en el numero

Cada valor que sirve como solucion para una inecuacion se llama solucion particular (EI nUmero 6, 7 o
8,.. del ejemplo) y el conjunto de soluciones se denomina solucién general o conjunto solucion (x = {6,
7,8,9... o} del ejemplo).

La solucién de una inecuacion se verifica al remplazar, en la inecuacion inicial, una de las soluciones
particulares

Empleando GeoGebra
a) En Entrada, escribir la inecuacion

Entrada: (X-1)42-7>(x-2)A2|
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b) Enter
= GeGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

NI s oll =1 PA NI B
X

» Vista Grafica

b Vista Algebraica
- Inecuacidn
@ a:(x=1)7—7>(x—2)°

-
7 S

2)3x—2)+2x(x+3) < 2x—-1D(x+4)

Solucién:
Afirmaciones Razones
3(x —2)+2x(x+3) < (2x —1D(x +4) Inecuacion inicial
3x —6+2x%2+6x <2x2+7x—4 Eliminando paréntesis
3x+2x2+6x—2x2—7x<—-4+6 Transposicion de términos
2x <2 Términos semejantes

L < 2 o<1 Transponiendo el 2. Operando
=3 <

La respuesta en notacion de intervalos es:] — o0, 1] 0 (- oo, 1]

La respuesta en notacion de conjuntos por comprension es:{x /x € RAx < 1}
La respuesta en notacion de conjuntos por extension es: X = {—...-2,-1,0, 1}
La respuesta en forma grafica es:

Nota: Para indicar en el gréafico que si se toma en cuenta al 1 (por la respuesta es x < 1), se traza una
circunferencia en el nimero pintando su region interior.
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Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

-Av/v»j‘-.’vl.)'v ®v®v.{3‘vxvnacv a_iEv ‘%’v
#

b Vista Algebraica

Inecuacién
| 3002+ 2u0+ 3= (2 1) e+
L@ a3 (x—2)42x (x+3)<(2x—1) (x+4) 1 (-2 2x(x+3)= (2%-1)(0+4) ol

Resuelve: {x <1}

P Célculo Simbdlico (CAS) A | ¥ Vista Grafica

3) En un local comercial existen dos tipos de marcas de chocolate: una de Ecuador y otra de Colombia.
Cada paquete de chocolates de Ecuador cuesta $1,5, y el de Colombia, $ 2. Calcule el nimero de paquetes
de chocolate de cada tipo que se puede comprar con $25 si se compra el doble de paquetes de Ecuador
que de Colombia.

Solucion:

X = nimero de paquetes de Colombia
2-15x+2x <25

3x +2x <25

5x <25

x<5

Entonces, como maximo se puede adquirir 5 paquetes de Colombia y 10 de Ecuador

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
— 15 7 il ) =
~ v avs  HON | Py | x=x= | | & =
b Vista Algebraica ||| » Calculo Simbélico (CAS) X| | ¥ Vista Grafica B4
Inecuacién
271 Bx+2x=25
- oar 3x42x<25 1 4

Resuelve: {x < b}
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4) En la elaboracion de ciertas guitarras los costos totales por mes, estan dados por la ecuacion
C(x) = 150 + 50x, siendo x las unidades producidas. Si el precio de venta se fija en $100, calcule la
cantidad minima de guitarras que debe venderse para asegurar que no haya pérdidas mensuales.

Solucion:

Utilidad = Ingresos — Costos = U(x) = I(x) — C(x)
U(x) = 100x — (150 + 50x)

U(x) = 100x — 150 — 50x

U(x) = 50x — 150

Para que no haya pérdidas, se debe cumplir Utilidad = 0
50x —150=>0
150
2 JE—
50
x =3

X

Por lo tanto debe vender mensualmente al menos (por o menos 0 minimo) 3 guitarras para no tener
pérdidas

Empleando GeoGebra
= GeGbm . =E

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn.

NNl sIPANE B

b Vista Algebraica
Funcién
C(x) = 50 x + 150 i

¥ Calculo Simbdlico (CAS) o [X| | = Vista Grafica X
100-=100% i

1(x) = 100x ~ I(x) == 100 x
e Ufx) = 50x — 150

Inecuacién 2 Clxy=130+50x
L@ a:50x—150 >0

~ C(x) := 50x 4150

9 U(x):=1060-Clx)

- U(x) := 50 x — 150

4 50x-150=0 1

Resuelve: {x > 3}

5) El fabricante de chompas de cuero puede vender todo lo que produce al precio de $60 cada unidad.
Gasta $40 en materia prima y mano de obra al elaborar cada chompa, y tiene costos adicionales (fijos)
de $ 500 al mes en la operacion de la su taller. Calcule el nimero de chompas de cuero que deberia
elaborar y vender para obtener una utilidad mensual de al menos $ 1000.

Solucion:

x = chompas de cuero elaboradas y vendidas al mes

Costo = C(x) = 40x + 500

Ingreso = I(x) = 60x

Utilidad = Ingresos — Costos = U(x) = I(x) — C(x) = 60x — (40x + 500)
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Por lo tanto la utilidad es

U(x) = 60x — 40x — 500

U(x) = 20x — 500

Como se debe cumplir U(x) = 1000, queda
20x — 500 = 1000

Resolviendo la inecuacion se tiene
20x = 1000 + 500

20x = 1500

X = @

- 20

x=>75

Empleando GeoGebra

x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién

A . T - -

| EaPe B2 fol (s PANIE B :

» Vista Algebraica X | » Célculo Simbélico (CAS) ¥ | = Vista Grafica X
Funcidn . AC~

: 1(x):=60:

@ C(x) = 40 x + 500 1| lo=60e ||

@ 1(x) = 60x L — I(x) := 60 x

" ® U(x) = 20x 500 2000

Inecuacidn 2 C(x)=40x+500

: 20 x — 500 > 1000
®a x 2 ~ C(x) := 40 x 4500 1500

3 UG):=10x)-Clx)
1000

L - U(x) := 20 x— 500
4 | 20650021000 50
esuelve x> 715
Resueve. {x 275} / o |
5 / -10 o 10 30 40 50 80 70 a 80 a0 100 110 120

u -1000

-1500

-2000

-2500

Entrada:

Por lo tanto debe elaborar y vender mensualmente minimo 75 chompas de cuero para tener al menos
$ 1000 de utilidad mensual.

B) INECUACIONES CUADRATICAS
Al resolver inecuaciones cuadréticas se calcula los intervalos para los que se cumple la desigualdad dada.
Ejemplos ilustrativos
1) Calcular el intervalo solucién de la siguiente inecuacion:
x2=5x—6=>0
Solucion:
Se factoriza para calcular los valores criticos que corresponden a las raices del polinomio
x—6)(x+1)=0
Los valores criticos son: x = 6;x = —1
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Los valores criticos se ubican en la recta numérica

-1 — 6

Nota:

Si el mayor exponente de la inecuacion es un namero par el primer intervalo comienza con +, y luego se
va alternando los signos, es decir, + — + -

Si el mayor exponente de la inecuacion es un numero impar el primer intervalo comienza con -, y luego
se va alternando los signos, es decir, — + —---

Cuando la inecuacion tiene los signos > o > se escoge los intervalos con signo +

Cuando la inecuacidn tiene los signos < o < se escoge los intervalos con signo —

La respuesta de la inecuacion es
Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
= =
g i

A Ul b év &’ ABC| 32
R |l oh0 ) P OO £ N ey =
* \fista Algebraica | | » Cadlculo Simbdlico (CAS) A | ¥ Vista Grafica ]

= EJ
:l I

- Inecuacidn
v aixt—bx—6>0

1 x"2-5x-6=0

Resuelve: {x < —1,x > 6} 1

2) Calcular el intervalo solucion de la siguiente inecuacion:
2x2+3x—-20<0

Solucion:

Factorando

(2x+8)(2x—5) 2(x+4)(2x-5)
2 N 2

2x%2+3x—20 = =(x+4)(2x —5)

Los valores criticos son
4 5
XxX=—4;x ==
2

Ubicando los valores criticos en la recta numérica

— oo
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La respuesta de la inecuacion es

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=||[v | 50| x= x=~ F] e @ T e

b Vista Algebraica | | » Calculo Simbélico (CAS) | | » Vista Grafica X
Inecuacién i

. 202+3x-20=0
L ar2xP+3x—20<0 4

5
Resuelve {—4 < x< 2}

ad - 7 -8 5

1
3) Se desea delimitar un terreno rectangular para el cual se tiene 240 m de cerca disponibles. Calcule las
dimensiones del terreno si el area delimitada debe ser al menos 3500 m?

Solucion:

x = largo ; y = ancho

X

El perimetro del terreno rectangular es

2x + 2y = 240

Dividiendo para dos el perimetro se obtiene
x+y=120

Despejando

y=120—x

Segun los datos el area debe ser mayor o igual a 3500 m?, por lo tanto se tiene
x -y = 3500

Remplazando y = 120 — x

x+ (120 — x) = 3500

Realizando las operaciones respectivas
120x — x? — 3500 > 0

Cambiando de signo y ordenado

x2 —120x +3500 <0

Factorando

(x —=70)(x — 50)
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Los valores criticos son
x=70;x=50

La solucion para el largo del terreno rectangular es
(50,70)
Remplazando los valores calculados del largo en el ancho
y=120—x=>y=120—70=50
y=120—x=y=120—-50=70
Por lo tanto las dimensiones del terreno estan desde 50 m hasta 70 m tanto para el largo y ancho.

C) INECUACIONES DE LA FORMA (x-a)(x-b)(x-C)....
Ejemplos ilustrativos
1) Calcular el intervalo solucién de la siguiente inecuacion:
x3+4x2—4x—-16<0
Factorando se obtiene

1 4 4 -16|2

[ 212 16

168 0 |

(x—2)(x?2+6x+8)=(x—2)(x+4)(x+2)
Los valores criticos son
x=2;x=—4x=-2

Ubicando los valores criticos en la recta numérica

—oo + oo

La respuesta de la inecuacion es

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

= v & N x=x= ¥ e & B

b Vista Algebraica | | » Calculo Simbdlico (CAS) | v vista Grafica

Inecuacién

K 3+4x2-4%-16=<0
L a x4 Ax P —Ax—16<0

1
Resuelve: {x < —4,-2 < x <2} 2

2 || @




2) Calcular el intervalo solucion de la siguiente inecuacion:
6x3+x2—-31x+10>0
Factorando se obtiene

6 1 31 10 |2
l 12 26 -10
6 13 -5 0 |

(6x + 15)(6x — 2) 32x+5)2(3x—1)
6 =(=2) 6

6x3+x2—31x+10=(x—2)2x+5)(3x —1)

(x—2)(6x?+13x—5)=(x—2)

Los valores criticos son

P 5 1
x=2;x= 2,x—3

Ubicando los valores criticos en la recta numérica

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=[5 x=] x~ ][l E
A

P Calculo Simbaélico (CAS) # | » Vista Grafica X

b Vista Algebraica

. Inecuacidn B3+ 2-31x+10=0
L@ oa b4 x®—31x+100 1

5 1
Resuelve -3 < x< 3 x> 2

2 || [a

D) INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO
El conjunto solucién de una inecuacion que involucra valor absoluto esta dado por las siguientes
propiedades

x| >bex>bVx<-b
x| =boSx=bVx<-b
x| <be -b<x<b
x| <be -b<x<b

|x]? = x?
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Ejemplos ilustrativos

1) Calcule el intervalo solucién de

lx+2]<7

Solucion:

Aplicado la propiedad |x| < b & —b < x < b se tiene
-7<x+2<7

Se forman las inecuaciones

-7<x+2 y x+2<7

Resolviendo la primera inecuacion
-7Zx+2=>—x<2+7>-x<9=>x=>-9
Resolviendo la segunda inecuacion
x+2<7=>x<7-2=>x<5

La solucion final es la interseccion de las respuestas parciales

-9 5

La solucién es [—9, 5]

Empleando GeoGebra

x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn

NEE NN CEPANE B

» Cilculo Simbdlico (CAS) X/ | » Vista Grafica X

&

» Vista Algebraica

. Inecuacidn 1 abs(x+2)=7
@ oar x+2|<T
Resuelve: {—=9<x <5} !

Inecuacidn a a4

2) Calcule el intervalo solucion de

|2x — 1| > 5

Solucion:

Aplicando la propiedad |x| > b & x > bV x < —b se tiene
2x—1>5 Vv 2x—-1<-5

Resolviendo la primera inecuacion

6
2x—1>5:>2x>5+1=>2x>6:>x>§:>x>3
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Resolviendo la segunda inecuacién

—4
2x—1<-522x<-541=22x<4=32x<—2x< -2

La solucion final es la unién de las respuestas parciales

—oe

-2

La solucion es (—oo, —2) U (3, +)

Empleando GeoGebra

x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesion

YRR N EPENE

1x

* Vista Algebraica x| | » Cdlculo Simbdlico (CAS) o [X| | « Vista Grafica

=|civ fiv , abs(2e1)5 l:l f C:v.

Inecuacién

@ a:2x—1/>5 Resuelve: {x< —2,x> 3}

1) Calcule el intervalo solucion de

lx +1] < |1 — 2x]

Solucion:

Aplicando la propiedad |x|? = x? se tiene
(x+1)?<(1-2x)?

Elevando al cuadrado
x2+2x+1<1—4x+ 4x?

Igualando a cero
x2+2x+1—-1+4x—4x2<0
Reduciendo términos semejantes
—3x2+6x<0

Cambiando de signo

3x2—6x >0

Dividiendo para 3

x2—=2x>0

Factorando para calcular los valores criticos
x(x—2)=0

x=0;x=2
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Ubicando los valores criticos en la recta numérica

_mi - —

La solucion es
(=0,0) U (2, +)

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Abrir sesidn. .

&

=[]l 7‘3 X= x= f‘;‘ A (]

*

» Vista Algebraica X | » Calculo Simbélico (CAS) X/ | = Vista Grafica
Inecuacién I AC~
T abs(x+1)<abs(1-2x)
®a:x+1<[1—2x 1
Resuelve: {x < 0,x > 2}
2 al

TAREA
Resuelva en forma manual y empleando GeoGebra

1)8x—-3>=5

2)8x—3(x—2)>x—-3(12—x)
3 1 5 2

B)ZX_EX<§X_§

3(x—1)_3(x—3)>x+2

4
) 4 8 3

5)0<3x—6<4

6) (x +2)(x—1) >0
7)(x+3)(x—1)<0
8) x% +8x — 65 < 0
9)x%—3x+2>0

10) 2x3 —=3x2 —11x+ 6 <0

11) x5 4+ 3x* — 5x3 — 15x2 + 4x + 12> 0

x> —12
x> 16

x>7

2 < <10
XS

(=00, =2) U (1, +0)
(_311)
[—13,5]

(=00, 1) U (2,+)
aa (L)

(-3,-2) U (-1,1) U (2,4+x)
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12) Cree y resuelva un ejercicio similar al anterior

13) En la elaboracion de ciertos libros el autor del mismo tiene costos totales de $7 por cada libro. El
precio de venta por cada libro se fija en $20. La libreria donde se comercializan los libros cobra al autor
$ 5 por cada libro vendido. Calcule la cantidad minima de libros que debe vender el autor para obtener
una utilidad de por lo menos $1000.

125
14) En un centro comercial hay dos tipos de marcas de esferograficos: una de produccion nacional y otra
de produccion extranjera. Cada esferografico de produccién nacional cuesta $1,5 y el de produccién
extranjera $ 2. Calcule el nimero de esferograficos de cada tipo que se puede comprar con $30 si se
compra el doble de esferograficos de produccién nacional.

6 esferograficos de produccién extranjeray 12 de produccién nacional

15) El fabricante de chompas de cuero puede vender todo lo que produce al precio de $80 cada unidad.

Gasta $20 en materia prima y mano de obra al elaborar cada chompa y tiene costos adicionales (fijos) de

$ 200 al mes en la operacion de la su taller. Calcule el nmero de chompas de cuero que deberia elaborar
y vender para obtener una utilidad mensual de al menos $ 1000.

Debe elaborar y vender por lo menos 20 chompas de cuero

16) Cree y resuelva un problema similar al anterior

17) Se desea delimitar un terreno rectangular para el cual se tiene 100 m de cerca disponibles. Calcule
las dimensiones del terreno si el area delimitada debe ser al menos 600 m?

30my20m
18) Cree y resuelva un problema similar al anterior
19) |x —1| < 3
(_214)
20) |2x — 5| < 3
[1,4]
2D)|x + 1| > 2
(—00,—3) U (1, 4+0)
22) |x—2|>3

(=0, —1] U [5, + )
23) [x = 1] < |x + 1]
(0, +0)
24) [3x + 1| < |2x — 12]

—13,—

[ 11
5

25) Cree y resuelva un ejercicio similar al anterior
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CAPITULO V
NOMEROS COMPLEIOS

Los nameros complejos (C) son agquellos nimeros que estan formados por una parte real y una parte
imaginaria

Sondelaformaz = a+ bi,cona,b € R

Donde:

a = Re(z) parte real

b = Im(z) parte imaginaria

Los numeros complejos representan el conjunto universo de los nUimeros como se muestra a
continuacion:

C

5.1) OPERACIONES
A) SUMA DE NUMEROS COMPLEJOS

Dado z; = a + bi; z, = ¢ + di se suman partes reales con partes reales y partes imaginarias con partes
imaginarias, es decir

z1+z,=(a+bi)+(c+di)=a+c+ (b+d)i
Ejemplos ilustrativos
1) Seaz, =5+ 3i; z, =4 — 2i, calcular z; + z,

Solucion:
z1+2,=(5+3i)+(4—-2i)=54+4+3i—2i=54+4+(3-2)i=9+1i

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

== v [ 35 (O | x=|x=| f .o &

F Vista Algebraica #| | » Calculo Simbolico (CAS) #| | # Vista Grafica

5+3i+4-2i

S Y
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2)Seaz, =5+ 3i; z, =4 — 2i, calcular z; — z,

Solucion:
2z, —2,=(5+3i)—(4—-20)=5-4+43i+2i=1+5i

B) PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN NUMERO COMPLEJO

Dado c; z = a + bi Se multiplica la parte escalar por la parte real e imaginaria del nimero complejo,

es decir
c(a + bi) = ac + bci

Ejemplo ilustrativo
Realizar la operacion
5(6+39)

3\° %!

Solucion

2(5+3_)_2 < 23,10 1
3 1') =3 32!~ 3 "2t

Empleando GeoGebra
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== || v |55 [ (ON g | x=x~ | .o &

b Vista Algebraica #| | # Calculo Simbdlico (CAS) #| | » Vista Grafica

(2/3)(5+3il4)
10

1,10
2 173

C) PRODUCTO DE NUMEROS COMPLEJOS

Dado z; = a + bi; z, = c + di se define el producto como

z1 -z, = (a+ bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi? = ac + adi + bci + bd(—1)
Zy* 2z, = ac — bd + (ad + bc)i

Ejemplos ilustrativos

1) Realizar la siguiente operacion
(5 +4i)(5 - 5i)

Solucioén:
Se observaque a = 5;b = 4;c = 5;d = -5, aplicando la definicién se tiene

ac —bd + (ad + bc)i = (5)(5) — (4)(=5) + [(5)(=5) + (4)(5)]i = 25+ 20 + (—25 + 20)i

(5+4i)(5—-5i) =45-5i
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Empleando GeoGebra. Escriba en la casilla Entrada los nimeros complejos. Escriba en la casilla Entrada
la multiplicacion de los nimeros complejos. Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Q_A/ b’@@&v'mcaz‘%’

e
b Vista Algebraica b Vista Grafica
Mumero complejo & -
...... @ L,=5+4i
...... ® 1,=5-5i
...... @ 1,=45-5i 51
Mimero complejo 1,717, 4l

2) Realizar la siguiente operacién
(2 5 ) (3 N 2 )
372275

Solucién:
Se observa que a = 2/3; —5/2;¢c =3/2;d = 2/5, aplicando la definicién se tiene

3;b=
bd + (ad + bo)i 2 3 <5)2 2 2 <5) 3],_1+1+(4 15),
e actbai=z27\72) 5 3 5 \72) 2l T 15 4/

(2 5 3+2_)_2 209, 0 2 4e
3 2‘)(2 5t) =2 %0t " !

Empleando GeoGebra
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Y b@@&v\vwc“ |

} Vista Algebraica b Vista Grafica

- Mimero complejo & -
@ L, =0.67-250

@ 1,=15+04i

|Numern complejoz,z, zz| ,
| |

D) DIVISION DE NUMEROS COMPLEJOS

Dado z; = a + bi; z, = ¢ + di se define la division como
zy a+bi

Z c+di
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Multiplicando por la conjugada
Nota: Si z = a + bi su conjugada se define como z = a — bi

zy _a+bi c—di ac—adi+bci—bdi* ac—adi+bci—bd(-1)
z, c+di c—di c2 — (di)? B c? — d2i2

zy _ac+bd+ (bc—ad)i ac+bd+ (bc—ad)i ac+bd (bc—ad)i
z,  c2—d*(-1) c? +d? T c24d? 2 +d?

Ejemplo ilustrativos

1) Resolver la operacion

2.
2+§l
3+
Solucién:
Se observaque a = 2;b = 2/3;c = 3;d = 1, aplicando la definicion se tiene

2. 2 2 . 2
2+30_ac+bd (be—ad)i_2-3+3-1 (5:3-2-1)i 643 @-2)i_
34i c2+d?  ct+d? @ 32+12 32412 9+1  9+1
2+%i_2+0._2
3+i 3 3

O también realizando todo el proceso de la multiplicacién por la conjugada

242 242i3_; 6-2i+2i-%2i2 6-2¢-1 6+2 2 ,
3°_~2"3°, — 3 __ 3 = 3_3 _Z_0¢7
3+i  3+i 3-i 32— 2 9-(—1) 9+1 10 3

Empleando GeoGebra

En la casilla Entrada escriba la operacion

Entrada: (2+203)03+1)

Enter

3

10

0i
10

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

%' .Av /v’":'ﬁ I;) ®v ©v éiv XABCv a—:iv ‘_:Hv
L

b Vista Grafica

~  Numero complejo &
L@ L, =0.67+0i

0 | [4

P Vista Algebraica

Mimero complejo z,
T
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2) Considerando que la siguiente expresion es un imaginario puro, calcule el valor de x
2 —xi

3+

Solucion:
Se plantea la ecuacion y se realiza las operaciones respectivas
2 —xi

341
2—xi=ai(3+i)=2—-xi=3ai+ai?=2—-xi=3ai+ta(-1)=2—xi=3ai—a

= ai

Se iguala la parte real
2=—a=>a=-2

Se iguala la parte imaganaria
—xi =3al = —x =3a = x = —3a

Remplazando a = —2 en x = —3a se tiene
x=-3a=>x=-3(-2)=x=6

Otra forma de resolver
2 — xi

3+

Se multiplica por la conjugada y se realiza las operaciones respectivas
2 — xi 3—1’_6—21’—3xi+xi2 _6—-2i—3xi+x(-1) 6—-2i—3xi—x

340 3+i 32 — 2 9—(-1) 9+1
6—2i—3xi—x 6-—x—(2+3x)i 6-—x (2+3x)
10 B 10 10 10
Se iguala a cero la parte real y se despeja x
6 —x
=0=6—-x=0=—-x=—-6=>x=6
10
Comprobacién
2 —xi
341
2-6i _2-6i 3—i_6-20—18i+6i* 6-20i+6(-1) _6-20i-6 -—20i
3+i 3+ 3-i 32 — 2 T 9-(-1)  9+1 10 “

Como —2i es un numero imaginario puro, queda comprobado

3) Considerando que la siguiente expresion es un real puro, calcule el valor de x
2 —xi

3+

Solucion:
2—xi

3+1
2—xi=aB+i)=2—-xi=3a+ai

Se iguala la parte real
2=3a=>a=—
a a 3
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Se iguala la parte imaganaria
—Xl=al=>—-Xx=a=>x=-—a

Remplazando el valor de a en x = —a se tiene

2
X=73

Otra forma de resolver
2 — xi

3+

Se multiplica por la conjugada y se realiza las operaciones respectivas
2—xi 3—i 6-2i—3xi+xi® 6—2i—3xi+x(-1) 6—2i—3xi—x

340 3+i 32 — 2 9—(-1) 9+1
6—-20—3xi—x 6—x—(2+3x)i 6-—x (2+3x)i
10 B 10 -~ 10 10
Se iguala a cero la parte imaginaria y se despeja x
(2+3x) 2
—T=O=—(2+3x)=0$—2—3x=0$—3x=2=>3x=—2:x=—§
Comprobacién
2 —xi
" 2 2 6+ 2
. . + 2i

2—-(-5)i 2+31 2T 6420 3-i 18—6i+6i—20> 18— 6i+6i—2(—1)
3+i  3+4i 3+4+i 33+i) 3-i  3(32-i3) 3(9 — (-1))
18—6i+6i+2 20 2 2

39+1)  3(10) 3(1) 3

2
Como 3 es un real puro, queda comprobado

La comprobacion empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[%' .Av /v":lﬂ'! I> ®v @v ég‘v &Aacv a_:Ev ‘_:Hv
4

W

b Vista Algebraica b Vista Grafica

Mumera complejo

. &
. L,=0.67+0i T

5.2) FORMAS RECTANGULAR Y CARTESIANA DE UN NUMERO COMPLEJO

Rectangular o binomial | Cartesiana
z=a+ bi z = (a,b)
z=a z = (a,0)
z = bi z=(0,b)
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Ejemplos ilustrativos
1) Representar en forma cartesiana el numero complejo z = —6 + 3i

Solucién:
z = (—6,3)

2) Representar en forma cartesiana el nimero complejo z = 4i

Solucion:
z=1(04)

3) Representar en forma cartesiana el nimero complejo z = 4

Solucion:
z = (4,0)

4) Representar en forma binomial el nimero complejo z = (4, —1)

Solucidn:
z=4—i

5) Representar en forma binomial el nimero complejo z = (3,0)
Solucion:

z=3

6) Representar en forma binomial el nimero complejo z = (0, —1)

Solucién:
zZ=—i

5.3) REPRESENTACION GRAFICA

Para representar en el plano cartesiano un numero complejo de la forma z = a + bi, se ubica a la parte
real en el eje horizontal (eje real) y a la parte imaginaria en el eje vertical (eje imaginario).

Eje imaginario

z=a+tbi
L 2= (ab)
|
|
|
l s Fi
3 " » Eje real

Ejemplos ilustrativos
1) Representar graficamente z = 5 + 7i

Solucion:
Se convierte en forma cartesiana z = (5,7) y se grafica
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® =2
3 .A/A,I}G]@.{;VXVABCL_@
| i | i v < < v i i <
}» Vista Algebraica P Vista Grifica
-~ Ndmero complejo 94
L@ =570
- Punto
- A=(0,0) 8 1
B=(0,7)
e z,=5+7i
Segmento i e
a=5 a |
b=7 |
@ 11=86 & |
|
s |
|
|
|
4.
! b
z1 |
a3 |
|
|
2] |
|
|
1 |
|
|
0 |
-4 -3 2 -1 o 1 2 3 4 5 [ 7 8 ]
_1.
Emrada:|

Para graficar Empleando GeoGebra se sigue los siguientes pasos

Ingrese al programa

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn...
ba} &
A . a=2
[~ ANZEE .
= v el | v v el v el | -
b Vista Algebraica b Vista Grafica
8
5
4
3
2
1 <
o
4 -3 2 -1 3 1 2 3 4 5 [} 7 8 @ 10 1 12 13 14 15 15 17 18
-1
-2
K]
-4
]
Entrada: | @
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Clic en Punto A

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién
=] =Y
A . a=2
- /}b@@&vxmc—-—‘%’ 7 %
> | ] ] i £ ] | ] ]
P Vista | a Vista Grafica
— Punto
6
Punto en objeto
5
{/ Limitaflibera punto
" 4
X Interseccion
0
. Medio o Centro 3
.
| z Nimero complejo
L] 2
! <
0
4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 1 12 13 14 15 18 17 13
-1
-2
3
-4
5
Entrada: ‘ =

Clic en complejo Z. Clic en cualquier parte del Plano Cartesiano

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién.

o O] NN 5
. — e i
v e ) v el e el ) v
P Vista Algebraica } Vista Grafica
Nimero complejo 8
@ L =AT8+T7.06i
2
7 L]
8
5
4
3
<
2
1
o
) 2 1 o 1 2 3 4 5 [ 7 [ o 10 11 12 13 14 15 18 17 18
-1
2
E
Entrada: ‘ (1)
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Clic derecho en nimero complejo z;

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

ADrir sesidn.
R e O] CINNI TS E P ==
. . 7 =
el ] K kel v ] v ] ]
» Vista Algebraica » Vista Grafica
Nimero complejo 8
...... & 1, -478~70si
Nl'lmerooomplejoz1 z,
7 L]
. Objeto visible
Etiqueta visible
Rastro
Renombra
/4 Borra
% Propiedades .. a
3
4
2
1
0
3 -2 1 o 1 2 3 4 &8 8 7 8 o 10 11 12 13 14 15 18 7 ht:]
-1
2
-3
Entrada: ‘ =
o GeoGebra a
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
R Pl O SN S (o] e
. —— 7 =
| ] ] ] £l i
} Vista Algebraica b Vista Grafica
- Ndmero complejo YWl TH® =
L 11=4.78f7.l)6l' —
.Nur:em comple] Bésico |Co|or|EsulolAlgebralAvanzado Programa de guwon(scripting)‘
E 5
MNombre: ‘z_ﬂ
Definicién: 4.78 +7.06i
Tiwlo: |
Objeto visible
[+] Etiqueta visible.
[] Mostrar el rastro
[] Objeta fijo
[] Objeto auxiliar
3 2 13 14 15 16 17 18
<
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En la ventana de Preferencias se edita el nimero complejo. En la casilla de Definicion escriba 5+7i

@ GeoGebra
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

N & %iBslS o))

P Vista Algebraica » Vista Grafica
Mimero complejo

Tl EH®
i Numero comple]
L L

Basico | Colorl Estilo I f«lgebral Avanzado | Programa de guion (scripting)|

Mombre: |z_1

Definicidn: |5 +Ti

En la venta de Preferencias, clic en Nombre de Etiqueta visible. Escoja Nombre y Valor

(4] GeoGebra
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

N B ERNCIE

| o
b Vista Algebraica b Vista Grafica
-~ Numero complejo M Y= R TE
Y 11=5+T|' - .
.Nur:ero complej Basico | Colorl Estilo | Algebral Avanzado | Programa de guion (scripting
1
Mombre: |z_1
Walor: |5+'.|"|'
Titulo: |

Objeto visible

Etiqueta visible: | Nombre v
MNaombre

[] Mostrar el rastro [SEInlESRE]

Cierre la ventaja de Preferencias

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

D EEEN s ENEEE

W | ad ad il W
P Vista Algebraica b Vista Grafica
Mimero complejo 24
...... @ 1,=5+7i
z,=6+7i
74
54
54
4
3
2
14
o
3 3 1 o 1 2 3 4 5 [ 7 8 a 10
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Clic en Recta
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5[]

b Vista Algebra
Recta
- Mdmero cor "/

Sl e

o

} Vista Algebraica

- Ndmero compleja
Loy L, =570

- Punto

- A=(0,0)

- Segmento

L@ a=886

"jrfv I:)v ®v Qv ‘é‘v X ABCV a—:zv ‘%.v

g4
Segmento S —
7 61
Segmento de longitud dada
a4
Semirrecta
Poligonal 51
Vector 4
Equipolente
3]
5]
14
o
3 2 A 2 5 &
_1 4
o4
34
Escoja Segmento. Clic en (0,0) hasta el nimero complejo
) D) OO £ NJreg =2 )
#| | ¥ Vista Grafica
o]
3
z,=5+7i
7]
5 4
54
4
3]
2]
i
-4 3 -2 A i 2 5 & 10




Clic derecho en segmento a. Clic en Propiedades. En la ventana de Preferencias cambie de nombre de a

por z1

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

2] AL Oo) 4N e =] @

ad
b Vista Algebraica b Vista Grafica
- Miamero complejo a
@ L, =5T0
Punto
...... ® A= (0, 0) 8
Segmenta
...... ® 71=86 21:5+?I'
7
54
54
4
71
3
2]
14
T 0 T T
4 3 -2 1 ] 1 2 3 4 5 6 7 ] a 10
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A a=
I I [ b@@&v\vnﬂﬂﬂ—‘%’
| | = ad
} Vista Algebraica } Vista Grafica
- Ndmero complejo g -
L@ L, =5+T0
- Punto
@ A=(0,0) g4
® B=(0,7)
Segmento B z,=5+7i
® a=5 70
@ 71=86 a
a.
5.
4.
z1
3.
2.
'1.
0
4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 [ 7 g
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Clic derecho en segmento a. Clic en Propiedades. En la ventana de Preferencias clic en Estilo. Clic en

Estilo de trazo

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas

Ventana Ayuda

.be)@

b Vista Algebraica

» Vista Grafica

- Nimero complejo
[y z1=5+7i

Punto

@ a=5

MIENEREETE

Mumero comple]

Basico | Color| Estilo | Avanzado | Programa de guion (scripting)

Grosor del trazo

1 3 5 i 9 11 13

Opacidad de trazo

a 25 50

Estilo de trazo:

Decoracidn: | —

Escoja estilo de trazo entrecortado. Cierre la ventana de Preferencias

Archiva Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

k] &7

] O] &) Nree] 2]

P Vista Algebraica

b Vista Grafica

Numero complejo

L@ Z,=5+Ti

- Punto

. A=(0,0)
- B=(0,T)

- Segmento

@ a=5

@ =86

B z,=5+70

z1
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Repita el proceso del segmento a para trazar el segmento b

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

-A/,.rb@@fiv 'J&Bciﬂ‘%’v

b Vista Algebraica b Vista Grafica
-~ Nidmero complejo o4
el z,=5 +Ti
F'unto
=(0,0) g
={0, 7}
- @ C (5, 0) B 7,=5+7
Segmento e - — — — — — — — — — — — —
a
|
|
1 |
|
54 |
|
|
|
4
! h
z1 |
ad |
|
|
3 |
|
|
1 |
|
I -
i
4 3 2 1 0 1 2 3 4 ? 8 7 ]

Clic en el circulo de los puntos A, By C en Vista Algebraica
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b Vista Algebraica p Vista Grafica

- Namero complejo o
@ L,=5+TI

Punto
A=1(0,0) CR
B=(0,7)
C=15,0) z,=5+71

- Segmento - - - - - - - - — — —

@ a=5§ 3

: b=7
@ 11=86 a4

z1

m - - - — — — — — - — — — — — - - - - =
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2) Representar graficamente

_23)-(54)
(72
Solucién:

Transformando el nimero complejo de notacién cartesiana a notacion rectangular y realizando la resta

_(23)-(54) (@+3)—-(5+4) 2+3i—-5-4i —3—i
- (7,-2) 7 —2i B 7 —2i 7 =2i

Realizando la division multiplicando por la conjugada

_=3—i 7420 -21-6i—-7i-2i® -21-13i-2(-1) -21-13i+2 -19-13i
C7=2 7+2 72 — (20)2 B 49 — 4i2 ©49-4(-1) = 49+4

Z

—19 —-13i 19 13,
Z:—:—___

53 53 53

Graficando se obtiene

0.1 4

0.1 0.2

2,=-0.36 - 0.25i

3) Graficar z = 4 + 5i y su conjugada

Solucion:
Laconjugadade z =4+ 5iesz =4 —5i
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ﬂ_.
Z=4+5
Ed e e e ——— -
31:4 -’
I
4 I
I
I
94 I
|
| by=5
2 '
I
I
14 I
I
I s s :
5 | Eje imaginario
T s & % T T T
I
I
=]
I
I
= I
I
b=5
I
-3 |
I
I
i 4 I
I
a=4 12245
d—m = — e — _— e ——— =

Nota:
Dos numeros complejos son conjugados si difieren solamente en los signos sus partes imaginarias. Los
nameros complejos conjugados caracterizan puntos simétricos respecto al eje real.

5.4) VALOR ABSOLUTO O MODULO

Es la distancia que existe del origen al punto que determina el nimero complejo. Su magnitud esta dada
por la siguiente formula:

|z| = |a + bi| =+ a? + b?
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Su representacién gréafica es

Eje imaginario
z=a+ bi
L — 2= (a.b)
2L,/ |
|
|
:
: :
§ : Eje real

Propiedades del valor absoluto
Sean los nimeros complejos z;y z,, se cumple:
a) |zl =0siysoélosiz; =0
b) |z1 + z| < |z1] + |25]

) |z1 - 23| = |z4| - |2,
Ejemplos ilustrativos

1) Calcular el médulo de z = 4 — 3i

Solucion:

|z| = |a + bi| =+/a? + b?
2] = 14— 3i] = /47 ¥ (<3)2 =VI6 ¥ 9 = V25 = 5

Graficando se tiene

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Rﬁ.' .Av ./.v "jT;v I>.v ®v @v n'm/(v xv ABC? E:Ev ‘{_.

|

b Vista Algebraica

bt

b Vista Grafica

Mumero complejo

Punto
----- & A=(0,0)
----- B =10, -3}
----- C=1(4,0)
----- 8 71=(4,-3)
Segmento

A=(0,0)

ZI=5

4 5 & 7 B o
|
[
[
| bh=13

|

|

|

z1=4-3|'

Z1=(4,-3)
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2)Paraz =4+ 5iyw = 3 — 2i, compruebe que |z + w| < |z| + |w|

Solucién:
Calculando |z + w| se tiene

lz+w|=|(4+50)+@—=20)|=|7+3i| =72+ 32=v49 + 9 =58

Calculando |z| se tiene

|z| = |4 + 5i] = /4% + 52 =V16 + 25 = /41

Calculando |w| se tiene

lw| = |3 =2i| =32+ (-2)2=V9+ 4 =13

Por lo tanto se comprueba que
|z +w| < |z| + |w|

V58 < V41 ++13

Graficando se tiene

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A .’,/' ] T\) @ @ 47 & ABC a=2
% 5 @ v W "{v L v v * W v ‘_:Hv
b Vista Algebraica #| | P Vista Grafica
Mamero complejo
----- @ 7-4+5 CR
----- ® w=3-2i
----- ® 1w=T7+3i Z=4+5
Punto 5
..... A=‘4I 5} S -
..... B=(0,0) " -
""" C=1(3,-2) 4 .
..... D:‘TI 3} T N
..... E={0,0) - -
""" F= “rl 3} 3 lzZl=6.4 THw=T+3j
Segmento
----- ® wi=3561 d e
..... @ Izl=64 5 ] 24w s
..... ® b=3561 /
----- ® c=64 s
----- ® d=64 & 4
----- ® e-782 i f’
----- @ =361 p
..... ., =7.62 | 0 a |
Texto -1 1 2 3 4, 7 5 ] 7 = a
----- ® textol = “|lz +w|” e
----- @ texto2 ="r+w=T+3i" - ; , 4
Iwl = 3.61 7
s
-2 WwW=3-2i
-3 4
-~
Entrada:
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5.5) FORMA TRIGONOMETRICA O POLAR

Imaginario
Y z=a+bi

/6

a Real
Sea el nimero complejo z = a + bi

r = |z| = Vva? + b? = radio vector o médulo

b
6 = arc tan (5) = angulo o argumento del médulo

En el triangulo rectangulo se verifica que

a
cosB = —= a =rcosf
r

b
senf = - = b = rsenf

Al sustituir en z = a + bi se obtiene la forma trigonométrica o polar
z =rcos + rsenfi = z = r(cos0O + isen0)

Ejemplo ilustrativos
1) Expresar en forma polar z = 2 + 4i

Solucion:
Graficando se obtiene
z,=2+4i
4_
3 .
2 '
b=4d
i 4
B
8]
-1 0 1 2 3

Calculando el radio vector o médulo se tiene

r=lzl=va?+b2 =22 +42 =4+ 16 =v20 = V4 -5 = 2v/5 = 447

Calculando el angulo o argumento de modulo se tiene
b 4

6 = arc tan (E) = arc tan (E) = 63,43°

Remplazando en z = r(cosf + isenf) se obtiene
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z =2+ 4i = 2/5(c0563,43° + isen63,43°)
Para calcular r y 8 empleando GeoGebra se sigue el siguiente proceso

Ingrese al programa

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn

a4
A ® a=2
‘ o j( b Ollli%, &VHXHABC‘—-— e 7 %
. < <] i i < <] < i ]
}» Vista Algebraica } Vista Grafica
[
5
4
3
! 1
0
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 [] 10 1 12 13 14 15 18 17 18
-1
2
3
-4
Entrada: | =

En Entrada escriba APr
Aplanal =Lista=]
AplicaMatriz[ =Matriz=, =0bjeto= ]

APolar] =Complejo= ]

APolar] =Vector=]

. |APunto][ =Complejo=]
Entrada: [AF'

Escoja Apolar
Entrada; APolar[[ el [ ER]
Escriba 2+4i

Entrada: APolar[2+47]
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Enter

b Vista Algebraica
- Punto
) A =(4.4T;63.43")

] oA

P
E L
i

.
£y

[Punto A: APolar]2 + 4i]|

Entrada:

e
W

©7 ‘i;‘—z N ABC? a_f_: ‘%’7

b Vista Grafica

A= (44763437
L

Entonces r = 4,47; 0 = 65,43°

Remplazando en z = r(cosf + isen®) se obtiene
7z =2+ 4i = 2V/5(c0s63,43° + isen63,43°) = 4,47(c0s63,43° + isen63,43°)

El nimero complejo expresado en sus las formas hasta aqui estudiadas se muestra en la siguiente tabla

Formas de un nimero complejo

Rectangular o binomial | Cartesiana Polar Coordenada Polar
a+ bi (a,b) r(cos6 + isenf) (r,0)
2+4 (24) | 2v5(cos63,43° + isen63,43°) | (2v/5,63.43°)
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2) Expresar en forma polar z = —1 + /3i

Solucion:
Graficando se obtiene

z,=-1+1.73i
2

I q

b=+3

B

[u]

a=-

Calculando el radio vector o médulo se tiene

r=IZI=va2+b2=\/(—1)2+(\/§)2=W=\/Z=2

Calculando el angulo o argumento se tiene

b V3
0 = arc tan (5) = arc tan )

Donde 8 = 180° — «

V3
a = arctan <T> = 60°

Por lo tanto 8 = 180° — 60° = 120°

Remplazando en z = r(cos@ + isen®) se obtiene z = —1 + /3i = 2(cos120° + isen120°)

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones

Herramientas Ventana Ayuda

R

A .
.v./‘.v"'ﬁfv

SEEPRANEEE

P Vista Algebraica 2

kP Vista Grafica

Punto
8 A=({2120%)

B={(0,0)

C=1(-1,0) |Punto A: APol

ar-1 + 31/ 2) ]| 31

D={1,0)
E={0,0)

Segmento

A=(2120%)

b=1.73 o= 120"
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3) Expresar en forma polar z = —/3 — i

Solucion:
Graficando se obtiene

2

z,=-1.73- a=-y3

Calculando el angulo o argumento se tiene
b -1
6 = arc tan (—) = arc tan (—)
a 3
Donde 8 = 180° — a
1
—) = 30°

V3
Por lo tanto 8 = 180° + 30° = 210°

a = arctan(

Calculando el radio vector o médulo se tiene

r= Izl =@ ¥ B = [(—V3) + (-1 =VFF T = Vi = 2

Remplazando en z = r(cos@ + isen®) se obtiene z = —/3 — i = 2(c0s210° + isen210°)

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas YVentana Ayuda

%v-p‘-’)?fb@@&v'hﬂﬂaz*}’_

P Vista Algebraica b Vista Grafica

FPunto ]
..... 8 A= (2; 210°)
..... B= ml U}

..... C={-1.73,0)
----- D=(2,0)

Segmento -
..... @ I7=2 b=1730 ¢
1
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4) Expresar en forma polar z = 4 — 4i
Solucion:

1zl

- — — — — — — — —

]
9/
_1\ R 2 3
]
2_
3
4

Calculando el angulo o argumento se tiene
b —4

6 = arc tan (—) = arc tan (—)
a 4

Donde 8 = 360° — «

4
a = arctan (Z) = 450

Por lo tanto 8 = 360° — 45° = 315°

Calculando el radio vector o médulo se tiene
r=lzl=va2 + b2 = J@? + (-2 = V16 + 16 =32 = V162 = 42

Remplazando en z = r(cos6@ + isen®) se obtiene z = 4 — 4i = 4+/2(cos315° + isen315%)

Empleando GeoGebra

[%— .A— ./J' ":H I:) G}v ©¢ ‘{D'v & ABC? E:Ev Q.v
pad

W W W W

} Vista Algebraica b Vista Grafica

Punto
..... @ A=(566;315°)
..... B={0,0) _ 315" |
_____ C=(4,0) |F'unm A APolar[4 - 4|']| 0=319
_____ E:.-E.._g 2
..... ={2,0} -
_____ & F=0,0) 1 \ 5 B
Segmento
..... @& lz21=566 ]
..... ® a=4
..... @ b=4 '
Angulo :
® a=315°
-3 4
-4
A= (566, 315%)
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A) MULTIPLICACION EN FORMA POLAR

Dado z = r(cos0 + isen®) se lo puede representar empleando la identidad de Euler, la cual es:
e'® = cosO + isend

Por lo tanto el numero complejo en forma polar puede expresarse en forma exponencial como
z = 1r(cosO + isen®) = re®®

Sean los complejos z, = r,e'%1 = 1,(cos6; + isenb,) y z, = r,e!%2 = r,(cos, + isend,),
entonces se cumple
Zy - 2y = r112€'01192) = 1 1 [cos(0, + 0,) + isen(0, + 6;)]

B) DIVISION EN FORMA POLAR

Sean los complejos z, = r,e'®1 = 1,(cos6; + isenb,) y z, = r,e!%2 = r,(cos6, + isend,),
entonces se cumple
z, 1€

_ 71 ie-0) _T1 :
2y = 10 = r—ze‘( 1702) — E [cos(0, — 6,) + isen(0, — 65)]
Ejemplo ilustrativo
Dado z, = 4e'3%° y z, = 5¢%6°° calcular
a)zy, -z,
b) 2
Z1
Solucion:
a) 2, 2, = 1yryei@1%02) = 4. 5i(30°460°) — 900i(90°) = 20[c05(90°) + isen(90°)]

Empleando GeoGebra

. i 0 7 0 .
Para graficar z;, = 4e'3%" y z, = 5e'°?" los grados se transforman en radianes

300 — 30 d_n
~ 180" % 7%
600 — 60 d_n
~1807 "% T3

.TT .TT
Por lo tanto los nimeros complejos a graficar son z, = 4e's y z, = 5e's

.TT
Al escribir en Entrada de GeoGebra 4e's, GeoGebra transforma el nimero complejo a la forma
z = a + bi, es decir, z; = 4e’s = 3,46 + 2i

.TT
Se repite el proceso con z, = 5e's

Al multiplicar z; - z, = 0 + 20i
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Transformando 0 + 20i a Polar se obtiene (20, 90°) que representa 20[cos90° + isen90°]

b Vista Algebraica

~ Mimero complejo
- Z,=346+ 2i

@ 1,=25+433
@ 1,=0+20i

Punto

b

b Vista Grafica

L@ A={(20;90° Mimero complejo

A= (20; 90"
0 _(_ ,E' )
;3—|:|+L|:|I
1.7 7,
372 15
10 4
5 | 22=2.5+4.33|'
®
z1=3.46+2|'
®
T D T T T T T T T T
-05 ] 05 1 15 2 25 3 as 4

Nota: El nimero complejo z = 0 + 20i expresado en sus diferentes formas se representa en la siguiente

tabla
Formas de un nimero complejo
Rectangular | Cartesiana Polar Coordenada Exponencial
0 binomial Polar
a + bi (a,b) r(cos@ + isenB) (r,0) ret?
0 + 20i (0,20) 20(c0s90° + isen90°) | (20,90°) 20e190°
b)
A _Dgito-0 5 22 _ 2 yice,-01) = Eei(6°0‘3°0) = Eei(3°0) = E[cosBOO + isen30°]
Zy Ty Zi N 4 4
» Vista Algebraica o [ | b Vista Grafica

: Mimero comple!o =25+ 4.330
L@ L,=346+2 @

@ 1,=25+433
..@ 1,~1.08+0.63i

Punta

: Mimero complejoz_ 7 iz,
@ A-(1251 plej0 2, 2,12,

2,= 346+ 2i
24 ®

z,=1.08 + 063

o A=(1.25 307
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C) POTENCIA EN FORMA POLAR.- FORMULA DE MOIVRE

Para todo z = r(cosf + isenf) = re'®, para todo 6 elemento de los reales y para todo n elemento de
los numeros enteros se cumple la siguiente relacion formulada por Abraham de Moivre

z" = [r(cos6 + isend)|" = r*[cos(nB) + isen(n)] = (re®)" = reind

Esta relacion se llama férmula de MOIVRE

Ejemplo ilustrativos
1) Calcular (5 + 2i)°

Solucién:
Calculando el angulo se tiene
b 2
6 = arc tan (5) = arc tan (E) = 21°948'05,07"

Calculando el radio vector o madulo se tiene

r=lz| =va? + b2 =/(5)2 + (2)2 = V25 + 4 =29

Aplicando la formula de Moivre
z" = [r(cosf + isenB)]|™ = r™[cos(nf) + isen(nf)]

(5 + 2i)° = [V29(c0s21°48'05,07" + isen21°48'05, 07")]5

(5 +2i)° = V29 [cos(5-21°48'05,07") + isen(5 - 21°48'05,07"")]
(5 + 21)° = \/295[c0s(109°00725,37") + isen(109°00'25,37"")]

(5 + 21)° = \/295[c0s(109°00725,37") + isen(109°00'25,37"")]

(5 + 2i)°> = —1475 + 4282i

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

.AV ./.v F/‘.;II'/-V I,\)v ®V OV év & ABCV E:EV ‘%'V

b Vista Algebraica 4| | ¥ Vista Grafica
-~ Nimero complejo _ : .
L@ Z,=-1475+4282i MY
71 =(4528.92,108.017)
- Punto Q MNimero complej P — Tz
@ A=(0,0) 21:-14T5+4282i 000 il ®z Basico | Color | Estilo | Algebra | Avanzado
- B =(1000, 0)
Ll 71 = (4528.92; 109.01°) o :U”};U Mombre: |z_1
P ﬁe‘-‘l:?i”};n 92 0 B Definicin: |(5 + 203
. ’ [ p— .
e :ngglfmg 01° 3000 1 - Segmento s
' Ll 1zl
- Angulo Objeto visible
- a
|zl = 4528.92
[+] Etiqueta visible: |Nombre yvalor »
2000 4
["] Maostrar el rastro
[[] Objeto fijo
1000
[[] Objeto auxiliar
a=108.01°
A _K“\
-2000 -1500 -1000 -500 0 50
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2) Calcular (4e30")7

Solucién:

Aplicando la férmula de Moivre

N = (reiH) — rnelne

(4ei30°)7 = 47 . i730° — 16384 - @i210°

(4e%3°°)7 = 16384[c0s(210°) + isen(210°)]
1300 V3 1

(4e'3%)7 = 16384 |- — _Ell

(4e39")7 = —8192+/3 — 8192

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[x] -éwa}@él Ve 20

} Vista Algebraica b Vista Grifica

- Ndmera complejo
e 7,=346+2i

P z,=-14188.96 - 8192i 0=210° —
. %

F'UHTCI T T T T T T T T
. - —— ;16000 -14000 -12000 -10000 -8000 G000 -4000 -2000 ] 2000
- ® A=(16324; 210°) Numero complejo 1,2, I‘

-~ B=(0,0)

[ C = (4000, 0)
0 D=(0,0)

- Segmento

L@ Iz1=16384 Izl = 16384
- Angulo

2000 A

-2000

-E000 4
A= (163842107

-2000 1
z,=-14188.96- 8182i

-Annnn 4

D) RADICACION UN NUMERO COMPLEJO EN FORMA POLAR

Dado el nimero complejo z = r(cos6 + isenf) diferente de cero y n entero positivo, para obtener las
raices n — ésimas diferentes de z se emplea

0+ 2km
Vz = \/r(cos@ + isen8) = \r [cos( )
Donde k es un nimero entero que va desde 0 hasta n—1

0+ )

+ isen <
n

Estas raices pertenecen a una circunferencia de centro el origen y de radio igual a lan — ésima raiz real
positiva de r. EIl argumento de una de ellas es 8/n y las demas estan uniformemente distribuidas a lo
largo de tal circunferencia, separadas con un angulo de medida 2t /n
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Ejemplos ilustrativos

1) Calcular Y-2

Solucion:

V-2=%Y-2+0i

Graficando —2 + 0i

[ &}

=180°

E1=-2+|:|i a /’\
. 0

-3 -2 -1 1] 1 2

Calculando el radio vector o médulo de —2 + 0i se tiene

r=|Z|=\/a2+b2=\/(—2)2+(0)2=\/z=2

Calculando el angulo o argumento se tiene
b 0
0 = arc tan (5) = arc tan (_—2> =0°=180"=nm

Remplazando en z = r(cosf + isenf) se obtiene —2 + 0i = 2(cosm + isenm)

Remplazando el valor calculado en /-2 se tiene

V=2 = V-2 +0i = /2(cosm + isen)

Aplicando la formula de la raiz

0 + 2km 0 + 2km
Nz = Yr(cosO + isend) = Vr [cos (T) + isen (T)]

V=2 = 3/2(cosm + isenm) = V2 [COS (n g 2k7r> + isen <¢)]

Para
k=0

V-2=1%2 [cos (M) + isen (#)] =2 [cos (%) + isen (%)]
V=2 = \/_Icos <1800> + isen (15100>l = W[cos450 + isen45°] = V2 |— \/_ \/2_ l
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4,/23 {/ 8 V8

4 4t —
5/ 2=—4 — = +

+ I = 5 l

k = 1 se obtiene

Y B [COS (M) + isen (M)] =2 [COS (%) +isen (B_H)]

4 4
540° 540° V2 V2
Z—V_Icos< >+isen< 2 >l V2[c0s135° + isen135°] = V_l——+jll
e TR LI SR I3
2 2 2 2

k = 2 se obtiene

2 =12 [COS (M) + isen (M)] =32 [COS (%) tisen (S_H)]

4 4
900° 900° V2 2
V—2=12 lcos( ) + isen( 2 >l V2[cos225° + isen225°] = V2 l—— - i?
4 4 4 4
23 23 8 8
Yoo V2B N2 VB VB,
2 2 2 2
k = 3 se obtiene
+2-3 +2-3- 7 7
\/ = \/_ [COS (u) + isen (u)] = W [COS (—n) + isen (—n)]
4 4 4
1260° 1260° V2o 2
V-2= \/_lcos< >+ isen( 2 )l = V2[cos315° + isen315°] = Wl7— iT

. V23 V22 V8 Y8

————l____l

2 2 2
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Graficando los resultados empleando GeoGebra se obtienen:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

%' .27 ./-7 rj:"’? lj:‘? ®? ®7 ég.? x ABC? E:E %b_

b Vista Algebraica #| | » Vista Grafica
- Canica

el cnd =141
- Mimero complejo 15 4
L.@ 7,=0.84+0.84i

. _____ @ L, =084+ 0.84i

. _____ @ Z,=-084_084i
i @ 1,=0384. 0.84i
) Punto

@ A=-(0,0)

e C=(2,0)

Segmento

25 2

-1.5 1

Como se puede observar, las raices calculadas pertenecen a una circunferencia de centro el origen y de
radio igual r = V/2.

TAREA
1) Realice un organizador grafico sobre los nimeros complejos
2) Consulte la biografia de Abraham de Moivre y realice un organizador grafico de la misma
3) Resuelve los siguientes ejercicios en forma manual y empleando GeoGebra

a)Seaz; =5+ 3i; z, =4 — 2i, calcular z; + z,

94
b) Seaz, =5+ 3i; z, = 4 — 2i, calcular z; — z,
1+ 5i
2(54+3;
9 3(5+31)
10
-t
d) (5 + 4i)(5 — 50)
45 — 5§
(2 5_)(3+2_)
3724z t5!
209
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2+ =i
3+

12 + 4i
2—6i

4—8i
241

h)

4) Considerando que la siguiente expresion es un imaginario puro,
respectiva comprobacion
X+ 4i

2—6i

5) Considerando que la siguiente expresion es un imaginario puro,
respectiva comprobacion
4 + xi

2+

6) Considerando que la siguiente expresion es un imaginario puro,
respectiva comprobacion

2 .
g-X’l

3 .
Z—l

7) Considerando que la siguiente expresion es un imaginario puro,
respectiva comprobacion

1 .
7+m

+1i

N w

Wl N

21

—4i

calcule el valor de x. Realice la

12
calcule el valor de x. Realice la

-8
calcule el valor de x. Realice la

1

2
calcule el valor de x. Realice la

3

4

8) Considerando que la siguiente expresion es un real puro, calcule el valor de x. Realice la respectiva

comprobacion
X+ 4i

2—6i

9) Considerando que la siguiente expresion es un real puro, calcule el valor de x. Realice la respectiva

comprobacion
4 + xi

2+

2

10) Considerando que la siguiente expresion es un real puro, calcule el valor de x. Realice la respectiva

comprobacion
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N U
+
a

B W
I
N U1
~.

25

3
11) Considerando que la siguiente expresion es un real puro, calcule el valor de x. Realice la respectiva

comprobacion

1 .
) X1l
1 3.
) + ?l

-3
12) Graficar en forma manual y con GeoGebra z = 2 + 7i y su conjugada
13) Calcule el modulo y represente graficamente de manera manual y empleando GeoGebra
a)z=4+3i

5

b) Paraz = 4 — 5i y w = 3 + 2i, compruebe que |z + w| < |z| + |w|
c) Cree y resuelva un ejercicio similar a los anteriores

14) Expresar en forma polar de manera manual y empleando GeoGebra. Realice los graficos respectivos
a)z=1++3i
2(cos60° + isen60°)

b)yz=—V3+i
2(c0s150° + isen150°)

C)z=—4—4i
4+/2(c0s225° + isen225°)
d) Cree y resuelva un ejercicio similar a los anteriores

15) Realice las siguientes operaciones de manera manual y empleando GeoGebra. Exprese la respuesta
en sus diferentes formas

i 0 i 0
Dado z; = 2e3% y z, = 6e'°0" calcule

Q) z, 7y
Formas de un nimero complejo
Rectangular | Cartesiana Polar Coordenada Exponencial
0 binomial Polar
a + bi (a,b) r(cosf + isenb) (r,0) ret®
0+ 12i
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b) —
Z1
Formas de un nimero complejo
Rectangular | Cartesiana Polar Coordenada Exponencial
0 binomial Polar
a + bi (a,b) r(cosf + isend) (r,0) ret?
3[c0s30° + isen30°]
16) Cree y resuelva un ejercicio similar a cada uno de los anteriores
17) Realice las siguientes potencias de manera manual y empleando GeoGebra
a) (4 + 5i)?
-9 + 40i
b) (4 — 3i)?
7 — 241
) (4 —2i)3
16 — 88i
d) (2 + 30)
—46 + 9i
e) (2 + 3i)*
—119 —120i
)@ -2
—119 —120i
g) (3—-20)°
—597 — 122i
h) (5 + 2i)°

k)(1 + i)?

—1475 + 4282i

5657398 25229
2187 243

164833 11087
256 g

2(cos 2 + isen~
(COSZTL' lsenzrt)
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D1+ i)
) l 7 7 ] 7
(\/E) (coszn + Lsen—n)

2

m) (1 + )"
(v2)" (cos%n + isen%n)

m(V3+i)
o{cos L+ sen )

)(V3-i)’

25 (cosEn — isenEn)
6 6

15

1 V3,
P) <§+7l>

1+3i\""
q)( )

1-—1i
35 .35
210 (cos?n + Lsen?n)
18) Cree y resuelva un ejercicio similar al anterior

19) Calcule las siguientes raices. Realice los graficos de manera manual y empleando GeoGebra

b) ¥—9
T+ 2k T+ 2k

Y9 (COST + isen T)

Parak=0,1,2....... 8

5

¢) J1+V3i
. % + 2wk % + 21wk
V2| cos + isen S

20) Cree y resuelva un ejercicio similar al ejercicio anterior
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CAPITULO VI
FUNCIONES ¥ SUAPLICACION

6.1) INTRODUCCION

Variable. - Es algo que esta sujeta a cambios y varia de acuerdo a ciertas 6rdenes o circunstancias, como
también permite identificar algo desconocido dentro de un grupo de datos.

Las variables se las representa generalmente con las letras del abecedario especialmente con la x * y
conocidas como variables universales, las mismas que permiten encontrar valores deseados para
satisfacer una interrogante o resultados que vayan a solucionar problemas planteados. A estas variables
se las conoce como; variable independiente y variable dependiente.

La variable independiente. - Son los valores numéricos que toma la variable x, que se los conoce como
nameros de entrada de una funcion.

La variable dependiente. - son los valores de la variable y que resultan de los valores que toma la
variable X, se los conoce como nimeros de salida de una funcién.

De acuerdo a lo expresado anteriormente se dice que y es funcion de x cuando a cada valor de la variable
X corresponden uno o varios valores determinados de la variable y, es decir es la correspondencia que
existe entre los conjuntos de nimeros de entrada como de salida.

Simbdlicamente f(x), se lee “f de X que representa al nimero de salida en el rango de la funcion f que
corresponde al nimero de entrada x en el dominio de una funcion.

VARIABLES

Dominio y rango

Dominio. - el dominio de una funcion es el conjunto de todos los valores que satisfacen a una funcion.
Rango. - El rango o codominio de una funcion es el conjunto de valores que toma la funcion.

El dominio como el rango son un conjunto de nameros, datos, términos o casas que se los puede
relacionar entre si, donde el uno esta estrechamente relacionado con el otro.

DOMINIO RANGO O RECORRIDO
Conjunto de preimagenes Conjunto de imégenes
Conjunto de elementos de partida | Conjunto de elementos de llegada

Relacion.

En matematica la relacion es el conjunto de pares ordenados, que son el producto de las variables x A 'y,
es decir la relacion entre en dominio y el rango, como también puede ser una regla o una tabla de datos.
El par ordenado es el producto de la relacion de los valores numéricos que toma la variable x y el producto
de ésta es el nimero para la variable y.
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Los pares ordenados también son el resultado de una ecuacion, donde se puede considerar que toda
ecuacion es una relacion.

P (x, y) = Par Ordenado

x = Variable independiente, dominio

y = Variable dependiente, rango

Una relacion también se la expresa en forma de una ecuacion. Ejemplo y = 3x + 5, donde a cada valor de
X le corresponde un valor se y.
Por ejemplo.

a) (5,4)

b) La relacion de estudiantes y la calificacion en matematica.

Conjunto de entrada  Conjunto de salida
Variable x Variable y

Marina
Teresa
Susana
Maria
Juana

—
=]

h —1 00 \D

c) Larelacién de las materias y los alumnos de una carrera universitaria
d) Larelacién entre jugadores y los partidos de futbol

e) Larelacion de los colores de camisetas y un grupo de personas

f) Relacion entre un tipo de alimentos y un grupo de nifios

Funcion
“Una funcion es una regla que asigna a cada nimero de entrada exactamente un numero de salida. Al
conjunto de niameros de entrada a los cuales se aplica la regla se le llama dominio de la funcion. (Ernest

f. Haeussler, 2015)

La funcidn se la considera como una relacién existente entre los valores de la variable x (entrada) y los
valores de y (salida) expresando de esta forma un conjunto de valores (pares ordenados). Donde
exclusivamente a cada valor de x le corresponde un valor de y.

Con frecuencia, las funciones como las relaciones se las puede expresar como una ecuacion.

Si los valores de x son infinitos los valores de y también lo seran, es decir se relacionan directamente,
formando un conjunto de pares ordenados que ayuda a determinar una grafica que puede ser una recta o
una curva, definiendo de esta forma el dominio y el rango de una funcion.
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Es la relacion entre la
variable (%) v la variable (v)

Es la relacion entre dos
magnitudes

FUNCION

Es la correspondencia enire un
conjunto  (dominio) Vv un
conjunto (rango) de nimeros

f(x) = Esta compuesto por dos partes, valores de entrada o dominio (x), valores de salida o rango (y). Una
funcion se la puede considerar como una ecuacion.

Las funciones pueden ser representadas graficamente mediante los valores de pares ordenados que dan
como resultados el dominio y el rango de dicha funcién.

Ejemplos de relacion.

a) Graficamente se puede observar el Dominio es {-2, 0, 2, 4}. Y el rango es {0, 6, 12, 18}.

204

D=(4,18)
C=(2,1D)

B=(0,6)
[ ]

24

A=(2,0)

@
4 3 -2 -1 '] 1 2 3 4 5 ]

b) Grafique los pares ordenados {(1, 1) ; (2,2); (3,3); (-1, -1); (-2, -2) ; (-3, -3)} y encuentre el
conjunto del dominio y el conjunto del rango

s

0

-

=

Respuesta: el Dominio todos los nimeros reales y el Rango todos los nimeros reales
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c)

Represente graficamente la funciony = ||

-2 |

Fuente: (relaciones, 2014)

Respuesta: Dominio todos los nimeros reales y el rango todos los nimeros mayores o igual a cero y no
tiene ndmeros negativos.

Ejemplos del aula:

a)
b)
c)
d)
€)
f)

9)
h)

i)
)

K)

Una cantidad de dinero en un tiempo determinado a un interés

Las calificaciones de una asignatura

La tallay el peso de un grupo de personas de una determinada edad

El precio y el nimero de unidades de un producto

El nimero de horas trabajadas por el costo de hora trabajada de un determinado grupo de obreros
Numero de kildmetros recorridos de un vehiculo en el tiempo

Crecimiento de una poblacion en el Ecuador en un afio

En nimero de personas que ingresan a un centro comercial con relacién a un nimero determinado
de dias.

La relacién de los ingresos de trabajadores de una empresa con relacion a otra empresa realizando
las mismas actividades.

Represente graficamente {(1, 2); (2, 4); (3, 6); (-1, -2); (-2, -4); (-3, -6)} y encuentre el dominio
y rango. Rta: dominio todos los nimeros reales y el rango todos los numeros reales

Grafique los datos de la tabla que reflejan un capital y los intereses en un tiempo determinado,
encuentre en dominio.

Capital Interés
10000 240
9000 220
8000 200
7000 180
6000 160
5000 140
4000 120
3000 100
2000 80
1000 60
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I) Calcule el dominio de las siguientes funciones”
1) y=_*
)y x?—x—-2
2) Y= x*®+6x+5 Rta: Dom = todos los nimeros reales excepto {-5, -1}

3) y=-16-6x +x% Rta: (8, 2)

Rta: Dom = todos los nimeros reales excepto {0, -1, 2}

Por ejemplo:

a) Una cantidad solicitada como un préstamo a una institucion financiera esta sometida a un interés y
este dependera directamente del tiempo.

b) x + 2y+23 Ecuacidn lineal donde el mayor exponente siempre va a ser uno.

y = Recorrido = Rango

y

& 4

X = Dominio

P(x,y) = Par Ordenado = Coordenada

x = Variable independiente, dominio

y = Variable dependiente, rango

f(x) = Esta compuesto por dos partes, valores de entrada o dominio (x), valores de salida o rango (y). Una
funcidn se la puede considerar como una ecuacion.

Ejemplos ilustrativos:
Calcular el dominio de las siguientes funciones:

X
f(x) - xz —x = 2
Factorando el denominador (x —2)(x+1) =0=x=2;x = —1

Dom =R —{-1, 2}
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Graficando en GeoGebra se observa que el dominio son todos los nimeros reales (R) menos el -1y el 2

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A . e a=2
.v/v/‘ld"/vbv ®v @v é’o‘vNABCv Tv ‘%'v
} Vista Algebraica X | » Vista Grafica
Funcidn 8
e ) =
e Hx) =
5
4
3
2
1
1 [ 1 2 3 4 5 [ 7 8
-1
-2

2) f(x) = x> +6x+5
Dom =R

Graficando en GeoGebra se observa que el dominio son todos los nimeros reales

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R [l o2 L Do O Ol L N 2] )

b Vista Algebraica > | = Vista Grafica
-~ Funcidn
@ f(x) = x> +5x+6

1) Responda

a) Defina lo que es una funcion

b) Escriba un concepto de funcion lineal

c) Mediante un ejemplo explique el dominio y rango de una funcion

d) Que entiende usted por funcion oferta, funcion demanda, funcién constante, funcion polinomial,
funcion racional

e) Graficamente demuestre la interseccion de dos funciones y explique

f) Escriba dos razones de cuando dos 0 mas funciones son simétricas

g) Demuestre graficamente una diferencia entre funcion lineal y funcién cuadrética.

h) Defina y dibuje la hipérbola, elipse y parabola
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2) Grafique las siguientes funciones en forma manual y con GeoGebra

a)y=4x—-5
1

b) f(x) = —
¢) f(x) =2 —4x — 3x?
d)y—3x—4=0

2x — 3
e)y=—¢
fy=lx-2|
9)y = Ix*+5x -6

3) Conteste:
a) Elabore un concepto de funcion
b) Consulte y realice un mapa conceptual sobre los tipos de funciones

4) Represente graficamente los puntos y analice si es una recta o no y ¢Por qué?.

a) (2,5); (6,9)

b) (3,6); (5,8); (7,10); (9,12)

c) (0,0); (=2,1); (6,7)

d) (4,6); (4,—6); (—6,6); (—4,—6)

e) (4,0); (=4,4); (—4,—4)

f) (=3,-1); (=2,0); (-=1,1); (0,2); (1,3); (2,4); (3,5)

5) Grafique en forma manual y empleando GeoGebra. Escriba el tipo de graficas que obtuvo.

Ay=x

b) x2 +y2 =16
C)3x+3y=4

d) 9x2 + 25y? = 225
e)xy=>5
fly=x?2—-5x+6
)y = x* — 5x

h) y = x?

6) En cada uno de los ejercicios construya la grafica respectiva en forma manual y con GeoGebra

a) Un costurera gana 2 délares la hora de cocer ciertas prendas de vestir. Elabore la grafica de los valores
de trabajo realizado en 7 horas. .

b) Maria hace una relacion de negocios en donde 12 dolares equivalen a 2400 ddlares, elaborar la tabla
que le permita convertir 15, 18, 20, 50 dolares.

¢) Un taxi va a 60 km por hora, saliendo del punto cero, pero tiene que llegar a varios puntos realizando
cambios de velocidad como. Elabore la gréafica resultante.

Atuntaqui: 75 km en 1hora 30 minutos

Otavalo: 83 km en 2 horas 15 minutos

Cayambe: 100 km en 3 horas 0 minutos

Carapungo: 110 km por hora en 4 horas 50 minutos
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d) Una fabrica textil que confecciona ropa deportiva durante los 12 meses del afio 2015, se desea saber
cémo fue la produccion en ese afio para conocer la utilidad y en el afio 2016 tomar los correctivos para
obtener una mejor utilidad, la produccion fue la siguiente respectivamente: , 678, 708, 800, 920, 1200 ,
900, 760, 920, 100, 1300

e) Un alumno hace un andlisis de sus evaluaciones de matematicas todos los meses. En octubre obtuvo
5,5y en cada mes posterior hasta el mes de mayo 0,5 décimas de punto mas que el mes anterior. Hallar
la gréfica de sus calificaciones

6.2) RECTAS

La recta es una sucesion de puntos que van en una misma direccién sin formar ningun tipo angulos. Es
decir un punto tras otro.

Las rectas de acuerdo a su direccion forman angulos con diferente inclinacion, las mismas que definen
el valor de su angulo.

Las rectas pueden ser finitas o infinitas:

Rectas Finitas.- son aquellas que se conoce su punto inicial y el punto final, es decir tiene, es decir
tiene una dimension conocida.

Rectas Infinitas.- son aquellas que se conoce en algunos casos el punto inicial y su tendencia es hacia el
infinito, en otros casos no se puede conocer ni el inicio ni el final.

Pendiente de una recta
Se denomina pendiente o coeficiente angular de la recta, a la tangente de su angulo de inclinacion.

--------------------- B (xy. 0]

5
|
S

Y

L
i

R4

Por Trigonometria
P,B _Y2™N
P,B  x,—x;

tana =

Por lo que remplazando
Y2—W1
X2 — X1

tana =

234



Por lo que el valor de la pendiente de una recta se calcula por la ecuacion:
Y2 — W1

X2 — X1
Si a es obtuso el valor de la pendiente sera negativo y si a es agudo el valor de la pendiente sera positivo.

Clases de pendientes
De acuerdo a su inclinacién tenemos las siguientes pendientes:

a) Pendiente positiva
b) Pendiente negativa

c) Pendiente nula
d) Pendiente no definida
Y

/ Pendiente Positiva

Pendiente Cerc

X

Pendiente Negativa

Pendiente Indefinida

a) Pendiente positiva

Es la recta que sube de izquierda a derecha

b) Pendiente negativa

Es la recta que desciende de izquierda a derecha
c) Pendiente nula

Es una recta vertical que no tiene pendiente, porque se encuentra paralela al eje x, la misma que da un
denominador cero con la aplicacion de la formula de la pendiente.

d) Pendiente indeterminada o no definida

Es una recta horizontal es decir paralela al eje y, esta es el resultado de un numerador cero, con la
aplicacion de la formula de la pendiente. Por tanto la pendiente de la recta es cero.
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En resumen, podemos concluir con lo siguiente:

Pendientes Conceptos
Pendiente positiva Recta que sube de izquierda a derecha
Pendiente negativa Recta que desciende de izquierda a derecha
Pendiente nula Recta horizontal
Pendiente no definida Recta vertical

Ejemplos ilustrativos
Calcule la pendiente de la recta que pasa por los siguientes puntos:
1) (25)y (8,7)

14

a

m = J’Z_Y1=7_5=f=
xz_xl 8_2 6

wlnN =

2) (=3,59y(=57)

m_xZ_xl__S_S__8_ 4‘

3)(=3,-5)y(58)

m_xz—x1_5+3_ 8
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TAREA

1) Conteste:

a) De acuerdo a su comprension escriba un concepto de pendiente
b) Escriba las caracteristicas de una pendiente

c) Realice la clasificacion de las pendientes con un ejemplo

d) Represente graficamente con un ejemplo las clases de pendientes

2) Resuelva y represente graficamente los siguientes ejercicios en forma manual y con GeoGebra:
a) (=2,-2)y (33)

b) (2,3) y (5,5)

) (52)y(7.2)

d) (=51 y (8,2)

e) (-18) y (1,8)

f)(=51)y (10,1)

3) Conteste:

a) Escriba un concepto de pendiente

b) Escriba las caracteristicas de una pendiente

c) Realice la clasificacion de las pendientes con un ejemplo

d) Calcule la pendiente de los ejercicios del numeral 2 y determine el tipo de pendiente explicando la
razon.

e) De su propia inventiva redacte 5 ejercicios de aplicacion de pendientes.

6.3) ECUACIONES DE LA RECTA

Ecuacion.- es una igualdad formada por una expresion algebraica donde hay la presencia de variables 'y
constantes. En las ecuaciones lineales el mayor exponente de la variable es uno.

Ejemplo:

3x+7 =35

Tenemos el primer miembro que se encuentra una expresion algebraica entera y en el segundo miembro
tenemos un coeficiente.

Las ecuaciones lineales permiten encontrar el valor de la variable o valor desconocido.

Es una igualdad de expresiones

algebraicas
ECUACIONES
LINEALES

Permite encontrar el valor
desconocido o valor de la
variable

—

Cuando hay la presencia de una igualdad algebraica como (x + 6)? = x2 + 12x + 36, se puede decir
que hay una identidad.
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Identidad. Es una igualdad entre dos expresiones algebraicas que permiten tomar cualquier valor
asignado a la variable.

Clasificacion de las ecuaciones.

Las ecuaciones se las puede clasificar de acuerdo a los términos de los que estan formadas.
a) Ecuaciones enteras

b) Ecuaciones fraccionarias

c) Ecuaciones irracionales

d) Ecuaciones literales

e) Ecuaciones equivalentes

Ecuaciones
Clasificacion Conceptos
Ecuaciones enteras Es una igualdad de expresiones algebraicas y todos sus coeficientes
son nUmeros enteros
Ecuaciones fraccionarias Es una igualdad de expresiones algebraicas donde por o menos uno
de sus coeficientes es nimero fraccionario y los otros pueden ser
ndmeros enteros

Ecuaciones Irracionales Es una igualdad de expresiones algebraicas donde por o menos uno
de sus términos es irracional
Ecuaciones Literales Es una igualdad de expresiones algebraicas donde hay la presencia

de letras a méas de las variables.

Estas pueden tener sus coeficientes nimeros enteros o nimeros
fraccionarios.

Ecuaciones Equivalentes Es una igualdad de expresiones algebraicas donde sus términos tienen
exactamente las mismas soluciones.

TAREA
1) Conteste:
a) Realice un cuadro sindptico de la clasificacion de las ecuaciones lineales
b) Escriba dos ejemplos con su respectiva resolucion de cada uno de las clases de ecuaciones lineales
c) Escriba un concepto de identidad
d) Mediante un ejemplo explique el concepto de identidad
e) Escriba un concepto de ecuacion lineal
f) Escriba las caracteristicas de la ecuacion lineal

2) Resuelva los siguientes ejercicios en forma manual y empleando GeoGebra:
a)5x+8=3x—30

1
b) Ex—6=2x+5

2x+8 5x—7

x+1 x+1
d) De cualquier fuente de informacion investigue dos ejercicios de cada una de las formas de ecuaciones
y resuélvalos
f) De su propia inventiva cree 3 ejercicios de las diferentes formas de ecuaciones y resuélvalos
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6.4) FUNCION LINEAL DE COSTO

Los modelos matematicos de costos lineales estan enfocados a las empresas que se dedican a realizar
algun tipo de produccion, donde intervienen dos tipos de costos.

a) Costos fijos

b) Costos variables

Costos fijos: En este tipo de costo no se toma muy en cuenta la cantidad producida de un determinado
articulo, es decir no depende del nivel de produccion, puesto que los costos fijos permanecen constantes.
Ejemplos.

B Valor de la hora de trabajo

B Arriendo de locales

B Tasa de interés para realizar prestamos

B Tasas de interés para inversion

B Salarios de administracion

Costos Variables: En este caso depende directamente del nivel de produccién, es decir de la cantidad de
articulos producidos.

Para producir un articulo es necesario conocer el costo de los materiales, mano de obra, modos de
produccidn, y otros insumos que se utilicen para la produccion de un determinado producto.

COSTO TOTAL = Costo Variable + Costo Fijo

El costo variable por unidad del articulo producido es:

Costo total = Costo totales variables + costos fijos.

Yc =mx+ b

Yc = costo total m = costo constante
X = costos variables b = costos fijos
Ejemplos ilustrativos

1) Consumo e ingreso: La compafia “PRODUCCIONES” determina el costo de producir carteras por
semana, la misma que est& dado por:
C(x) = 5000 + 6x + 0,002x?

EvalUe el costo de producir:
a) 1000 unidades por semana
b) 2500 unidades por semana
C) ninguna unidad
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Solucion.

a) Parax = 1000

C(x) = 5000 + 6x + 0,002x2

C(x) = 5000 + 6(1000) + 0,002(1000)?
C(x) = 13000

b) Para x = 2500
C(x) = 5000 + 6(2500) + 0,002(2500)2

C(x) = 32500

b) Parax =0

C(x) = 5000 + 6(0) + 0,002(0)?2
C(x) = 500

Gréaficamente en GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

8| B @0 £ o) 22 [4]
B

b Vista Grafica
flaz) = 5000 + 6 = + 0.002 =°

P Vista Algebraica

i Funcidn

@ f(x) = 5000 + 6 x 4 0.002 x*
. Punto

@ A=(1000,13000)

=@ B=(2500,32500)

@ C=(0,5000)

B = (2500, 32500)

A=(1000,13000)

C= (0, 5000)

T T T T T T T T T
-5000 -4000 -3000 -2000 -1000 [x] 1000 2000 3000 4000

2) Un fabricante vende sacos de lana para hombres a un 15 dolar por unidad, si el costo de los materiales
y mano de obra por unidad son de 8 dolares, ademas existen costos fijos de 4.000 do6lares por semana.
¢Cuantas unidades debera producir si desea obtener utilidades semanales de 3.000 dolares?

Datos:
Precio = 15
CV =8x
Cf=4.000
Q=7
U =3.000
CT=CF+CV Y =P(Q)
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CT = 8x + 4.000 I = 15x

U=IT - CT

3.000 = 8x + 4.000 — (15x)
3.000 = 8x + 4.000 — 15x
—8x + 15x = 3.000 + 4.000

7x = 7.000

x = — = 1000
Empleando GeoGebra
x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn,
=] =l oy x=[x=] ¢ ][2]] s -

3:5 J ) *

} Vista Algebraica X | » Calculo Simbdlico (CAS) X | = Vista Grafica X
- Funcién . A C~

@ C(x) = 8x+4000 1| =tE i

@ 1(x) = 15x ® |- I(x):=15x

® U(x) = 7x— 4000

Lista 2 C(x):=8x+4000

...... ® listat - (1000, 0)} ~ Clx) = & x4 4000

3 U(xy=10)-Clx)
5000
® - U(x) := 7x— 4000

4 lista1:=Soluciones[3000 = 7x - 4000] o) = 8+ 4000

)
1] &

® ListaPuntos: listal :== {(1000,0)} -200 o 200 01 800 200 1000 1200 1400 1600
<
5

~5000

\

-10000

-15000

uuuuuu

3) La empresa “LUJOS” elabora dispositivo de proteccion de puertas vehiculares a un costo variable de
6 dolares por unidad y el costo fijo de 80.000 dolares. Donde cada dispositivo tiene del precio de 10
dolares. Determine el nimero de unidades que debe venderse para obtener una utilidad de 60.000ddlares
al afo.
Datos:
CV =6x
CF =80.000
P=10
Q=X
U =60.000
CT =CV +CF U=IT - CT
CT = 6x + 80.000 60.000 = 10x — (6x + 80.000)

60.000 = 10x — 6x — 80.000

I'=P(Q)
I =10x 60.000 + 80.000 = 4x
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140.000

4
x = 35.000

X

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn,

A el N=E

» Vista Algebraica X| | ¥ Cdlculo Simbélico (CAS) X | = Vista Grafica X

Funcidn
L@ C(x) = 6x+ 80000 U
® I(x) =10x ® - I(x) :=10x
@ U(x) = 4x— 80000

106) = 10% -

200000

Lista 2 C{x) = 6x + 80000

...... ® listal =
istat =0 ] — C(x) := 6 x+ 80000 150000

3 Ux):=I(x}-Cix)
® | -~ U(x):= 4x— 80000

100000

60000=4x-80000

Resuelve: {x= 35000}

5
";}5666 -10000 -5000 1 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000

-50000

100000
r — 80000

-150000

Iix) = 10z

-200000

Entrada

TAREA
1) Escriba
a) Un concepto de costo, costo variable, costo fijo
b) Dos diferencias entre costo fijo y costo variable
c) Dos semejanzas entre costo variable y costo fijo
2) Resuelva los siguientes problemas en forma manual y empleando GeoGebra

a) Luis es duefio de 90 departamentos en un complejo de vivienda donde cada uno lo arrienda en 350
dolares mensuales. Pero cuando el arriendo es aumentado en 10 ddlares queda dos departamentos
desocupados sin posibilidad de ser arrendados. Luis desea recibir 31 980 ddlares mensuales de arriendo.
Calcular el valor del arriendo que deben ser arrendados cada uno de los departamentos

$ 390

b) El comité de crédito de una cooperativa de economia popular y solidaria de La Florida, acuerda
amortizar unos bonos en 2 afios para este tiempo se requirieron 1°102.500 ddlares. Pero se realiza una
reserva 1000000 dolares. Calcular la tasa de interés anual a valor futuro.
5%
c) Pedro fabrica computadoras para estudiantes en su empresa a un precio de 500 dolares cada una, tiene
buena acogida en el mercado y se vendes 2000 computadoras al mes. Se considera el precio a 450 dolares
cada computadora y las ventas son de 2400 unidades. Determine la ecuacion de demanda suponiendo
que es lineal.
g = 235000 - 4000p
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3) Resuelva los siguientes problemas en forma manual y empleando GeoGebra:

a) La papeleria “Popular” realiza una oferta de ciertos articulos escolares, cuando el precio de los
cuadernos Norma es de 1.15 USD los estudiantes universitarios adquieren 28 cuadernos y cuando el
precio es de 1.40 USD los estudiantes solamente adquieren 18 cuadernos. Determine la ecuacién de la
demanda y realice la gréfica.

p+0,015q-1.67=0

b) En el Mercado Mayorista de la ciudad de Ibarra cuando la caja de tomate tiene un precio de 12 dolares,
existe una demanda de 250 mientras que cuando el precio es de 4 dblares la demanda es de 600. Hallar
la ecuacion de la demanda.

175p + 4q— 1850 = 0

c) Un fabricante de pantalones pone en el mercado 2200 pantalones a un precio de 25 délares (por unidad)
y 2500 cuando el precio es de 30. Determine la ecuacion de la oferta suponiendo el precio y cantidad que
estan relacionados linealmente.

60p-q-700=0

d) En una fabrica el precio de ternos deportivos es de 35 dolares no existe demanda, pero cuando el precio
se reduce a 20 dolares la demanda es de 45. Cual es la ecuacion de la demanda y su grafica.
3p+gq-105=0

e) Un almacén en tiempo navidefio vendié 300 unidades de adornos para el arbol de navidad a un precio
de 15 dolares cada uno y en época normal vende 200 unidades a 18 dolares cada uno. Encontrar la
ecuacion de la demanda y determine el precio cuando se han adquirido 220 unidades para poder ofertar
en otros periodos.

100p + 3q — 2400 = 0; p = 17.40 ddlares

f) En un centro comercial de la ciudad de Ibarra se venden 80 planchas semanales cuando el precio es de

22 délares cada unay 49 planchas cuando el precio es de 35 dolares cada una. El propietario del almacén

necesita saber cuando serd la demanda cuando las planchas tengan el costo de 30 dolares cada una.
31p-579-5242=0

g) Comercial Hidraulico ofrece vehiculos de 12,800 dolares existen una demanda por parte de los clientes
aproximadamente de 180 vehiculos en el mes de enero, para el mes de febrero su precio disminuye en el
15% y la demanda es de 128 vehiculos. Cual seria la demanda para el mes de junio si se mantiene el
mismo precio de enero. Hallar la ecuacion de la demanda y el nimero de vehiculos que se venderan en
este mes.

P —1868q + 323440 = 0; g = 166

h) Supdngase que una Industria de leche “Floral” vende 400 quesos diarios cuando el precio es de 1.45
(ddlares cada uno) y 600 quesos a 1.50 (dolares cada uno). Determine la ecuacion y la grafica que la
cantidad y el precio se encuentran relacionados.

P =0,00025q + 135
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6.5) FUNCION OFERTA Y DEMANDA
Las funciones oferta y demanda son muy utilizadas en al campo econémico, pueden ser lineales como

también cuadraticas, el valor de cada una de sus variables refleja el precio y la cantidad vendida, donde
se conoce la utilidad o perdida de ese producto en el mercado.

Funciones

Dferta Demanda

/ehcmn
Precio \miades de consumidores

Gréficas de la oferta y demanda lineal
F Curva do Qfarin

: Curva g Damanda

1 2 3 4 5 3 T a

Fuente: (Gréficas de oferta y demanda, 2014)

FUNCION OFERTA. - la oferta puede ser lineal o cuadratica, donde la relacion entre el precio de un
determinado producto y la cantidad que los fabricantes producen en un determinado tiempo.

&
Precio
Oferta
450 |
Za0 e
E [ 2
QOl Q02 Q

Fuente: (Imagenes de funcion oferta, 2014)
La simbologia de que se utiliza es p = precio y la g = cantidad vendida (cantidad demandada) de un
articulo
Donde:
q = es la variable independiente; p = es la variable dependiente
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Ley de la oferta. ““Es la correspondencia entre el precio p de cierto producto y la cantidad g que los
fabricantes proporcionan por semana a ese precio. A cada precio le corresponde exactamente una
cantidad y viceversa. Si p es la variable independiente, entonces g es una funcion” (Ernest, 2015)

Donde simbdlicamente tenemos:

q=1f(p)
La ecuacion puede estar representada por

y=mx+b

CARACTERISTICAS DE LA OFERTA LINEAL
La inclinacion de la recta asciende de izquierda a derecha
La recta es creciente
Tiene la forma de una pendiente positiva
En el eje x se coloca la cantidad producida
En el eje y se coloca el precio por unidad

FUNCION DEMANDA.- La funcién demanda se refiere a la relacion existente entre el precio por
unidad de un determinado producto y el nimero de consumidores.

Se considera g como la cantidad del producto

y p como el precio del producto.

P

Pl Qoo .

Qo Ql Q
Fuente: (Gréficas de la ffuncién demanda, 2014)

Ley de la demanda. Es la relacion de tipo

Donde: p=mx+b

p = precio por unidad del articulo
my b son constantes

CARACTERISTICAS DE LA OFERTA LINEAL
La inclinacion de la recta desciende de izquierda a derecha
La recta es decreciente
Tiene la forma de una pendiente negativa
En el eje x se coloca la cantidad producida
En el eje y se coloca el precio por unidad
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6.6) ECUACIONES DE OFERTA Y DEMANDA COMO MODELO MATEMATICO

Las ecuaciones de oferta y demanda son aplicables en la econdmica, administracion y en el area
académica, donde se puede conocer la utilidad, la pérdida, la cantidad vendida de un articulo, el valor
adquirido por las ventas, la relacion de bienes y servicios, entre otros.

La utilizacion de la oferta y demanda permite conocer los niveles de produccién de todos los elementos
relacionados con la vida del hombre.

Ejemplos ilustrativos

1) Maria realiza la confeccion de cobertores para camas de dos plazas, la demanda es de 40 unidades
cuando el precio es de 12 dolares por cobertor y de 25 unidades cuando el precio es de 18 ddlares por
unidad. Encuentre la ecuacion de la demanda cuando se necesita de 30 unidades.
Graficando los datos
P,(40,12) y P,(25,18)

=s
=0

=s

=0
P2 = (25, 18)

F1 = (40, 12)

Calculando la pendiente
D2 — D1 18 —-12
m = =

2
=i 044
G—a. MTm-a  Mm="5=70

Calculando la ecuacion

2
p—pi=m(q—q)=p-12=—-(q—-40) = 5p — 60 = —2q + 80

2
5p+2q—140=0=>p+§q—20=0
Para 30 unidades

2 2
p+§q—28=0$p+§'30—20=0ﬁp=16

2) Se vende 10 pares de zapatos deportivos para nifias a 80 dolares cada par y 20 pares de zapatos cuando
el precio es de 60 ddlares. Calcule la ecuacién de la demanda y realice la grafica empleando GeoGebra
P,(10,80) y P,(20,60)
Calculando la pendiente
D2 — D1 60 — 80 20
m = >m=

= = = ——==2
G- " 20-10 T 10
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Calculando la ecuacion
p—p,=m(@—q,) >p—80=-2(q—10)=p—-80=—-29g+20=>p+2qg—-100=0

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

%V .AV /./7 :I‘:'-FF? *I-.?;'V ®V ®V éE.V & ABCV i:Ev 4%.'

b Vista Algebraica A | # Vista Grafica
- Funcidn
- f(x) = 100 — 2 x
i Punto 100
@ P1=(10,80)
------ & P2=(20,60) P1= (10, 80)
80 -
F2=(20, 60)
80
4|:|_
20 -
0
10 o 10 20 a0 40 5\

TAREA

1) Escriba

a) Dos diferencias entre funcion lineal y funcion cuadratica

b) Dos diferencias entre costo fijo y costo variable

¢) Una diferencia y una semejanza entre pendiente positiva y pendiente negativa

2) Resuelva en forma manual y empleando GeoGebra
a) Luis es duefio de una empresa de elaboracion de accesorios para vehiculos donde 100 medidores de
velocidad no tienen demanda, pero hay la demanda de 50 medidores de velocidad cuando el precio es
nulo. Cual es la ecuacion de la demanda y su gréafico.

20+p-100=0

b) La sociedad de mujeres campesinas de la Esperanza elaboran prendas bordadas a 10 ddlares por
unidad, Esta compafiia ha elaborado 1200 prendas bordadas, mientras otra clase de bordados es de 15
dolares por unidades y se producen 4200 prendas bordadas. Determine la relacion de la oferta suponiendo
que sea lineal.

q—600p +4800=0

c) Carlos se dedica a la elaboracion de detergentes para la limpieza de las casas y tiene una venta de
10000 frascos de un litro semanales, cuando el precio es $1,20. Pero tiene un incremento de sus ventas

247



de 12000 del mismo producto si el precio es de $ 1,10 dolares por frasco. Determine la ecuacion de
demanda suponiendo que es lineal.

p +0,000059 - 1,70
3) Escriba

a) Un concepto de Funcion costo, funcion demanda y funcion oferta
b) Dos semejanzas entre funcion oferta y funcién demanda

4) Resuelva los siguientes problemas. Realice los gréficos en forma manual y con GeoGebra

a) Mario vende 10 ternos para damas a la semana cuando el precio es 80 ddlares y 20 de los mismos
ternos cuando su precio es 60 dolares. Cual es la ecuacion de la demanda.
2q+p-100=0

b) El precio de fabricar 10 maquinas para seleccionar semillas de cebada al dia es de 300délares, mientras
que si se producen 20 a un precio de 600 dolares del mismo tipo y en los mismos tiempos. Calcule la
ecuacion

p-30q=0

c) Manuel es un comerciante de productos agricolas y vende 45 quintales de trigo a 20 délares cada uno,
la demanda se ha incrementado donde puede vender 60 quintales del mismo producto si el precio es de
25 dolares cada quintal. Calcule la ecuaciéon de demanda suponiendo que es lineal.

g-3p+15=0

d) La fabrica “Bondades” de la ciudad de Ibarra se dedica a confeccionar 8000 pares de medias a un
precio de 2.50 dblares cada par, la empresa produce 14000 pares de medias a un precio de 4 dblares cada
par por semana. Determine la ecuacion de la oferta suponiendo que es lineal.

p =0,00025q + 0,5

e) La fabrica de calzado popular se dedica a la fabricacion de zapatos deportivos con una produccién de
50 semanales con el precio es de 35 dolares cada par, si produce 35 pares de zapatos a la semana a un
costo de 30 délares cada par. Determine la ecuacién de la oferta.

3p-gq-55=0

f) La fabrica “ANET” se dedica a la confeccion de ropa para caballero, donde produce 40 camisas
deportivas a un precio de 10 dolares cada una, pero si produce 25 camisetas a un precio de 15 dolares
cada camiseta. Calcule la ecuacion de la demanda.

3p+q-70=0

g) En la papeleria “El estudiante” se vende 28 cuadernos universitarios al precio de 1,15 délares y 18
cuadernos universitarios cuando el precio es de 1,40 dolares. Determine la ecuacion de la demanda y
realice la gréfica.

p+0.015q-1.67=0

h) En el Mercado Mayorista de la ciudad de Ibarra cuando la caja de tomate tiene un precio de 12 ddlares,
existe una demanda de 250 mientras que cuando el precio es de 4 délares la demanda es de 600. Hallar
la ecuacion de la demanda

175p + 49 -1850=0
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i) Un fabricante de pantalones pone en el mercado 2200 pantalones a un precio de 25 dolares (por unidad)
y 2500 cuando el precio es de 30. Determine la ecuacién de la oferta suponiendo el precio y cantidad que
estan relacionados linealmente.

60p-gq-700=0

j) En la fabrica “El deportista” si los calentadores tienen el precio de 35 ddlares no existe demanda, pero
cuando el precio se reduce a 20 dolares la demanda es de 45. Cual es la ecuacion de la demanda y su
gréfica

3p+g-105=0

k) Un almacén en tiempo navidefio vendio 300 unidades de adornos para el arbol de navidad a un precio
de 15 délares cada uno y en época normal vende 200 unidades a 18 dolares cada uno. Encontrar la
ecuacion de la demanda y determine el precio cuando se han adquirido 220 unidades para poder ofertar
en otros periodos.

100p + 3q — 2400 = 0; p =17.40 dolares

I) En el centro comercial “La Economia” de la ciudad de Ibarra se venden 80 planchas semanales cuando
el precio es de 22 dolares cada una y 49 planchas cuando el precio es de 35 dolares cada una. El
propietario del almacén necesita saber cuando sera la demanda cuando las planchas tengan el costo de
30 ddlares cada una

31p-579-5242=0

m) Supodngase que una Industria de leche vende 400 quesos diarios cuando el precio es de 1.45 (dolares
cada uno) y 600 quesos a 1.50 (dolares cada uno). Determine la ecuacion y la grafica que la cantidad y
el precio se encuentran relacionados.

p =0,00025q + 135
6.7) PUNTO DE EQUILIBRIO

El punto de equilibrio es:

PUNTO DE EQUILIBRIO
Es la interseccidn entre dos rectas
B En lainterseccion entre la funcién oferta y la funcién demanda.
B Permite conocer el precio y la cantidad de equilibrio
E  Es cuando la cantidad demandada es igual a cantidad ofrecida

249



Graficas del punto de equilibrio

&
|

y =
Costos (%) | recta de equilibrio

20,000

———

10,000 20,000

—

30,000 40,000
Ventas ($)

—

X
e

Fuente: (Imagenes de punto de equilibrio, 2014)

Anélisis del Punto de Equilibrio

costo
ingreso CT
E CF
IT
cantidad X

CF = Representa el costo fijo

IT = Representa los ingresos totales
CT = Representa el costo total

E = Punto de equilibrio

Ejemplos ilustrativos

1) La empresa “PARAISO” se dedica a la fabricacion de pulseras para dama, donde el costo de mano de
obray de los materiales por pulsera es de 15 dolares y los costos fijos son de 2000 dolares al dia. Si vende
cada pulsera a 20 délares. Cuantas pulseras para dama se debe producir y vender cada dia con la finalidad

de mantener el punto de equilibrio.

Solucion
X = numero de relojes producidos y vendidos cada dia
Yc = costos variables totales + costos fijos




Yc = 15x + 2000

Precio de venta de cada reloj = 20 dolares

Yi = 20x

Yc = 15x + 2000

20x — 15x = 2000

5x =2000/5

X =400

Se debe vender 400 relojes al dia garantiza que no hay ni perdidas ni ganancias sino punto de equilibrio

Yc =15x + 200
X 0 20 40 |60
Y | 200|500 |800 | 1100

X [0 |20 | 300 400|500 |600
Y |0 | 400|600 | 800 1000 | 1200

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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b Vista Algebraica » Vista Grafica
: Funcign

@ f(x) = 15x 42000
L@ g(x) = 20x 10000 -
- Punto

“-4 A=(400, 28000)

000 o
|F‘unt0 A Punto de interseccidn de f, g|

A=(400,8000)

000

Bt

= 15 x + 2000

200

T T T T T T T T T T T T T
o a0 100 180 200 250 300 350 400 450 500 550 00 B50

glz)|= 20

2) La empresa “Metélicas Ibarra” se dedica a elaborar materiales de oficina, donde va a producir una silla
ejecutiva que esta dada por la ecuacion: Yc = 2,5x + 300

a) Si cada silla se vende a 40 dolares. Cual es el punto de equilibrio

b) Si el precio de venta se incrementa a 5 ddlares por silla. Cual es el nuevo punto de equilibrio

c) Si se sabe que al menos 150 sillas pueden venderse al dia. Qué precio debera fijarse con el objeto de
garantizar que no haya pérdidas.

Solucién
a) El costo esta dado por Yc = 2,5x + 300
Se vende 40 dolares Yi = 40x
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40x = 2,5x + 300

37,5x =300

x=300/37,5

x = 8 El punto de equilibrio esté en 8 sillas.

b) Se vende 5 dolares

Yi =5x

45x = 2,5x + 300

42,5x =300

x=300/425

X =7 Con el nuevo precio el punto de equilibrio es de 7 sillas

c) Si se venden 150 sillas

Yc =2,5x+ 300

Yc =2,5(150) + 300

Yc =675

Con el objeto de garantizar un punto de equilibrio

150p = 675

P=675/150

P = 4,5 por lo tanto el costo que se debe fijar a cada silla es de 4,5 délares con el fin que no haya ni
ganancias ni perdidas

3) La empresa “El campesino” se dedicada a la produccidn de articulos agricolas, desea saber cudl es el
punto de equilibrio de dos productos que tienen mucha demanda en el mercado, expresados el primer

producto est4 dado por —iw + %z = % y el segundo producto esta dado por z + %w = %

Para resolver este problema de aplicacion seguimos los siguientes pasos:
a) Construir el sistema de ecuaciones
b) calcular los valores de las variables.
Solucion:
o Para resolver primero tenemos que ordenar el ejercicio de acuerdo a sus variables
e Se aplica cualquier método de sistema de ecuaciones lineales
o Se calcula el valores de las variables
o Se realiza la comprobacion

1 1 1 Remplazando en 2
——W+ sz =
4 2 6 6(0,5) +3w =4
1 2 _
st —w == 3+3w=4
2 3 3w=4-3
1
ZZ—W_1 W=§
4 6 _
2z+w 2 w =033
2 3
{122—6w=4
6z + 3w = 4(2)
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12z — 6w =4
{

12z + 6w =8
24z =12
_12_05
2=

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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b Vista Algebraica b Vista Grafica
Funcidn
i
= 1
(x] - 4
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_1—2!:
...... & 1
g(x] - 2

Punto

4) La empresa “Los Constructores” se dedican a la elaboracion de materiales de construccion, donde se
desea incrementar las ventas del producto pega baldosas que esta dado por 2x + 5y = 50 y el producto

para estucado que esta dado por 4x — 3y = 74 . Calcule el punto de equilibrio y elabore la gréfica
resultante en GeoGebra.

Solucion:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesién

1 =] =]
A L] I>‘ .&.v \’ ABC | 2=2
[&] AL D QO] N se] 22 ) T s
} Vvista Algebraica # | ¥ Cadlculo Simbdlico (CAS) #|| » vista Grafica ]
~| Fundidn ] Soluciones|{2x+5y=50 4x-3y=74}, {xy}]
o i) = 50— 2x
5 - (20 2)
dx—T74 3
® z(x) = s
2
Punto
@ A=(20,2) 2

26 28

El punto de equilibrio es (20,2)
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TAREA
1) Conteste las siguientes preguntas:
a) Escriba un concepto de punto de equilibrio
b) Escriba 5 razones por las cuales el punto de equilibrio ayuda para conocer las debilidades o fortalezas
de las empresas
c) Realice una grafica donde se represente la oferta y la demanda
d) Redacte un concepto de oferta
e) Redacte un concepto de demanda

2) Realice los siguientes ejercicios

a) Determinar el precio de equilibrio y la cantidad de equilibrio de dos productos que produce la
asociacion comunitaria La Florida del Canton Ibarra que se dedica a la elaboracion de productos
artesanales de exportacion que estan dados por la ecuacion O: p = 5+ 3g que representa al primer
productoy D: p=-2q+ 25 que es la segunda ecuacion que representa al segundo producto.

b) Resuelva el sistema de ecuaciones lineales en forma manual y con GeoGebra en forma algebraica y
en forma gréfica

7y +2+5x=8y—4y+6

4 1 21 3 2 5

B R i DA

x=0,72;y=25

c) De acuerdo a las siguientes ecuaciones encuentre el punto de equilibrio y los valores de cada una de
las variables
‘p=2 4+ 7
Oferta:p=2+ 55 dY la demanda 12 + o
p=5yq=100
d) De acuerdo a las siguientes ecuaciones encuentre el punto de equilibrio y los valores de cada una de
las variables
D=2+ a2 1
Oferta:p=2+ o009 la demanda =~ 3500 ¥
p=6yq=6000

e) De acuerdo a la ecuacion de la demanda 245 p+99g=2517 y la ecuacion de la oferta 170p-167g=-300
encuentre el punto de equilibrio y los valores de cada una de las variables
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3

» Vista Algebraica ~ Vista Grafica X
Punto | fC~
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- Recta . N 0:170x-167y=-300
@ 245k + 99y - 2517 - s ¢
“-@ g:170x - 167y =-300
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3) Para cada uno de los siguientes pares de ecuaciones determine graficamente y algebraicamente los
puntos de equilibrio. Realice los gréaficos respectivos de manera manual y empleando GeoGebra

a)x =16 — 2y ;4x = 4y + y?

(84)
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
[EI> D olO] AN =] =
Vi
» Vista Algebraica » Vista Grafica
- Cdnica
@y A -dy=0
- Funcidn
| _ 10
...... ® flx) = 162 *
Punta

...... [ ] A=[3,4)

sl A=1(B 4)

C
0
15 1o 5 0 5 10 15 20 35 a0
-5
byy=16—x%;y=4+x
(3.7)
x2
Oy= 12+7;x=,/36—y
(4,20)

d)y=(x+2)?% y=39—3x?
(5/2, 81/4)
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e)y=x+5x+1;y+2x2-9=0

(1,7)
lx=3y2—-3y—-2; x=10—y? —y
(4.2)
g) x = 10y + 5y%; x = 64 — 8y — 2y?
(40,2)
h) (x +10)(y +20) =300; x =2y —8
(2,9)

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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CAPITULO VII
APLICACIONES DE LAS FUNCIONES LINEALES EN LA
ADMINISTRACION DE EMPRESAS

7.1) LA ADMINISTRACION

La administracion empezd a evolucionar gracias a las contribuciones de varios autores, ellos al
compartirlas fueron reforzadas y aplicadas por otros, quienes constituyen las Ilamadas escuelas de la
administracion, estas escuelas plantean distintas teorias sobre cémo se debe llevar a cabo la
administracion. Entre las escuelas estan la empirica, teoria administrativa, la cientifica, la matematica, la
sistematica y la estructuralista.

La administracion de la empresa que se representan a través de funciones lineales cumple un importante
papel en el analisis cuantitativo de los problemas econdémicos. En muchos casos los problemas son
lineales pero, en otros, se buscan hipétesis que permitan transformarlos en problemas lineales ya que su
solucion es mas sencilla. Costo lineal Cuando una empresa produce cualquier bien o presta un servicio,
debera utilizar una serie de insumos que valorizados permite tomar decisiones.

La importancia del uso de la rectay sus tipos en la administracion. Siendo esta ciencia la base de modelos
empresariales, es importante el estudio de diversas ecuaciones de la recta ya que ella nos indica los puntos
a analizar. En el desarrollo de la investigacion y la prevision, se destacaran los tipos de recta como los
son la ecuacion general de la recta, siendo esta base para dar comienzo a las demas formulas como son
las perpendiculares, paralelas, intersecantes y la interseccion de dos rectas.

A) DEFINICION.- “La Administracion es una ciencia social que maneja, conduce, dirige, gobierna,
guia, un proceso eficiente para optimizar los recursos y aprovechar el esfuerzo personal para lograr los
objetivos de las empresas estatales, privadas, mixtas y comunitarias”. (Pineda,2016: pp.20)

B) CARACTERISTICAS INHERENTES DE LA DISCIPLINA ADMINISTRATIVA.- La
administracion posee ciertas caracteristicas que la diferencian de otras disciplinas:

Universalidad.- Es indispensable en cualquier grupo social, ya sea una empresa publica o privada o en
cualquier tipo de institucion.

Valor instrumental.- Su finalidad es eminentemente préactica, siendo la administracion un medio para
lograr los objetivos de un grupo.

Multidisciplina.- Utiliza y aplica conocimientos de varias ciencias y técnicas.

Especialidad.- Aunque la administracion se auxilia de diversas ciencias, su campo de accion es
especifico, por lo que no puede confundirse con otras disciplinas.

Versatilidad.- Los principios administrativos son flexibles y se adaptan a las necesidades de cada grupo
social en donde se aplican.

C) CIENCIAS Y DISCIPLINAS EN LAS QUE SE FUNDAMENTA LA ADMINISTRACION.- La
administracion se fundamenta y se relaciona con diversas ciencias y técnicas, tales como:

Ciencias Sociales:

Sociologia.- La sociologia industrial aporta conocimientos acerca de la estructura social de las
organizaciones, asi como de las caracteristicas de los grupos y las interacciones que surgen en los
fendmenos sociales.
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Psicologia.- La psicologia Industrial tiene por objeto el estudio del comportamiento humano en el trabajo.
Constituye con técnicas en las areas de seleccion de personal, pruebas psicométricas, recursos humanos,
técnicas de motivacion, incentivos, conflictos, encuestas de actitud, entrevistas de orientacion y estudios
sobre ausentismo, entre otras.

Derecho.- El derecho es el conjunto de ordenamientos juridicos que rigen a la sociedad. Las
organizaciones operan dentro de un marco normativo. De esta forma, la estructura organizacional de la
empresa, asi como los principios de administracion, deben respetar el marco legal donde se desarrollen.
El ejercicio de la administracion implica el conocimiento de las disciplinas legales vigentes en materia
de derecho civil, mercantil, fiscal, constitucional y laboral, a fin de poder manejar adecuadamente
cualquier tipo de organizacion.

Economia.- Las organizaciones existen dentro de un entorno econdémico, por lo que el conocimiento de
las variables y leyes del mercado y del marco econémico son fundamentales para la aplicacion de algunas
herramientas administrativas. La economia aporta valiosos datos a la gestion de las organizaciones, tales
como estudios de factibilidad, disponibilidad, competencia, problemas de exportacion e importacion,
balanza de pagos, indicadores econémicos y proyecciones, entre otros.

Antropologia.- El objetivo de esta disciplina es el estudio de la cultura y el desarrollo del ser humano en
sociedad. La cultura de un pais, sus valores, tradiciones e historia influyen en la cultura de las
organizaciones y consecuentemente, esta ciencia es de gran valia para la administracion.

Ciencias exactas:

Matematica.- La Matematica proporciona herramientas para la toma de decisiones en todas y cada una
de las etapas del proceso administrativo. Las aportaciones mas importantes de la Matematica,
especificamente en modelos probabilisticos; simulacion; estadistica e investigacion de operaciones, son
las que ayudan al directivo en el proceso de la eleccion de la méas acertada decision.

Disciplinas tecnicas:

Ingenieria industrial.- La administracion como disciplina surgi6 a principios del siglo xx junto con la
ingenieria industrial, y la Gltima agrupa una serie de conocimientos cuya finalidad es la optimizacion de
recursos. Ambas disciplinas estan intimamente ligadas, se interrelacionan y han intercambiado valiosas
técnicas.

Contabilidad.- Disciplina indispensable para la administracion, ya que a través de esta se registran y
analizan los movimientos financieros de una organizacion. La contabilidad es basica en la toma de
decisiones.

Informatica y telecomunicaciones.- La administracion esta intimamente relacionada con la tecnologia
ya que en la actualidad es indispensable para la operacion eficiente de cualquier organizacion. La
informatica aporta conocimientos sobre todo en lo que se refiere a sistemas de informacion, asimismo,
con las telecomunicaciones la empresa posee la infraestructura tecnoldgica para la transferencia de datos.
Ambas disciplinas son basicas en el mundo global.

D) PROCESO ADMINISTRATIVO

La administracién comprende una serie de fases, etapas o funciones, cuyo conocimiento resulta especial
para aplicar el método, los principios y las técnicas de esa disciplina correctamente.

En la administracion de cualquier empresa, existen dos fases: una estructural, en la que uno o mas fines
se determina la mejor forma de obtenerlos; y otra operacional, en la que se ejecutan todas las actividades
necesarias para lograr lo establecido durante el periodo de estructuracion. Lyndall F. Urwick llama a
estas dos fases de la administracion, mecénica y dindmica. La mecéanica administrativa es la parte de
disefio y arquitectura de la administracion en la que se establece lo que debe hacerse. Mientras que
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durante la dindmica se implanta lo establecido durante la mecanica, en pocas palabras se refiere a la
operacion de la empresa”. (Munch,2010:23-26)

7.2) LAPREVISION
A) DEFINICION

Agustin Reyes Ponce. (1953) Define: “Es el elemento de la administracion en el que, con base en las
condiciones futuras en que una empresa habra de encontrarse, relevadas por una investigacion técnica,
se determinan los principales cursos de accion que nos permitan realizar los objetivos de esa misma
empresa”

Henry Fayol. Define: “Es calcular el porvenir y prepararlo. Hacer articular los programas de accion”

Fernando Yeépez. Define: es un elemento de la administracion el cual trata de ver anticipadamente las
cosas que van a ocurrir en el futuro; a través de un diagndstico presente de la empresa.

B) PRINCIPIOS DE LA PREVISION: Segtn Victor Reinoso

Principio de la previsibilidad.

“Las previsiones administrativas deben realizarse tomando en cuenta que nunca alcanzardn certeza
completa ya que por el nimero de factores y la intervencién de decisiones humanas, siempre existira en
la empresa un riesgo; pero tampoco es valido que una empresa se constituya con una aventura totalmente
incierta.

La prevision administrativa descansa en una certeza moral o probabilidad seria, la que sera tanto mayor,
cuanto mas pueda apoyarse en experiencias pasadas, propias o ajenas, y cuanto mas puedan aplicarse a
dichas experiencias, métodos estadisticos o de célculo de probabilidad.”

La prevision del futuro tiene tres situaciones basicas:
a) Certeza

b) Incertidumbre
c) Probabilidad

Principio de la Objetividad.
“Las previsiones deben descansar en hechos, mas bien que en opiniones subjetivas.”

Principio de la medicion.
Las previsiones seran tanto mas seguras cuanto mas podamos apreciarlas, no solo cualitativamente, sino
en forma cuantitativa o susceptible de medirse.

METODO SIMPLE:

Este método nos permite hacer previsiones utilizando el periodo inmediato posterior (P.1.P), y el periodo
inmediato anterior (P.I.A), este metodo utiliza 2 variables y se puede hacer previsiones diarias,
semanales, quincenales, mensuales, trimestrales, semestrales anuales, este método permite hacer
previsiones utilizando informacion historica, con relativa aproximacion por la existencia de factores
exogenos de dificil control.
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Ejemplos ilustrativos

1

MESES | VENTAS | E.LP o
C=A2/A1;12/10'=1.2
ENERO |10 Al | P=CxA2;P=1.2x12'=14'4
(Prevision)

FEBRERO | 12 A2

MARZO | 144 MESES | VENTAS | P.ILA

C=A1/A2; 12°/14"4= 0.833333333

P=CxAl,; P=Cx12"="10" | ENERO 10°

FEBRERO | 12 Al

MARZO 144 A2

Proyeccion de Ventas A Marzo de 2016

16000000
14400000

14000000

12000000
12000000

10000000

10000000
8000000
6000000
4000000

2000000

0
Enero Febrero Marzo

==@-=Seriesl 10000000 12000000 14400000

Analisis: Del mes de enero a febrero hubo un crecimiento de 2°000000, mientras que para el mes de
marzo un crecimiento de 2°400000 referente a las ventas del mes de febrero.
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2) Prever las ventas para los siguientes afios teniendo como referencia la siguiente informacion.
a) Utilizando el método simple, calcular para los siguientes afios con el periodo inmediato posterior

y el periodo inmediato anterior.
b) Representar en el plano cartesiano la proyeccién de ventas.

ANOS VENTAS | P.ILA(2007) C=A1/A2; 11/13 = 0.846153846
P=CxAL; P=Cx11; P=9.30
2007 9
P.I.P(2010) C=A2/Al; C=13/11; C=1.18181882
2008 1 Al P=CxA2; P=Cx13; P=15.36
2009 13 A2 | p|.p(2014) C= A2/Al; C=17/16; C=18.062
5010 G P=CxA2, P=Cx17; P=18.062
5011 G P.I.P(2015) C=A2/A1, C=18/17; C= 1.058823529
P=CxA2, P=Cx18, P=19.05
2012 16 Al
2013 17 A2 Al
2014 18 A2
2015 19

25

20

15

10

Proyeccién de Ventas del afio 2007 - 2015

2007 2008

2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

Analisis: Observamos un crecimiento de 2 puntos anuales del 2007-2008, mientras que del 2008-2009
existe una igualdad en el nimero de ventas anuales, y del 2011-2012 observamos un punto de crecimiento

anual.
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3) Prever las ventas para los siguientes afios teniendo como referencia la siguiente informacion.

a) Utilizando el método simple calcular para todos los afios con el P.ILAy P.I.P.
b) Representar en el plano cartesiano la proyeccién de ventas.

ANOS | VENTAS
2002 14

2003 16 Al
2004 18 A2
2005 14

2006 18

2007 20 Al
2008 22 A2
2009 24

2010 25 Al
2011 28 A2 Al
2012 31 A2 Al
2013 34 A2 Al
2014 37 A2
2015 40

45

40

35

30

25

20

15

10

2002

2003

P.I.LA(2002) C=A1/A2, 16/18 =0.888888888
P=CxAl, Cx16=14.22

P.I.LA(2006) C=A1/A2, 20/22=0.909090909
P=CxAl, Cx20=18.18

P.I.P(2009) C=A2/A1, 22/20=1.1
P=CxA2, Cx22=24.2

P.I.P(2012) C=A2/A1l, 28/25=31.12
P=CxA2, Cx28=31.36

P.I.P(2013) C=A2/A1l, 31/28=1.107142857
P=CxA2, Cx31=34.32

P.I.P(2014) C=A2/A1, 34/31=1.096774194
P=CxA2, Cx34=37.29

P.I.P(2015) C=A2/A1l, 37/34=1.088235294
P=CxA2, Cx37=40.26

Proyeccién de ventas del afio 2002 - 2015

2004 2005

2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014

2015
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4) Con los datos del ejercicio anterior vamos a utilizar el método de extrapolacion que consiste en
utilizar la ecuacion de la linea recta Y=a+b(x) y desarrollar un sistema de ecuaciones para llegar a

determinar el valor deay b.
Y=a+b(x)

na+bEx=Ey
Exa+bEx*=Exy

e Prever las ventas a diciembre del 2009, teniendo como referencia la informacién del ejercicio

anterior.

ANOS VENTAS X XY X2
2000 14 0 0 0
2001 16 1 16 1
2002 18 2 36 4
2003 14 3 42 9
2004 18 4 72 16
2005 20 5 100 25
2006 22 6 132 36
2007 24 7 168 49
2008 25 8 200 64
2009 28 9 252 81
2010 31 10 310 100
2011 34 11 374 121
2012 37 12 444 144
2013 40 13 520 169

n 14 E 341 E 91 E 2666 819
na+bEx=Ey

Exa+bEx?=Exy

14a+91b=341 9)
91a+819b=2666

-126a-819b=-3069
91a+819b= 2666

-35a / =-403
a =11.51

Remplazo valor de a:
14a+91b=341
14(11.51)+91b=341
91b =179.86

Y=a+b(x)---->(afio de origen-afio de previsidn)

Y=11.55+1.97(16)

Y=43 =>Prevision de ventas a Dic. /2015

b=1.97
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Proyeccion de Ventas del afio 2000 - 2015

50
45
40
35
30
25
20 ” 16
15

10

43
a0 41
37
34
31
28
24 2
22

20
18

14

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015

ANALISIS: La empresa desde el afio 2000-2002 tiene un crecimiento de 4 puntos en ventas por afio; y
del 2002-2003 existié un decrecimiento de 4 puntos del 2004-2008 se recupera en 5 puntos, del 2009-
2011 tiene un crecimiento de 6 puntos por afio, del 2012-2013 el crecimiento en ventas es de 3 punto;
del 2013-2015 su crecimiento es de 3 puntos anuales.

5) Empleando el método de correlacion (Este método me permite realizar, previsiones utilizando 2
variables que se relacionan con la Produccion-Ventas, Ingresos-Egresos, Costos-Gastos, Utilidad-
Perdida ademas este método me permite hacer previsiones utilizando la ecuacién de la linea recta,
siempre y cuando la correlacion de Pearson cumpla este nivel R>=0,7.)

Prever las ventas a Dic. /2009 teniendo como referencia la siguiente informacion.

ANOS | PRODUCCION
1998 | --

1999 |10

2000 |15

2001 | --

2002 |12

2003 | 16

2004 | --

ANOS | PRODUCCION
1998 |6

1999 |10 Al
2000 |15 A2
2001 |9

2002 |12 Al
2003 |16 A2
2004 |21

a)  Utilizando el método simple calcular para los siguientes afios,
utilizando el P.LLAy P.I.P

b)  Utilizando el método de extrapolacion prever la informacion de la
produccion para el 20009.

c)  Utilizando el método de correlacion prever las ventas a dic. / 20009.
d)  Representar la proyeccion de ventas y de produccién en el plano
cartesiano.

a) METODO SIMPLE.
P.I.LA(1998) C=A1/A2; 10/15 = 0.666666666

P=Cx10 = 6.67
P.LA(2001) C=Al1/A2; 12/16 = 0.75
P=Cx12=9
P.I.P(2004) C=A2/AL; 16/12 = 1.333333333
P=Cx16 = 21.33
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b) METODO DE EXTRAPOLACION

Y
ANOS | PRODUC. | X XY X2 na+bEx = Ey

1998 |6 0 0 0 Exa+bEx*= Exy
1999 |10 1 10 1 ra21b =89 (3)
2000 | 15 2 0 |4 21a+91b = 321

2001 |9 3 27 9

2002 12 4 48 16 -21a-63b = -267
2003 |16 5 80 25 2/13”%3 = gil
2004 |21 6 126 36 =10

n 7 |E 89 E 21 |E 321 |E 91

Remplazo b en la ecuacién.

7a+21b =89
Y =a+ b(x)
7a+21(1.92)=89 Y =6.95+1.92(12)
7a+40.32=89 Y =6.95 + 23.04
7a= 48.68 Y =29.99.
a==6.95
¢) METODO DE CORRELACION.
Y X
ANOS | VENTAS | PRODUC. XY X? natbEx = Ey
2009 6 6 36 36 | ExatbEx’= Exy
2010 9 10 90 100 7a+89b = 80 (-89)
2011 10 15 150 225 | 89a+1283b=1149( (7)
2012 9 9 81 81
-623a-7921b=-7120
201 11 12 132 144
013 3 623a+8981b=804
2014 15 16 240 256 /' 1060b = 923
2015 20 21 420 441 b=0.87
n 7 |E 80 E 89 |E1149 |E 1283
Remplazo b en la ecuacion.
7a+89(0.87) =80 Y =a+ b(x)
7a+77.43 =80 Y=10.36 + 0.87(29)
7a=257 Y=0.36+25.23
a=0.36 Y=25.59
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PROYECCION DE VENTAS Y PRODUCCION AL 2015

Proyeccién de Ventas y Produccién afio 2009 - 2015

25
21

20

20
16

15 15
10 1L
10
10 3 3
6
5
0
2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Seriesl Series2

Analisis: En el afio 2009 la produccién fue de 6 mil unidades y su venta fue total, en el afio 2010 la
produccion fue de 10 mil unidades y las ventas fueron 9 mil unidades, en el 2011 la produccion fue de
15 mil unidades y las ventas fueron 10 mil unidades, en el 2012 se rebajé la produccion a 9 mil unidades
y sus ventas fueron totales, en el 2013 la produccion fue de 12 mil unidades y sus ventas fueron 11 mil
unidades, en el 2014 la produccién 16 mil unidades y sus ventas fueron de 15 mil unidades, en el 2015
su produccidn fue de 21 y sus ventas de 20, se preve que la produccion alcanzara a 29 y sus ventas seran
25 para el afo 2016.

7.3) MAXIMIZACION

Pierre de Fermat y Joseph Louis Lagrange encontraron calculos basados en formulas identificadas como
Optimas, mientras que Isaac Newton y Carl Friedrich Gauss propusieron métodos iteractivos para el
movimiento hacia un 6ptimo. Histéricamente, el primer término para la optimizacion fue programacion
lineal, debido a George B. Dantzig, aunque mucho de la teoria habia sido introducido por Leonid
Kantorovich en 1939. Dantzig publicé el algoritmo Simplex (Simple) en 1947 y John von Neumann
desarrollo la teoria de la dualidad en el mismo afio.

El término programacion en este contexto no se refiere a la programacion de computadoras. Mas bien, el
término viene del uso de programa por el ejército de Estados Unidos al referirse a la propuesta de
entrenamiento y planificacion logistica, el cual fue el problema estudiado por Dantzig en aquel entonces.

Programacion Lineal (PL) es un tipo de programacion convexa, estudia el caso en el que la funcion

objetivo (f) es lineal y el conjunto de restricciones se especifica usando solamente ecuaciones e
inecuaciones lineales. Dicho conjunto es llamado poliedro o politopo si esta limitado.
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Algunos casos especiales de programacion lineal, tales como los problemas de flujo de redes y problemas
de flujo de mercancias se consideraron en el desarrollo de las matematicas lo suficientemente importantes
como para generar por si mismos mucha investigacion sobre algoritmos especializados en su solucion.
Una serie de algoritmos disefiados para resolver otros tipos de problemas de optimizacion constituyen
casos particulares de la mas amplia técnica de la programacion lineal. Historicamente, las ideas de
programacion lineal han inspirado muchos de los conceptos centrales de la teoria de optimizacion tales
como la dualidad, la descomposicion y la importancia de la convexidad y sus generalizaciones. Del
mismo modo, la programacion lineal es muy usada en la microeconomiay la administracion de empresas,
ya sea para aumentar al maximo los ingresos o reducir al minimo los costos de un sistema de produccion.
Algunos ejemplos son la mezcla de alimentos, la gestion de inventarios, la cartera y la gestion de las
finanzas, la asignacion de recursos humanos y recursos de maquinas, la planificacion de campafas de
publicidad.

Ejemplos ilustrativos

1) La Empresa TURISOL S.A. desea efectuar visitas a 5000 lugares Turisticos de dos tipos, X (turistica
local), Y (turistica regional). La ganancia correspondiente a cada lugar del tipo turista local es de $30
dolares y mientras que la ganancia de turista regional es de $40 délares. EI nimero de lugares tipo turista
local no puede exceder de 4500; y turista regional debe ser como maximo la tercera parte de las del tipo
turista local que se oferten. Calcular: ;Cuantos lugares tienen que ofertarse de cada clase para que las
ganancias sean maximas?

Modelo matematico
FO Z(Max)= 30(x)+40(y)
Restricciones:
1) X+Y<=5000
2) X<=4500
3) Y<=1/3X
4) X>=0
5) Y>=0
Tabla de valores:

XY X Y
0 |5000 900 300
5000| O 3000 1000

Vértice B Veértice C
X=4500 X+Y=5000
X+Y=5000 Y=1/3X
4500+Y=5000 X+1/3X=5000
Y=5000-4500 4/3X=5000
Y=500 X=3750
Vértices
A(4500;0)
B(4500;500)
C(3750;1250)

Solucion:

Z(MAX)=30(4500)+40(0)=$135000
Z(MAX)=30(4500)+40(500)= $155000
Z(MAX)=30(3750)+40(1250)= $162500
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La solucion es ¢ se debe tener 3750 lugares de turistas local y 1250 lugares de turista regional para obtener
una maxima ganancia.

Gréfico

2) El sefior Juan Pérez es un inversionista, que dispone en efectivo de 210 000 ddlares para invertir en el
mercado bursatil. EI corredor de bolsa le recomienda dos tipos de acciones. Las del tipo A que rinden el
10% y las de tipo B que rinde el 8%. Decidimos invertir un maximo de 130 000 doélares en las de tipo A
y, como minimo, 6 000 dolares en las de tipo B. Ademas, queremos que la inversion en las del tipo A
sea menor o igual que el doble de la inversion en B.

¢ Cual tiene que ser la distribucidn de la inversién para obtener maximo interés anual?

z=01x+0,08y = %(mx +8y): %(SX +4y): %(SX +4y).

Modelo matematico

INVERSION RENDIMIENTO

A X 0,1x

B y 0,08y
TOTAL X+y 0,1x+ 0,08y
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Las restricciones son:
X +Yy £210000

x < 130000

y > 6000

X <2y

x>0

y >0

Por tanto, debemos invertir 130 000 ddlares en acciones del tipo Ay 80 000 dblares en las de tipo B. En
este caso, el beneficio anual sera de

z= %(5130000+4~80000):194OO euros.

Gréfico:

% Elige y Mueve P Vista Grafica

[E]

a

% Gira en torno a un punto
. A
® A=(0, 10000
- @ B=(130000, 30000) 200000
~-@ C=(130000, 65000)
@ D={12000, 6000)

--@ E=(0, 6000)
Recta
@ ax+y=210000
@ b:x=130000 150000
~@ ciy=6000 a
8 dx-zy=0
- @ ex=0
@ Ey=0
Segmenta 8
® 3 =183847.76 100000
@ b, =15000
®c =131928.01 b
@ 1,=12000

@ &,=204000

)

50000

-50000 o 50000 100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000 50000

-50000

Entrada 3@

3) La fabrica ELTEXA S.A se dedica a la confeccion de calentadores, el gerente de fabricacion toma la
decision de buscar proveedores de pantalones y chompas deportivas terminadas. El fabricante dispone
para la confeccion de 750 m de tela de algoddn y 1000 m de tela de licra. Cada pantalén precisa 1 m de
algodén y 2 m de licra. Para cada chompa se necesitan 1.5 m de algodon y 1 m de licra. El precio del
pantalon se fija en $ 50 dolares y el de las chompas en $ 40 ddlares. ;Qué nimero de pantalones y
chompas debe suministrar el fabricante a la Empresa para que estos consigan una venta maxima?

Eleccion de las incégnitas
X = numero de pantalones
y = numero de chaquetas
Funcion objetivo
Z(Max)= 50x + 40y
Restricciones

x + 1.5y < 750

2x +y < 1000

x>0

y=0

269



Grafico

N R g e e

Inecuacidn

@ regfaC: (2x+y < 1000

Punto

& A=(0,500)
@ B=(375, 250)
& C=(500,0)
Recta

Vértices

A) Z (max) 50(0) + 40(500)= 20000
B) Z(max) 50(375) + 40(250)= 28750

C) Z(max) 50(500) + 40(0)= 25000

e dfmEy =fd Rl
1500

1000

Analisis: El fabricante debe suministrar 375 pantalones y 250 chompas para que la Empresa tengan una
venta maxima de $28750.

4) La Empresa MARITEX S.A produce chompas para hombre y para mujer. Para elaborar una chompa
para hombre requiere el doble de tiempo que para elaborar una chompa para mujer. La capacidad de la
fabrica permite producir al menos 14 chompas. En el mercado local se dificulta conseguir la materia
primay materiales, por tal motivo diariamente se requiere la cantidad de tela y botones para 12 chompas.
Las chompas de mujer requieren de una tela la cual existe para 7 diariamente. Para la confeccion de
chompas de hombre se puede conseguir exactamente 6 botones diariamente. ;Qué cantidad de chompas
de hombre y mujer debe producir diariamente la fabrica para maximizar el beneficio si se sabe que al
vender una chompa de hombre se obtienen $2,5 dolares de utilidad y $3 ddlares al vender una chompa
de mujer?

Incdgnitas
X=CHOMPA DE HOMBRE
Y= CHOMPA DE MUJER

Funcion objetivo: Z (max)=2,5x + 3y

2x+y =14

x+y<12
y<7
xX=6
x=0
y=0
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Entrada:

Funcion objetivo FO Z(max)=2,5x + 3y
Vértices

A: (35,7)=2,5x + 3y - 2,5(3,5) + 3(7) = 29,75
B: (5,7) =2,5x + 3y - 2,5(5) + 3(7) = 33,5

C: (6,6)=2,5x+3y — 2,5(6) + 3(6) = 33

D: (6, 2) = 2,5x + 3y — 2,5(6) + 3(2) = 21

Analisis: La industria textil debe elaborar 5 chompas de hombre y 7 de mujer para maximizar la utilidad
a 33.5 dolares

5) La fabrica CHOCO-CHOCO S.A produce dos tipos de chocolate, permite dar a conocer los siguientes
insumos, cocido, empacado y distribucion de $18 délares, $8 ddlares y $14 dolares. La distribucion de
los insumos a los productos se resume en la siguiente tabla.

Producto 1 Producto 2 Disponibilidad
Cocido 1 3 18
Empacado 1 1 8
Distribucion 2 1 14
Beneficio 1 2

Determinar la combinacion a producir que maximice los beneficios.
a. Variables de Decision

X1 = Producto 1
X2 = Producto 2

b. Funcion Objetivo
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Z (MAX) = x1 + 2x2
c. Restricciones
x1+3x2 <18
x14+x2 <8
2x1+x2 <14
x1;x2 =0

d. Convertir las inecuaciones a ecuaciones con variables de holgura.
x1+3x2+5s1=18
x14+x2+5s2=28
2x1+x2+s3=14
—x1—-2x24+2z=0

Xy Xp S1 Sy S3 | Z B
s; 1 31 0 0]0= 18(6)
S, 1 2 0 1 0/0= 18(8
S3 2 1 0 0 1 0= 14014
z -1 -2 0 0 0 1= 0
Xy Xo S Sy S3 Z B
1 1
X2 3 1 3 0 0 0= 6(18)
2 1
S2 3 0 ~3 1 0 0= 2(3)
5 1
S 3 0 ~3 0 1 0= 8(48)
! 0 2 1 0 1= 12
z 3 3 =
Xy Xo S1 Sy S3| zZ B
x2 01 - == 0 0= 5
xw 1 0 - 2 0 0= 3
ss 0.0 - -21 0= 3
z 0 0 - I o0 1= 13
2 2
x; =3
X, =5
s;=0
s, =0
s3=3
z =13

El beneficio maximo es de $ 13 ddlares. Para la produccion se necesita 3 unidades del producto 1y 5
unidades del producto 2.

6) La Empresa Calzado Félix Compafiia Limitada, produce dos tipos de calzado para nifios especiales, el
gerente de produccion establece las restricciones y funciones; y solicita al administrador obtener el
méaximo beneficio.
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Datos informativos:

X1 X2 Disponibilidad
Mano de obra 3 6 60
Materia prima 4 2 32
Materiales 1 2 16
Beneficio 20 24
Variables de Decision
X1, X2
Funcién Objetivo
Z(max)= 20X 1+ 24X2
Restricciones
3X1 +6X2<60
4X1 +2X2 <32
X1+2X2<16
X1>0
X2>0
Convertir las inecuaciones a ecuaciones con variables de holgura.
3X +6Y +1S1=60
4X +2Y +1S2=32
X +2Y +1S3 =16
-20X 1 -24X2+Z=0
X1 X, S1 Sy S3 Z B
s; 3 6 1 0 0 0= 60
s, 4 2 0 1 0 0= 32
S3 1 2 0 0 1 0= 16
z =20 =24 0 0 0 1= 0
Xy Xy S1 Sy S3 z B
Sq 0 0O 1 0 -3 0= 12
s, 3 0 0 1 -1 0= 16(533)
x2 1/2 1 0 0 1/2 0= 8(16)
z -8 0 0 0 12 1= 192
X1 Xy S S, S3 z B
s; —3 1 -1 -2 0= —4
s, 1 0 1/3 -1/3 0= 16/3

0 0
Respuesta

El méaximo beneficio es de $234.67ddlares. Para la produccion necesita 16/3 de los dos bienes.

0
0

ss 0 1 0 -1/6
8

2/3 0= 16/3
52/3 1= 704/3
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7) La Industria RADIOTEL S.A. tiene como principal actividad econémica producir dos tipos de radios.
El gerente del departamento de produccion presenta el proyecto para la adquisicion de dos maquinas que
se requiere de inmediato para la fabricacion, el objetivo es obtener la maxima ganancia. EI nimero de
horas necesarias para ambas esté indicado en la tabla siguiente.

MAQUINA A MAQUINA B
Vista 1h 2h

xtreme 3h 2h

Si cada méaquina puede ser utilizada 24 horas por dia y la utilidad en el modelo FXRADIO es de $ 50
dolares y en el modelo ZYRADIO es de $80 ddlares ¢Cuantos reproductores de cada tipo deben
producirse por dia para obtener una utilidad maxima?

F.O=2Z (MAX) =50x + 80y

Restricciones

RECURSOS X Y Disponibilidad
Maquina A 1X 3Y > 24
Magquina B 2X 2Y > 24

X > 0
Y > 0

Tabla de valores

X Y X Y
0 8 0 12
24 0 12 0
Gréfica
Y

18

16

14

12

10

g

o]

4

5,B.F

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 24 26 283 X
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Veértices
a) (0,8)
b) (6,6)
c) (12,0

Interseccion R1y R2
1IX +3Y =2Y (2)
2X +2Y =2Y (-1)

2X +6Y =48 Remplazando 1
-2X -2Y =-24 IX+3Y =24
4Y =2Y 1X +3(6) = 24
Y=6 1X+18 =24
X =24-18
X=6
Utilidad méxima
Z (MAX)
= 50x + 80y

= 50(0)+80(8)=640
= (50)(6)+80(6)=780
= 50(12) +80(0)= 600

Respuesta

El fabricante debe producir 6 FXRADIO y 6 ZYRADIO, para obtener una maxima utilidad de $780
dolares.

8) La Empresa EXELCOMPU S.A. su principal actividad econdémica es vender juegos de computadoras
para nifios. Después de revisar el informe del gerente de ventas se analiza que solo dos productos se
venden en el mercado: “PKD” y “KTW?”. El gerente toma la decision de contratar a tres estudiantes
universitarios de la carrera de ingenieria en sistemas para que trabajen en la empresa. Juan, David,
Mishel, estos jovenes esta cursando el octavo semestre, cada uno debe hacer parte del trabajo de

instalacion de cada juego. La tabla siguiente proporciona el tiempo que cada colaborador invierte en cada
juego:

Juan David Mishel
PKD 30min 20min 10min
KTW 10min 10min 50min

Los colaboradores tienen otro trabajo que hacer, pero determinan que pueden invertir cada mes hasta
300,200 y 500 minutos respectivamente para trabajar en los juegos. La utilidad que obtiene es de $ 5
dolares en la venta de PKD, de $ 9 ddlares en la venta de KTW.

X1=PKD
X2=KTW
Funcion objetivo:
F.O = Z (MAX) = 5X1 + 9x2
Restricciones:
RECURSOS CONSUMO DISPONIBILIDAD
JUAN 30x1 + 10X2 < 300
DAVID 20x1 + 10X2 < 200
MISHEL 10x1 + 50x2 < 500
Xl >0
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X2>0

X3 >0
Variables de holgura:
30x1 + 10X2 +S1= 300
20x1 + 10X2 +S2 = 200
10x1 + 50x2 +S3= 500
-5X1 - 9X2 +7= 0
Matrices
X1 X2 S1 S2 S3 Z BASE
S1 30 10 1 0 0 0 300+10=30
S2 20 10 0 1 0 0 200+10=20
S3 10 50 0 0 1 0 500+50=10
Z -5 -9 0 0 0 1 0
X1 X2 S1 S2 S3 Z BASE
S1 28 0 1 0 -1/5 0 200+28=50/7
X2 18 0 0 1 -1/5 0 100+18=50/9
X1 1/5 1 0 0 1/50 0 10+1/5=50
4 -16/5 0 0 0 9/50 1 90
X1 X2 S1 S2 S3 Z BASE
S1 0 0 1 -14/9 1/9 0 400/9
X1 1 0 0 1/18 -1/90 0 50/9
X2 0 1 0 -1/20 1/45 0 80/9
Z 0 0 0 8/45 13/90 1 970/9
Solucién:
X1=50/9 Z (MAX) = 5X1 + 9x2
X2=180/9 =5 (50/9) + 9 (80/9)
Z=970/9 =970/9
Respuesta:

EXELCOMPU S.A. debe vender 6 juegos de tipo PKD y 9 juegos de tipo KTW cada mes para maximizar,

la utilidad en $ 107,78 dolares.

9) La Joyeria Gudifio fabrica dos tipos de joyas, para damas se denomina de tipo A, y requieren un gramo
de plata 'y 1,5 gramos de acero, y el costo de venta es de $40 dolares cada una. Para la fabricacion de las
joyas de caballeros se denomina tipo B, y se requiere 1,5 gramos de plata 'y 1 gramo de acero y el costo
de venta es de $ 50 dblares cada uno. El orfebre tiene en el taller 750 gramos de cada uno de los metales.

Calcule ¢Cuantas joyas ha de fabricar de cada clase para obtener un beneficio maximo?

Funcion objetivo:

F.O=Z (MAX) = 40X1 + 50x2




Restricciones:

X1 X2 DISPONIBILIDAD
X1 + 3X2/2 < 750
3X1/2  + X2 < 750
Xl =0
X2 >0
Variables de holgura:
X1 + 3X2/2 + S1 = 750
3X1/2  + X2 + S2 = 750
-40X1 - 50X2 +7Z = 0
Matrices
X1 X2 S1 S2 Z BASE
S1 1 32 1 0 0 750 +3/2=
500
S2 3/2 1 0 1 0 750 +1 =750
Z -40 -50 0 0 1 0
X1 X2 S1 S2 Y4 BASE
X2 2/3 1 2/3 0 0 500
S2 5/6 0 -213 1 0 250
Z -20/3 0 100/3 0 0 25000
X1 X2 S1 S2 Z BASE
X2 0 1 6/5 -4/5 0 300
X1 1 0 -4/5 6/5 0 300
Z 0 0 28 8 0 27000
Solucion:
X2=300 Z (MAX) = 40X1 + 50x2
X1=300 =40 (300) + 50 (300)
Z= 27000 = 27000
Respuesta:

El orfebre debe fabricar 300 de tipo A y 300 de tipo B, para obtener una ganancia maxima de $ 27000 en

joyas.
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10) La Industria Sol Brillante fabrica y venden dos modelos de candelero C1y Cz. Para su fabricacion se
necesita un trabajo manual de 20 minutos para el modelo C1 y de 30 minutos para el Cz2; y un trabajo de
maquina 20 minutos para C1y de 10 minutos para Cz. Se dispone para el trabajo manual de 100 horas al
mes y para la maquina 80 horas al mes. Sabiendo que el beneficio por unidad es de 15y 10 ddlares para
C1y C, respectivamente, planificar la produccion para obtener el maximo beneficio.

Z (max) = 15x + 10y
Variables Restricciones X Y Disponibilidad
-Candelerol X Manual 1/3x + 12y < 100
-Candelero2 'Y Maquina 1/3x  + 1/6y < 80
Pasamos los tiempos a horas x > 0
20min=1/3 h y = 0
30min=1/2h

10 min=1/6 h

Veértices

(210, 60)

' _';':III I —'I:III I ) U | 'l'l"' {'249:”0].

A) (0, 200)
B) (240, 0)

C) (210, 60)
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Remplazando en la funcion objetivo:

Z(max) = 15x + 10y

Z(max) = 15(0) + 10(200) =$2 000

Z(max) = 15(210) + 10(60) = $3 750 Maximo
Z(max) = 15(240) + 10(0) = $3 600

Respuesta: La solucion optima es fabricar 210 del modelo C1 y 60 del modelo C2 para obtener una

ganancia de $3 750 ddlares.

11) La Empresa Cuadricula S.A. su principal actividad econémica es producir utiles escolares, el gerente
de comercializacion propone un plan de ofertas por inicio de clases en la region costa, su plan es el
siguiente: Ofrecer 600 cuadernos, 500 carpetas y 400 Lapiz para la oferta, empaquetandolo de dos formas
distintas; en el primer blogue pondra 2 cuadernos, 1 carpeta y 2 Lapiz; en el segundo, pondran 3
cuadernos, 1 carpeta y 1 Lapiz. Los precios de cada paquete seran 6.5 y 7 doélares, respectivamente.
¢Cuantos paquetes le convienen poner de cada tipo para obtener el maximo beneficio?

Z(max) = 6.5x + 7y

Variables: Restricciones X Y Disponibilidad

-Paquete 1> X Cuadernos 2x + 3y < 600

-Paquete 2> Y Carpetas X + y < 500
Léapiz 2x  + y < 400

Vértices X > 0

A) (0,0) y = 0

B) (0.200)

C) (150,100)

D) (200,0)

2x+ 3y =600

(150, 100)

r ;
(200, 0)
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Remplazando en la funcion objetivo:

Z(max)=6.5(0)+7(0)=0

Z(max)= 6.5 ( 0) + 7 ( 200) = $1 400

Z(max)= 6.5 (150) + 7 ( 100) = $1 675 Maximo
Z(max)= 6.5 (200) +7 (0) = $1300

Se debera Ofertar 150 del paquete 1 y 100 del paquete 2 con la que se obtienen una méaxima utilidad de

$1 675

12) La Empresa “La Nogada” produce tres tipos de nogadas. La nogada mas barata contiene un 40% de
panela un 30% de tocte, y un 30% de limon, la mezcla regular contiene 30% de panela un 40% de tocte
y un 30% de limon, mientras que la mas cara contiene un 50% de panela 25% de tocte y limén. Cada
semana la Empresa obtiene 1800 kilos de panela, 1200 kilos de tocte y 1500 kilos de limoén de sus fuentes
de suministros. ¢Cuéantos kilos de cada mezcla deberia producir a fin de maximizar las utilidades si las
ganancias son de $72 ddlares por cada kilo de la mezcla barata, $65 dolares por cada kilo de la mezcla

regular y de $24 dolares por cada kilo de la mezcla més cara?
X; = Mezcla Barata

X, = Mezcla Regular
X3 — Mezcla Cara

Funcion objetiva
Restricciones

720X, + 540X, + 900X; < 1800

360X, + 480X, + 300X, < 1200

450X, + 450X, + 375X; < 1500
X, X0, X5 =0

Variables de holgura

720X, + 540X, + 900X; + S, = 1800
360X, + 480X, +300X; 4+, =1200
450X, 4+ 450X, 4+ 375X, +S;  =1500

— 72X, — 65X, — 24X, +7Z=0
Tablas
S5 720 540 900 1 0 0 0 1800
S, 360 480 300 0 1 0 0 1200
S3 450 450 375 0 0 1 0 1500
.Z -72 -65 -24 0 0 0 1 0
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Variable Entrante: X1
Variable Saliente: S1

X, | 1 2 2 L0 0 0 2
4 4 720 2
S, | 0 210 -150 - 1 0 0 300
Ss | 0 - 0 1 0 375
2 2 8
. Z 0 11 66 % 0 0 1 180
Variable Entrante: X2
Variable Saliente: S2
X, X, X; S, S, S, Z B
25 1 1 10
X, 1 0 = = = 0 0 =
X, | 0 1 2 L L 9 0 0
7 420 210 7
1875 5 15 1500
S5 | 0 0 - T = 1 0 -
407 31 11 1370
z 0 0 = = = 0 1 =
Resultados
X,=7 - 1,4285
X,=— - 1,4285
X3=0
$,=0
S,=0
S,= 22, 214,2857
Z i)™ = — 195,7142
Z (max)=72(10/7)+65(10/7)+24(0)
Z(méx) =1370/7
Respuesta:

La Compafiia debe producir 1,4285kilos de la mezcla més barata y 1,4285kilos de la mezcla regular pero
no debe producir de la mezcla mas cara pues de esa manera obtendréa la maxima ganancia de $ 195,71
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13) La empresa OREO S.A. esta empresa en los ultimos 10 afios viene produciendo tres tipos de
productos, galletas de mora, galletas vainilla, galletas de chocolate, en el departamento de produccién se
dispone de tres maquinas, la maquina I, produce en 2 minutos una caja de galletas de mora, en 1minuto
una caja de galletas de vainilla y en 3 minutos una caja de galletas de chocolate, la maquina Il, produce
en 1minuto una caja de galletas de mora, 3 minutos una caja de galletas de vainilla, 2 minutos una caja
de galletas de chocolate, la maquina I11, produce en 2 minutos una caja de galletas de mora, 1minuto una
caja de galletas de vainilla, 2 minuto una caja de galletas de chocolate La empresa tiene una
disponibilidad de 180 minutos para la maquina I, 300 minutos para la maquina Il, 240 minutos para la
maquina Il diariamente. La ganancia que produce una caja de galletas de mora es de $6 doélares, las de
vainilla $5 dolares y las chocolate es de $4 dolares. ;Cual es la maxima ganancia?

.X; — Caja de Galletas de mora
X, — Caja de Galletas de Vainilla
X5 — Caja de Galletas de chocolate

Funcion objetiva
Z(méx)=6X1+5X2+4X3
Restricciones

2X; + 1X, + 3X; <180

1X, + 3X, + 2X; < 300

2X, + 1X, + 2X; < 240
X1, X5, Xs =0

Variables de holgura

2X1 + 1X2 + 3X3 + Sl = 180
1X1 +3X2 +2X3 +SZ = 300
2X1 + 1X2 + 2X3 + 53 = 24‘0
_6X1 - 5X2 - 4‘X3 + Z = 0
Tablas
S 2 1 3 1 0 0 0 180
S, 1 3 2 0 1 0 0 300
S3 2 1 2 0 0 1 0 240
.Z -6 -5 -4 0 0 0 1 0
Variable Entrante: X1
Variable Saliente: S1
X1 XZ X3 51 Sz 53 Z B
X, 1 : 2 : 0 0 0 90
2 2 2
S, 0 2 2 21 1 0 0 210
2 2 2
S3 0 0 -1 -1 0 1 0 60
. Z 0 -2 5 3 0 0 1 540
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Variable Entrante: X2
Variable Saliente: S2

X, 1 0 z 3 1 0 0 48
5 5 5
X, 0 1 2 2 2 0 0 84
5 5 5
S3 0 0 -1 -1 0 1 0 60
. Z 0 0 Z = 2 0 1 708
5 5 5
Resultados
X, =48
X,=84
X;=0
5,=0
5,=0
$5= 60
-Z(méx): 708
Z(méx)=6X1+5X2+4-X3
Z (méx)=6(48)+5(84)+4(0)
Z(méx) =$708,00
Respuesta:

La Compairiia debe producir 48 cajas de galletas de mora y 84 cajas de galletas de vainilla ademéas no
deben producir cajas de galletas de chocolate para obtener una maxima ganancia de $708,00, Adicional
A esto tendra un sobrante de 60 minutos en la Maquina I11.

14) La Industria El Hierro s.a. es una fabrica de herramientas para el agro, el gerente de fabricacion a
cada una de las herramientas les ha remplazado con una variable, A, B, C. El personal que trabaja en la
industria son los siguientes: 3 obreros durante 8 horas diarias y un supervisor que trabaja 1 horas diarias.
Para la construccion de la herramienta tipo A se emplea 3 horas diarias de mano de obra y precisa 6
minutos de supervision, para la construccién de la herramienta tipo B se emplea igualmente 3 horas de
mano de obra y 4 minutos de supervision, y para la herramienta tipo C es necesario 1 hora diaria de mano
de obra y 3 minutos de supervision. Por problemas de produccion en la industria no se pueden fabricar
mas de 12 herramientas diarias y el precio de cada herramienta A, B, C es de 4000, 3000 y 2000 dolares
respectivamente. Calcular cuantas unidades se deben producir cada dia de cada una de ellas para obtener
una ganancia maxima.

Variable

X1 = Numero de unidades diarias de tipo A

X2 = Numero de unidades diarias de tipo B

X3= Numero de unidades diarias de tipo C

Funcion objetiva Z (Max) = 4000x1 + 3000x2 + 2000x3
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Restricciones

Disponibilidad

Disponibilidad de tiempo de 3x1 + 3x2 + x3 <=24
la mano de obra
Disponibilidad de tiempo de 6x1 + 4x2 + 3x3 <=60
revision
Restriccion de numero de X1 +x2 +x3 <=12
herramientas
>=(
>=0
Solucidn
S1 3x1 +3x2 +x3+S1 =24
S2 6x1 + 4x2 + 3x3 +S2 =60
S3 X1+ %2 +x3 + S3 =12
Z - 4000x1 -3000x2-2000x3 +Z =0
Solucidn
X1 X2 X3 S1 S2 S3 Z B
S1 3 3 1 1 0 0 0 24 24/3=8
S2 6 4 3 0 1 0 0 60 60/6=10
S3 1 1 1 0 0 1 0 12 12/1=12
Z -4000 | -3000 |-2000 |O 0 0 1 0
X1 | X2 X3 S1 S2 S3 Z | B
/3 X1|1 1 1/3 1/3 0 0 0 |8 8/1/3=24
-6R1+R2 S2 |0 -2 1 -2 1 0 0 |12 12/1=12
-1R1+R3 S3 |0 0 2/3 -1/3 0 1 0 |4 4/2/3=6
+4000R1+R3 | Z |0 1000 |- 4000/3 | 0 0 1 | 32000
2000/3
X1 | X2 X3 S1 S S3 Z B
-1/3R3+R1 X1l |1 1 0 1/2 0 -1/2 0 6
-1R3+R2 S2 |0 |-2 0 -3/2 1 -3/2 0 6
1213 X3 |0 |0 1 -1/2 0 3/2 0 6
2000/3R3+R4 | Z 0 1000 0 1000 | O 1000 1 36000

Respuesta: Se debe producir 6 herramientas de A, 0 herramientas de B y 6 herramientas de C para
obtener un maximo ganancia de $ 36000
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TAREA

1) La Industria “Lampara Brillante” fabrica y venden dos modelos de lamparas L1 y L2. Para su
fabricacion se necesita un trabajo manual de 20 minutos para el modelo L1y de 30 minutos para el Lz; y
un trabajo de maquina de 25 minutos para L1y para L2 de 15 minutos. Se dispone para el trabajo manual
de 120 horas al mes y para la méaquina 90 horas al mes. Sabiendo que el beneficio por unidad es de 25y
20 ddlares para L1y L2, respectivamente, planificar la produccion para obtener el méximo beneficio.
RESPUESTA: La empresa lampara brillante debe vender 2 unidades de lamparas L1y 2,666 unidades
de ldmparas L2 para maximizar con $103, 3333

2) La Industria “El Acero s.a.” fabrica herramientas para el agro, el gerente de fabricacion a cada una de
las herramientas les ha remplazado con una variable, A, B, C. El personal que trabaja en la industria son
los siguientes: 3 obreros durante 8 horas diarias y un supervisor que trabaja 1 horas diarias. Para la
construccion de la herramienta tipo A se emplea 3 horas diarias de mano de obra y precisa 6 minutos de
supervision, para la construccion de la herramienta tipo B se emplea igualmente 3 horas de mano de obra
y 4 minutos de supervision, y para la herramienta tipo C es necesario 1 hora diaria de mano de obray 3
minutos de supervision. Por problemas de produccién en la industria no se pueden fabricar méas de 12
herramientas diarias y el precio de cada herramienta A, B, C es de 4000, 3000 y 2000 dolares
respectivamente. Calcular cuantas unidades se deben producir cada dia de cada una de ellas para obtener
una ganancia maxima.

RESPUESTA: Es necesario fabricar seis unidades de la herramienta A, 0 de la herramienta B y 6
unidades de la herramienta C para asi tener una maxima utilidad de 36000 ddlares. Y queda un sobrante
de 6 min de supervision.

3) La Industria el Tablén se dedica a fabricar 3 tipos de muebles en madera, el gerente de produccién
para inventario en cada uno de los lotes les identifica con una variable, muebles tipo A, By C, para cada
mueble requiere un tiempo para cortar las partes del producto, en ensamblar y pintar la pieza terminada.
La produccion total de muebles estd vendida. Ademas del modelo C puede venderse sin pintar, en la
industria trabajan varias persona, las cuales tienen un turnos establecido como politica de la empresa.
Con la informacion anterior formule un modelo de programacion lineal que le permita maximizar las
ganancias, si la seccion de corte presenta una capacidad de 150 horas, la seccion de Montaje 200 horas y
la seccion de pintura de 300 horas, si la ganancia por el mueble tipo A es de $15.000, por el mueble tipo
B $20.000 y por el mueble tipo C $ 35000 y por el mueble tipo C sin pintar $ 30.000. Si el objetivo es
maximizar la ganancia.

RESPUESTA: La industria el tablon debe fabricar 150 unidades de tipo C pintado, para maximizar su
utilidad en $5.250.000. Queda un sobrante de 50 horas de montaje y 150 horas de pintura.

4) La empresa Alimenta dulce vida S.A, en los ultimos afios ha venido aplicando una publicidad
persuasiva para la venta de sus productos en la radio o la television de la ciudad. El gerente financiero
analiza el presupuesto para poner en ejecucion el proyecto de publicidad y considera que esta limitado a
$20.000 dolares al mes. Cada minuto de anuncios por radio cuesta 25 ddlares y cada minuto de
comerciales por television cuesta 350 dblares. A la empresa le agrada utilizar los anuncios por radio por
lo menos el doble de los anuncios por television. Por lo pronto, no es practico utilizar mas de 450 minutos
de anuncios por radio. La experiencia pasada muestra que se calcula que los anuncios por television son
30 veces maés efectivos que los de la radio. Determine la asignacion dptima del presupuesto para los
anuncios por radio y television.

RESPUESTA: La empresa Alimenta dulce vida S.A debe utilizar 10 unidades de radio y 5 unidades de
television para optimizar el presupuesto en 160
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5) EIl Presidente de la Federacion Deportiva Provincial, pide a su especialista nutricionista que a los
jovenes seleccionados aplique una dieta rigurosa: el médico manifiesta que debe contener al menos 17
unidades de carbohidratos y 21 de proteinas. El alimento A contiene 3 unidades de carbohidratos y 5 de
proteinas; el alimento B contiene 3 unidades de carbohidratos y 2 de proteinas. Si el alimento A cuesta
2.20 ddlares por unidad y el B 1.80 por unidad. ¢;Cuantas unidades de cada alimento deben comprarse
para minimizar costos? ,;Cual es el costo minimo?

RESPUESTA: La dieta debe contener 3,22 unidades de alimento A y 2,44 unidades de alimento B para
minimizar sus costos en $ 11,49

6) La Industria pollo gordo s.a. El gerente general le pide al jefe de produccién que aplique una dieta
para engordar con una composicién minima de 20 unidades de una sustancia A y otras 20 de una sustancia
B. En el mercado solo se encuentran dos clases de compuestos: el tipo | con una composicion de 2 unidad
de A y7de B, yeltipo Il con una composicion de 7 unidades de A y 2 de B. El precio del tipo I es
de 15 ddlares y el del tipo Il es de 35 dolares. Se pregunta: ;Qué cantidades se han de comprar de cada
tipo para cubrir las necesidades con un coste minimo?

RESPUESTA: Se debe comprar 2, 22 cantidades de dieta tipo 1 y 2,22 cantidades de dieta tipo 2 para
minimizar los costos en $111,11

7) La Industria Metalmecanica produce dos articulos, Ay B, para lo que requiere la utilizacion de dos
secciones de produccidn: seccion de ensamble y seccién de pintura. El producto A requiere dos horas de
trabajo en la seccion de ensamble y tres horas en la de pintura; y el producto B, cuatro horas en la seccion
de ensamble y dos horas en la de pintura. La seccion de ensamble solo puede estar en funcionamiento
diez horas diarias, mientras que la de pintura solo nueve horas cada dia. El beneficio que se obtiene
produciendo el producto B es de 50 ddlares y el de A es de 30 dolares.

RESPUESTA= La Industria Metalmecanica debe producir 2 articulos de Ay 1, 5 articulos de B para
obtener un méximo beneficio de $135.

8) Estudiantes de la Universidad de la carrera de contabilidad deciden formar una empresa consultora,
especializandose en el campo de liquidaciones y auditorias de empresas pequefias. Tienen interés en saber
cuantas auditorias y liquidaciones pueden realizar mensualmente para maximizar sus ingresos. Se
dispone de 900 horas de trabajo directo y 420 horas para revision. Una auditoria en promedio requiere
de 50 horas de trabajo directo y 15 horas de revision, ademas aporta un ingreso de 500 doélares Una
liquidacién de impuesto requiere de 10 horas de trabajo directo y de 7 horas de revision, produce un
ingreso de 200 dolares. EI maximo de liquidaciones mensuales disponibles es de 80. Se pide maximizar
el ingreso total.

RESPUESTA: los estudiantes deberian realizar mensualmente 10,5 auditorias y 37,5 liquidaciones
mensualmente para maximizar su ingreso total en 12750 dolares.

9) La empresa NUTRIVIDA S.A. muy reconocida en el mercado por sus productos altos en proteinas,
para su analisis representamos como producto A,B,C. Para elaborar el Producto A se necesita una mezcla
mas barata que contiene un 50% de cacahuates, un 40% de nueces, y un 40% de almendras; el producto
B necesita una mezcla regular que contiene 40% de cacahuates, un 50% de nueces, y un 40% de
almendras; mientras que para el producto C, la mas cara, contiene un 60% de cacahuates, 30% de nueces
y 30% de almendras. Cada semana la compariia obtiene 2000 kilos de cacahuates, 1300 kilos de nueces
y 1600 kilos de almendras de sus fuentes de suministros. ¢ Cuéntos kilos de cada mezcla deberia producir
a fin de maximizar las utilidades si las ganancias son de $82 por cada kilo de mezcla més barata, $75 por
cada kilo de la mezcla regular y de $34 por cada kilo de la mezcla més cara?

RESPUESTA: La empresa deberia producir 3250 de kilos de mezcla A para maximizar sus utilidades en
$266.500 Queda un sobrante de 375 kilos de cacahuates y de 300 kilos de almendras.
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7.4) MINIMIZACION

Ejemplos ilustrativos

1) En la granja el Limonal, su principal actividad economica es la crianza de pollos de engorde, utilizando
balanceado de crecimiento como alimento, las 15 unidades de balanceado A y otras 15 de balanceado B.
En el mercado solo se encuentran dos clases de compuestos: el tipo | con una composicion de una unidad
de A ycincode B, yeltipo Il con una composicién de cinco unidades de A y unade B. El precio del

tipo | es de 10 dolares y el del tipo 11 es de 30 ddlares. Se pregunta:

¢ Qué cantidades se han de comprar de cada tipo para cubrir las necesidades con un costo minimo?

Variables:
Tipo I: X
Tipo 1l:y

Restricciones:

X +5y >15
5x+y >15

x>0
y>0

La funcion objetivo z(min) = 10x + 30y = 10(x + 3y).

X 1Y
0 |3
1510

X1y
0 |15
310

Por tanto, hay que comprar 2,5 de tipo 1 y 2,5 de tipo II.

El precio en este caso sera de z (min)= 10(2,5 + 3+2,5) = 100 ddlares.

o
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2) La Empresa CUERO ELEGANTE S.A produce dos tipos de chompas, identificamos con dos variables
X, Y, para su proceso se requiere de dos maquinas; m1 y m2. Dispone de 150 y 200 horas semanales al
menos. M1 procesa 1 unidad de x y 2 unidades de y, M2 procesa 4 de x y 2 de y. El costo de procesar es
de $4 dolares por cada unidad de articulo de x y $3 dolares por cada articulo de y. ¢Cuantas unidades de
X'y de y se deben procesar para que el costo sea minimo?

Variables:
X, Y

Restricciones:
x+2y >150
4x+2y >200
x>0
y=0
Funcion Objetiva: Z (min)= 4x+3y

b Vista Algebraica [ | » vista Grafica [
- Inecuacidn tegfac
@ regfac: (x + 2y > 150) 250 4
Funto
...... . A= IU. 10[]]
------ ® B-=(16.67, 66.67)

- Recta
@ arx+2y=150

tegfac

i _C

00 @50

-50 4

-100 4

-150 4

4 M 3

Vértices:
A: Z (min)= 4(0)+3y (100)=300
B: Z (min)= 4(16,67)+3(66,67)=266.69
C: Z (min)= 4(150)+3(0)=600
Anélisis:
La compafiia debe producir del articulo x 17 y del articulo y 67 para disminuir el costo a $267.
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3) La Industria SODALIBRE S.A. El gerente de comercializacion después de elaborar la investigacion
de mercado propone al gerente general promocionar dos nuevas bebidas, para su analisis se utiliza
variables para identificar a los productos de tipo A y de tipo B, dado que se encuentran en promocion se
puede asegurar el cubrimiento de cualquier cantidad de demanda, sin embargo existen 2 politicas que la
empresa debe tener en cuenta. Una de ellas es que la cantidad de bebidas tipo A que se vendan no puede
ser menor que las de tipo B, y la segunda es que se deben de vender por lo menos 1500 bebidas de
cualquier tipo. Dado que se encuentran en promocion el precio de venta de ambas bebidas equivale a
$1800. Determine la cantidad de unidades que deben venderse para reducir el costo.

Variables

X = Cantidad de bebidas tipo A vender
Y = Cantidad de bebidas tipo B a vender
Restricciones

X>y

X +y=>1500

x>0

y=0

Funcion Obijetiva

Zmin = 1800x + 1800y

b Vista Algebraica |#) | ¢ Vista Grafica |
- Inecuacién Fagfac ay=x

@ regfac: (y = x)A(x +y
Punto

i@ A=(0,1500)

@ B=(750,750)
Recta

tegfac

T T T T T T T T T T T T T
-10000 -8000 -6000 -4000 -2000 0 00 4000 G000 2000 10000 12000 14000 1600

-2000 4

-4000 -

-G000 4

-B000 -
] 1 b regfac

Entrada: |

Zmin = 1800(0) + 1800(1500)= 27000000
Zmin = 1800(750) + 1800(750)= 2700000

Analisis:
La compafia "CILANTRO SALVAJE" debera producir 1500 bebida energéticas del tipo B o 750 del
tipo A'y 750 del tipo B, para minimizar el costo en $27000000.
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4) Los estudiantes de la carrera de nutricion realizan un estudio de mercado a los jovenes deportistas del
Colegio Universitario para determinar una dieta que debe contener al menos 16 unidades de carbohidratos
y 20 de proteinas. El alimento A contienen dos unidades de carbohidratos y 4 de proteinas; el alimento
B contiene 2 unidades de carbohidratos y 1 de proteinas. Si el alimento A cuesta 1.20 ddlares por unidad
y el B 0.80 ddlares por unidad, ¢Cuantas unidades de cada alimento deben comprarse para minimizar

costos? ¢ Cual es el costo minimo?

Variables:
Alimento A = x
Alimento B =y
Restricciones:

2x+2y > 16
4x+y > 20
x>0
y=0
Funcion Objetiva: Z (min)= 1,20x+0,80y

Gréfico:

B 2

b Vista Algebraica [ | » vista Grafica A
- Inecuacidn I iy 20
L@ regfac: (x+y = 8) A (4
Punto
i@ A=1(0,20)
@ B=(4,4)
@ Cc=(80)
Recta
@ arx+y=8
@ brax+y=20
@ eix=0
@ diy=0

A
.

|

X

Inecuacidon regfac

tbgfac . . o

Vértices:
A) Z (min)=1,20(0)+0,80(20)= 16
B) Z (min)=1,20(4)+0,80(4)=8
C) Z (min)=1,20(8)+0,80(0)=9,6
Analisis:
Se debe comprar 4 unidades del alimento Ay del alimento B para disminuir el costo a $8.
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5) La Empresa Curtiembre produce dos tipos de carteras, cada uno de los productos estan identificados
por una variable: (x,z) los mismos que son procesados por dos maquinas; M1y M2. La disponibilidad es
de 300 y 400 horas semanales al menos. M1 procesa 4 unidades de (x) y 6 unidades de (z), M2 procesa
8 de (X) y 3 de (2). El costo de procesar es de $6 ddlares por cada unidad de producto de (x) y $5 dolares
por cada producto de (z). ¢Cuéntas unidades de x y de z se deben procesar para que el costo sea minimo?

Variables:
X, Z

Restricciones:
4x+6y>300
8x+3y>400
x>0
y=0

Funcion Objetiva: Z (min)= 6x+5y

Gréfico:
. *. wl | e . =2
.A_ /_ B ":m_ J K‘_/\_ é‘_H x_ ABC_H i___
» Vista Algebraica ) | » vista Grafica (|
Inecuacion m@‘@m@gmmﬂﬂ

@ regfac: (2x+ 3y > 150
Punto

o @ A=(0,133.33)

e @ B=(41.67,22.22)

Recta

Vértices:

tbafac

-150 -100

-50

-50

Z (min)= 6(0)+5(133,33)=666,65
Z (min)= 6(41,67)+5(22,22)=361,12

Z (min)= 6(75)+5(0)=450

Anadlisis:

La compariia debe producir 42 del articulo x y 22 del articulo z para disminuir el costo a $361,12

6) La Empresa PUBLICOM S.A. ha sido contratada para hacer una campafia para promocionar

una marca de productos lacteos que se basa en el reparto gratuito de yogures con sabor de mora o
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http://www.monografias.com/trabajos12/elproduc/elproduc.shtml
http://www.monografias.com/trabajos6/lacte/lacte.shtml

durazno. Se decide repartir al menos 30.000 yogures. Cada yogurt de mora necesita para su elaboracion
0,5 gr. de un producto de fermentacién y cada yogurt de durazno necesita 0,2 gr. de ese mismo producto.
Se dispone de 9 kg. De ese producto para fermentacion. El costo de produccion de un yogurt de durazno
es el doble que el de un yogurt de mora. ¢Cuantos yogures de cada tipo se deben producir para que

el costo de la camparia sea minimo?

Promocion Producto Costo de Produccion
(Unidades) Fermentacién Unidades monetarias /
(gr)) unidad
Yogurt de mora 1 0.5 1
(X1)
Yogurt de 1 0.2 2
durazno (X2)
Demanda o 30000 9000
disponibilidad
Funcion objetivo
F.O= Z(Min)=X1 + 2X2
Restricciones
X1 +X2 > 30000 (UNIDADES YOGURT)
0.5X1 +0.2X2 < 9000 (PRODUCTOS DE FERMENTACIO)
X1, X2 > 0
Gréfico
x2 Constraint — Dbgective Functien: — Feazible Area: @E
= 0T F T ko o T OPTIMAL
SOLUTION
: OB =50.000,00
| ®1=10,000,00
*2=20,000.00
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Interseccion vértices

X1+ X2 = 30000
-X1 - 0.4X2 =-18000
0.6X2 = 12000

X2 = 20000

Célculo (ZMIN) en base a los vértices
Z (Min)=X1 + 2X2

Z(MIN) = 1(10000) + 2(20000)
Z(MIN) = 50000

Respuesta
La compariia debe producir 10.000 de yogures con sabor mora y 20.000 con sabor de durazno, para
obtener un costo minimo de $50.000.

7) Laempresa de servicios PUBLICIDAD.COM CIA LTDA. El gerente general en la reunion de trabajo

le informa al jefe de la seccién de publicidad que debe planificar para el proximo mes una estrategia de

publicidad para el lanzamiento de una linea de T.V. tiene a consideracion 2 medios de difusion: La

television y el periodico. Segun los resultados de los estudios de mercado han mostrado que:

1. La publicidad por T.V. Llega al 2 % de las familias de ingresos altos y al 3 % de las familias de
ingresos medios por comercial.

2. La publicidad en el periodico llega al 3 % de las familias de ingresos altos y al 6 % de las familias de
ingresos medios por anuncio.

La publicidad en periddico tiene un costo de 500 d6lares. Por anuncio y la publicidad por T.V. tiene un

costo de 2000 dolares. Por comercial. La meta es obtener al menos una presentacion como minimo al 36

% de las familias de ingresos altos y al 60 % de las familias de ingresos medios minimizando los costos

de publicidad.

Variables
Anuncios para las familias de ingreso alto (X1)

Anuncios para las familias de ingreso medio (X2).

Funcidn objetivo
FO=Z (MIN) =500X1+2000X2

Restricciones
2X1 +3X2<36
3X1 +6X2 <60
X1, X2>0

Tabla de valores

X |Y X |Y
0 18 0 20
12 0 10 | 0
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Grafico

30
EJEMPLO DEPARTAMENTO DE PUBLICIDAD
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Solucién éptima:

X1= 0 comerciantes en TV

X2= 12 anuncios en el periodico
Z=$6000

Respuesta
Se debe realizar 12 anuncios en el periddico para obtener el costo minimo de $6000 dolares.

8) La pequefia empresa CARNES CEBU, el gerente de produccion dentro de su planificacion mensual
debe preparar carne para hamburguesa con una combinacién de carne molida de res y carne molida de
cerdo. La carne de res contiene 80 % de carne y 20 % de grasa y le cuesta a la tienda 80 centavos por
libra. La carne de cerdo contiene 68 % de carne y 32 % de grasa y cuesta 60 centavos por libra. ;Qué
cantidad de cada tipo de carne debe emplear la tienda por cada libra de carne para hamburguesa si desea
minimizar el costo y mantener el contenido de grasa no mayor de 25 %?

Variables
Carne molida de res (X1)

Carne molida de cerdo(X2)

Funcién objetivo
FO=Z (MIN) =80x1+60x2

Restricciones
20X1 +32X2 <25
X1+X2 =1
X1, X2 >0

Tabla de valores

X y X1=1
0 15
0,780

X2=1
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Grafico

Solucion 6ptima
X1 =7/12 Ibs de carne de res

X2 =5/12 Ibs de carne de cerdo

Z = 215/3 centavos

Respuesta

EJEMPLO EXFENDIO DE CARNES

—— 201+ 322 < 23
—a— W+ K21

0.5 xq 1

1.5

La tienda debe emplear 7/12 libras de carne de res de tipo 1 y 5/12 de libras de carne de cerdo de tipo 2

para obtener un costo minimo de 215/3 centavos.

9) La pequefia empresa chatarra facil, tiene como principal actividad reciclar desperdicios industriales
de aluminio, para su analisis utilizamos dos variables A y B, para producir una aleacién especial. La
chatarra A contiene 6% de aluminio, 3% de silicio, y 4% de carbédn. La chatarra B contiene 3% de
aluminio, 6% de silicio, y 3% de carbdn. Los costos por tonelada de las chatarras A y B son de $100 y
$80, respectivamente. Las especificaciones de la aleacidn especial requieren que (1) el contenido de
aluminio debe ser minimo de 3% y maximo de 6%; (2) el contenido de silicio debe ser de entre 3 y 5%,
y (3) el contenido de carbdn debe ser de entre 3y 7%. Determine la mezcla 6ptima de las chatarras que
deben usarse para producir 1000 toneladas de la aleacion.

Variable
Chatarra de Aluminio A - X
Chatarra de Aluminio B -y

Funcion Objetiva
z(min) = 100x + 80y

Restricciones

X y
1 Aluminio 0.06x +0.03y >0.03
2 Aluminio 0.06x +0.03y <0.06
3 Silicio 0.03x +0.06y >0.03
4 Silicio 0.03x +0.06y <0.05
5 Carbon 0.04x +0.03y >0.03
6 Carbdn 0.04x +0.03y <0.07
7 Total a producir(1000 ton) X +y =

X >0

y >0
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Puntos:

1 2 3 4 5
X ’ y X
0 1 0 2 0 0.5 0 5/6 0 1
05| 0 1 0 1 0 53 | 0 34 | 0
6 7
] X
0 3/7 0 1
af7 0 1 0
Gréfico
h
\‘\3.5
bY N
ValorFO = B6.8
®
2 25 3 35
Veértices.
A=(0.33; 0.67)

Z (min)=100*0.3333+80*0.6667 = 86.66667

Respuesta: La mezcla 6ptima de chatarras que debe utilizar la empresa es de 0.3333 de Ay 0.6667 de
B para minimizar su costo a $86.66667
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10) La Corporacion OXIFULLPETROLEO, esta industria viene trabajando a nivel internacional, la
asamblea general de accionistas ha aprobado el proyecto para la construccién de una refineria en centro
Ameérica, el presidente de la corporacidn informa al gerente general con la nueva refineria debe producir
cuatro productos: diésel, gasolina, lubricantes y combustible para vehiculos. La demanda minima (en
barriles por dia) de cada uno de esos productos es de 14,000, 30,000, 10,000 y 8000, respectivamente.
Irag y Rusia firmaron un contrato para enviar crudo a OXIFULL Debido a las cuotas de produccion
especificadas por la OPEP (Organizacion de Paises Exportadores de Petrdleo), la nueva refineria puede
recibir por lo menos 40% de su crudo de Iraq y el resto de Rusia. OXIFULL pronostica que la demanda
y las cuotas de petréleo crudo no cambiaran durante los proximos 10 afios. Las especificaciones de los
dos crudos conducen a mezclas de productos diferentes: Un barril de crudo de Iraq rinde 0.2 barriles de
diésel, 0.25 barriles de gasolina, 0.1 barril de lubricante y 0.15 barriles de combustible para vehiculo.
Los rendimientos correspondientes del crudo de Rusia son: 0.1, 0.6, 0.15 y 0.1, respectivamente. Oxifull
necesita determinar la capacidad minima de la refineria (barriles por dia).

Variables

Iraq — X
Rusia-y

Funcion Objetiva

z(min) =x+y

Restricciones

X y
A 0.40x -0.60y >0
Diésel 0.20x +0.10y >14000
Gasolina 0.25x +0.60y >30000
Lubricantes 0.10x +0.15y >10000
Combustibles 0.15x +0.10y >8000
X >0
Y >0
Puntos:
1 2 3
| |
1 o3 0 140000 0 50000
3/2 1 70000 0 120000 0
4 5
| |
0 200000/3 0 800000
100000 0 160000/3 0
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Gréfico:

F
. 200000 1
(;:?\T"hl,sflblr
180000 -
:0 160000 -
N kY
\
AN 140000
\\
NN 200m-
Lubricantes \
\\‘i}m\c‘-ca- \gorFO = 85000
Gasolina \ 1
“ 500005.\\\
o000 -
40000 -
20000
ol \ §
&6DDE fIIZI'DE-J 2IZIIDE-3.._ g 0 JJﬁGD 4-Jﬁ00 .‘E{\J\‘DDD EG"JD\D\:DDINEEEUH.J:IEIED[.I 186000 186DDD 2060DD 226[.95- 2"\6!'DE- 26I£'DE-3 ZBIEIDE-D SDﬁDEG 32I£-EJG IMI&-E-:ICI
Vértices: Z(min)=x+y
e A=(52500;35000) Z(min)=52500+35000=87500
e B=(55000;30000) Z(min)=55000+30000=85000
o (=(66.666,67; 22222,22) Z(min)=66666.67+22222.22=88888.89
e D=(120000;0) Z(min)=120000+0=120000
Z(min)= 55000+30000=85000
Respuesta
La Capacidad Minima de Oxifull debe ser de 55000 de Iraq y 30000 de Rusia con un costo minimo de
$85000 délares.
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TAREA

1) En la universidad los estudiantes de ingenieria en alimentos estan trabajando en un proyecto para
seleccionar la combinacion méas barata de dos alimentos, estos productos deben cumplir con ciertas
necesidades diarias de vitaminas. Los requerimientos vitaminicos son por lo menos 50 unidades de
vitamina C, 50 unidades de vitamina A y 49 unidades de vitamina E. Cada onza del alimento A
proporciona 4 unidades de vitamina C, 10 unidades de vitamina A 'y 7 unidades de vitamina E; cada onza
del alimento B proporciona 10 unidades de C 5 unidades de Ay 7 unidades de E. El alimento A cuesta
6 dolares/kilogramo y el alimento B cuesta 9 dolares/kilogramo. Se pide encontrar la manera menos
costosa para satisfacer las necesidades vitaminicas.

RESPUESTA: Las necesidades vitaminicas se seran dadas por 10 kilogramos de alimento B para
minimizar los costos en $20.

2) En la carrera de ingenieria comercial para dar cumplimiento con la planificacién sobre movilidad
estudiantil se ha programado una visita a empresas de la region del litoral. EI nimero de estudiantes es
de 359 en ese periodo academico. Se firma un contrato con la cooperativa de transportes que dispone de
9 buses de 40 puestos y 11 de 45 puestos, pero solo dispone de 10 conductores. El alquiler de un bus
grande cuesta $900 vy el de uno pequefio $700. Calcular ¢cuéntos buses de cada tipo hay que utilizar para
que la visita a las empresas resulte lo mas econémica posible para la carrera?

RESPUESTA: La carrera de Ing. Comercial debe contratar 9 buses pequefios para minimizar el costo
que es de $ 6300 (6282,5)

3) La pequefia empresa Cultivos del Norte como principal actividad econémica es la agricultura, el
propietario debe compra fertilizantes que contienen tres nutrientes: para su andlisis utilizamos variables,
A, B. C. Los requerimientos minimos semanales de estos son 90 unidades A, 130 de B y 250 de C.
Existen dos mesclas de fertilizantes de gran aceptacion en el mercado, la mescla 1 cuesta 9 dolares por
bolsa y contiene 3 unidades de A 7 de By 5 de C. La mescla dos cuesta 12 ddlares por bolsa con 3
unidades de A 3de By 12 de C. ;Cuantas bosas de cada bolsa debe comprar el agricultor para minimizar
el costo de satisfacer su requerimiento de nutrientes.

RESPUESTA: La empresa cultivos del norte debe de comprar 15,71 bolsas de mezcla 1 y 14,28 bolsas
de mezcla 2 para minimizar sus costos en $312,86.

4) El gerente del gimnasio VIDA SANA, preocupado por la alimentacién de sus alumnos contrata los
servicios de un nutricionista para darles una conferencia sobre los alimentos que deben consumir al
menos 18 unidades de carbohidratos y 22 de proteinas. Para identificar a los productos utilizamos
variables, el alimento A contiene 3 unidades de carbohidratos y 5 de proteinas; el alimento B contiene 3
unidades de carbohidratos y 2 de proteinas. Si el alimento A cuesta 2,20 ddlares por unidad y el B 1,80
dolares por unidades. ¢ Cuéntas unidades de cada alimento deben comprarse para minimizar costos y cudl
es el costo minimo?

RESPUESTA: Se debe comprar 3,33 unidades de alimento A y 2,66 unidades de alimento B para
minimizar el costo en $12,13

5) El departamento de bienestar universitaria y particularmente el centro médico diagnostica la
enfermedad de un estudiante, y para su recuperacion debe de suministrarse dos pastillas que tiene dos
componentes que llamaremos A y B. Necesita tomar 65 unidades de A y 150 unidades de B. EI médico
le da dos tipos de dietas en las que la concentracion de dichos componentes es:

e dieta 1: 2 unidades de Ay 3 unidades de B

e dieta2: 1 unidad de Ay 2 unidades de B.

Sabiendo que el precio de la dieta 1 es 3,5y el de la dieta 2 es 2,45. ;Cuadl es la distribucion éptima para
el menor costo?
RESPUESTA: La distribucién 6ptima a menor costo es 50 de la dieta 1 para minimizar en $175
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6) La pequefia empresa FRIGORIFICO Don Carlos, prepara su producto para la entrega a una cadena de
supermercados de la ciudad, preparar la carne para albondigdn con una combinacién de carne molida de
res y carne molida de cerdo. La carne de res contiene 75% de carne y 25% de grasa, y le cuesta a la tienda
0,85 dolares por libra; la carne de cerdo contiene 69% de carne y 31% de grasa, y cuesta 0,60 dblares por
libra. ;,Qué cantidad de cada tipo de carne debe emplear la tienda en cada libra de albondigon, si se desea
minimizar el costo y mantener el contenido de grasa no mayor de 26%?

RESPUESTA: Se vaaemplear 0,833 libras de carne de res y 0,17 libras de carne de cerdo para minimizar
en $0,81.

7) La pequefia Industria artesanal produce dos clases de cerveza: cerveza negray cerveza dorada, para lo
cual dispone de ingredientes para llenar por lo menos 30 botellas combinadas. Se requiere 1 hora llenar
22 botellas de la cerveza negra y 2 horas llenar 27 botellas de cerveza dorada, se dispone a lo mucho de
2 horas. La demanda de la cerveza negra se estima que en el mercado requiere un total de 24 botellas y
a lo mucho 12 botellas de la cerveza dorada. Cada botella negra deja una utilidad de 0,10 centavos y 0,15
centavos cada botella de cerveza dorada. ;Cuantas botellas de cervezas se deben llenar para minimizar
sus costos?

Respuesta: La empresa artesanal para minimizar sus costos debe llenar 24 botellas de cerveza negra 'y 6
botellas de cerveza dorada, obteniendo un costo de $3,3 dolares.

8) La empresa Valle turistico, se dedica a la produccién y comercializacion de cuyes, el jefe de la granja
propone una dieta para engordar con una composicion minima de 16 unidades de una sustancia A y otras
17 de una sustancia B. En el mercado solo se encuentran dos clases de compuestos: el tipo | con una
composicion de 2 unidad de A y 6 de B, y el tipo Il con una composicion de 6 unidades de A y 2 de
B. El precio del tipo | es de 12 dolares y el del tipo 11 es de 32 dolares. Se pregunta: ¢ Qué cantidades se
han de comprar de cada tipo para cubrir las necesidades con un costo minimo?

RESPUESTA: Se debe comprar 2, 18 de la dieta para engordar tipo 1 y 1, 94 de la dieta para engordar
de tipo I, para tener un costo minimo de $ 88,25.

9) La Cooperativa de alquiler de camionetas Amazonas CIA LTDA , dispone de dos tipos de vehiculos
la camioneta A: tiene 3m3 de espacios refrigerado y 5m3 de espacio no refrigerado, la camioneta B tiene
4m3 de cada tipo de espacio, una transportadora de alimentos debe transportar 188m3 de producto
refrigerado y 245m3 de productos no refrigerados. La camioneta A lo alquilan a 3 dolares/ km, la
camioneta B lo alquilan a 3,5 dolares/ km, si recorrieron 45km cuantas camionetas de cada tipo deben
tomarse en alquiler para minimizar el tipo de transporte.

RESPUESTA: Para minimizar el tipo de transporte debe utilizar 29 camionetas del tipo A y 26
camionetas tipo B con un costo de $175,19
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