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3.1. ASPECTOS GENERALES

La programacion lineal es una técnica de la ingastbn de operaciones que se
aplica a datos cuantitativos, a fin de maximizaptoduccion y minimizar los

costos de la materia prima.

La programacion lineal tiene su impacto a partid€B0. En la actualidad es una
herramienta de uso normal que ha ahorrado milesl@nes de dolares a muchas
compafias 0 negocios, incluyendo empresas medémbss distintos paises del
mundo; su aplicacion a otros sectores de la satisgaestda ampliando con
muchas rapidez, incluyendo en el campo de la dgrreupara los calculos en la
optimizaciéon de la mezcla de los fertilizantes goi@ndo los mismo resultados en

la fertilidad del suelo.

¢, Cudl es la naturaleza de esta notable herramigngué tipos de problemas

puede manejar?

El problema principal es asignar recursos entradéigsidades eligiendo el nivel o

cantidad 6ptimos de estos que se consumiran eactagdades. La variedad de

situaciones a las que se puede aplicar esta descrips sin duda muy grande, y
va desde la asignacion de instalaciones de prasluecilos productos, hasta la
asignacion de los recursos nacionales a las necesidde un pais; desde la
seleccién de una cartera de inversiones, hastalégcsdn de los patrones de
envio; desde la planeacion agricola, hasta el digefiuna terapia de radiacion,

etc.

La programacion lineal utiliza un modelo matemapeoa describir un problema
dado. El adjetivo lineal significa que todas lasdiones matematicas del modelo
deben ser funciones lineales y programacion esngmisno de planeacion. Por
tanto, la programacion lineal trata la planeaciénas actividades para obtener un
resultado 6ptimo, es decir, el resultado que majcance la meta especificada

entre todas las alternativas de solucion posibles.
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Aunque la asignacion de recursos a las actividagéa aplicacion mas frecuente,
la programacién lineal tiene muchas otras posdwdes. De hecho, cualquier
problema cuyo modelo matematico se ajuste al farngeheral del modelo de
programacion lineal es un problema de programdai@al. AuUn mas, se dispone
de un procedimiento de solucion extraordinariamefilgente llamado método

simplex, para resolver estos problemas, inclusddéogran tamafifpvww26].
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3.2. MODELO DE PROGRAMACION LINEAL

Los términos mas importantes que debemos tener ctarg son recursos y
actividades, en donda denota el nimero de distintos tipos de recursessgu
pueden usar y denota el nimero de actividades bajo consideraditijunos
ejemplos de recursos son dinero y tipos especidéesnaquinaria, equipo,
vehiculos y personal. Los ejemplos de actividadelsiyen inversion en proyectos
especificos, publicidad en un medio determinadd gngio de bienes de cierta
fuente a cierto destino. En cualquier aplicaciérpaegramacion lineal, puede ser
gue todas las actividades sean de un tipo gengratntonces cada una
corresponderia en forma individual a las alterretiespecificas dentro de esta

categoria general.

El tipo méas usual de aplicacion de programacidealiinvolucra la asignacion de
recursos a ciertas actividades. La cantidad digp®nide cada recurso esta
limitada, de forma que deben asignarse con muchiado. La determinacion de
esta asignacion incluye elegir los niveles de @iwidades que lograran el mejor
valor posible de la medida global de efectividad.

Ciertos simbolos se usan de manera convencional ganotar los distintos
componentes de un modelo de programacion lineasEsmbolos se enumeran a
continuacion, junto con su interpretacion pararebfgma general de asignacion

de recursos a actividades.

Z =valor de la medida global de efectividafincion objetivo

X; = nivel de la actividad j (paraj=1,2,..., n).

c, = incremento e que resulta al aumentar una unidad en el niveade |
actividad |.

b, = cantidad de recurso i disponible para asigrias actividades (para i
=1,2,.,m).

a; = cantidad del recurso i consumido por cada una#aka actividad |
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El modelo establece el problema en términos de rtameaisiones sobre los

niveles de las actividades, por lo queg, X,,......X, se llaman variables de
decision. Los valores de;,b y a; (parai=1,2,..., myj=1.2,..., n)son las
constantes de entrada al modelo. lgsby a; también se conocen como

parametros del mode[tib05] .

Ahora se puede formular al modelo matematico pata problema general de
asignacion de recursos a actividades. Este modweisiste en elegir valores de

Xy Xy,......X, para optimizar (maximizar o minimizar).

Z =c X +C,X, +.....+C X,, Sujeta a las restricciones:

3% +apX, ta X, (S,2,5)by

A, X, ta,LX, +....+a, X, (5,2' :)b2

a X ta,X, +..+a X (5,27,
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3.3. METODOS DE PROGRAMACION LINEAL

La PL' es una técnica mediante la cual se toma decisiaeesiciendo el
problema bajo estudio a un modelo matematico geredraual debe ser resuelto

por métodos cuantitativos.

Tenemos varios métodos o técnicas para la solu@étichos modelos como: el

método grafico, método simplex, técnica de la Mtaué de dos fases.

5.3.1.Método Gréfico

El método grafico se utiliza para la solucion deobbemas de PL,
representando geométricamente a las restricciaoasliciones técnicas y el
objetivo.

El modelo se puede resolver en forma grafica € 8éhe dos variables. Para
modelos con tres o mas variables, el método grafisoimpractico o
imposible.

Cuando los ejes son relacionados con las variaelegroblema, el método es
llamado método grafico en actividad. Cuando seciahan las restricciones

tecnoldgicas se denomina método grafico en recursos

Los pasos necesarios para realizar el método sarenu
1. Graficar las soluciones factibles, o el espaciosduciones (factible),
gue satisfagan todas las restricciones en formaltginea.
2. Las restricciones de no negatividad, = cOnfian todos los valores
posibles.
3. El espacio encerrado por las restricciones restas¢e determinan
sustituyendo en primer térmirno por(=) para cada restriccion, con lo

cual se obtiene la ecuacion de una linea recta.

! PL: Programacién Lineal
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4. Trazar cada linea recta en el plano y la regiércual se encuentra
cada restriccion cuando se considera la desigualdaohdica la
direccion de la flecha situada sobre la linea rastiada.

5. Cada punto contenido o situado en la frontera dgla@o de
soluciones satisfacen todas las restricciones y grsiguiente,
representa un punto factible.

6. Aunque hay un namero infinito de puntos factildesel espacio de
soluciones, la solucion optima puede determinats®baervar la
direccion en la cual aumenta la funcion objetivo.

7. Las lineas paralelas que representan la funcidetiobj se trazan
mediante la asignacion de valores arbitrarios adéndeterminar la
pendiente y la direccion en la cual crece o decedcealor de la

funcion objetivojwww27].

5.3.2. Método Simplex.

El método simplex es un procedimiento iterativo gneral para resolver
problemas de PL que permite tender progresivambatda la solucidon
Optima, estando comprobada su extraordinaria aefi@e Es un procedimiento
gue tiene su base algebraica pero sus conceptodamamtales son
geométricos el cual permite encontrar y probar csohes situadas en los

vértices optimos.

El método requiere que las restricciones sean emex en lugar de
inecuaciones, lo cual se logra afadiendo varialblesholgura a cada
inecuacion del modelo, variables que nunca puedemegativas y tienen

coeficiente 0 en la funcion objetivo

Procedimiento para pasar a la forma estandar un prblema de PL.
Un problema de PL puede estar de mucha formas:
* Su objetivo puede ser maximizar o minimizar.
* Puede tener restricciones de igualdad o desigug@hdexdor o igual

que, mayor o igual que).
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Existen tres requisitos para encontrar la solud@mn problema de PL por el
Método Simplex.
1. Todas las limitaciones o restricciones deben essiablecidas
COmo ecuaciones.
2. El segundo miembro de una restriccion (lado deredbola
desigualdad o igualdad) no puede ser negativo.
3. Todas las variables estan restringidas a valoresnegativos
X, 20.
Cuando el sistema reune a un numero de ecuaciofeggr al numero de
incognitas, existen muchas soluciones. Para eraotdr solucion a este
problema, es necesario utilizar variables adicesmal las que se les denomina
VARIABLES DE HOLGURA y/o ARTIFICIALES.

Reglas para obtener la forma estandar.

Regla 1.-Cuando el lado izquierdo de una restriccion es megane el lado
derecho; aumentamos una variable de Holgura.
LI <LD
Para realizar la igualdad tenemos:
LI + variable holgura =D
Ejemplo:
ax, +a,X, <b

Forma estandas> a,x; +a,x, +y =b.

Dondey representa la variable de holgura.
Para el caso qukl > LD se tiene que sumar una variable de holgura y restar
una variable artificial.

LI + variable holgura — variable artificial ED

Ejemplo:

ax +ta,x, 2b

Forma estandat> a,x, +a,x, +y—-y=Db.
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Donde: vy variable de holgura.

y variable artificial.

Regla 2.-Para el caso de una restriccion sea igualdacc@sld = LD, para
pasar a la forma estandar se tiene que sumar umablea artificial al
izquierdo.
LI + variable artificial =LD
Regla 3.- Conversién de una funcién objetivo de minimizaci@uando
tenemos que resolver un problema de minimizaciom&s conveniente es
realizar un cambio a maximizacion, esto se lograltipicando cada
coeficiente de la funcion objetivo por -1.
MinZ = Max(-2)
Ejemplo: Min(Z)=2x, — X, +3X%,
Esto es equivalente a resolver el siguiente pnodlde maximizacion.
Max(—Z) = =2x, + X, — 3%,
—Z=-2X + X, —3X,
Regla 4.-Conversion de lados derechos negativos. Multipkoabos lados de
la restriccion que tenga un lado derecho negative py cambiar la direccion
de la desigualdad.
Ejemplo: —3x, + 2%, +2x, 2 - 15
Al multiplicar -1 tenemos:
3X, —2X, —2X; <15
Aplicando estas reglas podemos pasar cualquietgmnabde PL a su forma
estandar y aplicar los métodos de solucién algetsaiomo: Simplex, Dos
Fases o el Método de la ib05].

La Tabla Simplex
El método simplex es un procedimiento matriciabp@&solver programas
lineales expresados en forma estandar:

Optimicese:z=C" X

Con la condicion:AX =B
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Con: X =20
Donde B> 0y es conocida una solucion factible baskKg Empezando con
X,, el método localiza sucesivamente otras solucidaetibles basicas que

tienen mejores valores del objetivo, hasta obtémesolucion optima. Para
programas de optimizacion, el método simplex &#ilatabla 3.1,en el cual

C, designa el vector de costo son las variableXgn

XT
CT
X.Co A B
C'-Co' A -C,/B

Tabla 3.1 Tabla Simplex

Para programas de maximizacion, la Tabla 3.1 lementos del reglon

inferior se les cambia los signos.

Simplificacién a la Tabla Simplex

Para cadaj(j =12,...,n), definasez; = COT A, el producto escalar d€,con
la columng de A. El itemj en el Gltimo reglon de la Tabla 3.1 es-z; (o,
para un programa de maximizacion, —c;), dondec; es el costo en el
segundo reglén de la tabla simplex, inmediatamentéma deA,. Una vez

gue se obtiene este ultimo reglén, el segundo meglé segunda columna de

la tabla, que corresponden respectivamer@ & C,, pueden eliminarse.
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Pasos para el Método Simplex

Paso 1 Localicese el numero méas negativo en el reglerimf de la tabla
simplex, excluyendo la ultima columna. La colummala cual aparece este
namero, se le denominaréolumna de trabajo Si existe mas de una

posibilidad en la seleccion del nimero mas negaseleccionese solo uno.

Paso 2.0bténgase razones dividiendo cada numero posiéva dolumna de
trabajo, excluyendo el ultimo regldn, entre el edatw en el mismo regléon y
en la ultima columna. Al elemento de la columnardbajo que dé la razén
mas pequefia, se le denomalamento pivoteSi mas de un elemento da la
misma razon mas pequeifia, seleccionese uno de ®ilagigun elemento en

la columna de trabajo es positivo, el programaeretsolucion.

Paso 3.Unase operaciones elementales de reglones parartioel elemento
pivote a 1 y reducir después a todos los otros eziéms en la columna de

trabajo a 0.

Paso 4 Reemplécese la variableen el reglon pivote y en la primera columna
por la variablex en el primer reglén y en la columna pivote. Esteva

primara columna es ahora el conjunto de varialdsghs.

Paso 5.Repitase los pasos 1 al 4 hasta que no queden ogimegativos en el

altimo reglén, excluyendo a la ultima columna.

Paso 6.La solucion optima se obtiene asignando a cadablarde la primera
columna aquel valor en el renglon correspondierge ia ultima columna. A
todas las otras variables se les asigna el valar. & valor asociadaz’,

altimo valor 6ptimo de la funcion objetivo, es €lnmero en el dltimo reglén y
dltima columna para un programa de maximizaciomg @s el negativo de

este nimero para un programa de minimizacion.
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Ejemplo 1:
Maximice: z = x; +9X, + X,

- X +2X, +3% <9
Con las condiciones:
33X, +2X, + 2%, <15

Con: todas las variables no negativas.

Empezamos introduciendo variables de holgugay x,en la primera y

segunda desigualdades de restriccion, respectitamedefiniendo después.

X =[x, %, %, %, %] C=[19100f

ST

32201
Los costos asociados con los componenteXglevariables de holgura, son

cero; por lo tantoC, = [O,O]T . La tabla simplex queda:

X X X X X
1 9 1 0 O

x, 0 |1 2 2 1 0| 9

Para calcular el ultimo reglon de esta tabla, splesnla simplificacion a la

tabla y primero se calcula por inspeccion caga{este es el producto escalar

de la columna 2 y la columnpale A. Después se resta el costo correspondiente

c.. En este caso, la segunda columna es cero, porque

z; —-c; =0-c; =—c; . Por lo tanto, el reglon inferior de la tablacleyendo

al ultimo elemento, solo es el negativo del req®orkl Ultimo elemento del
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reglon es simplemente el producto escalar de lanowh 2 y la columna final
B, asi que también es cero. En este punto, el segueglon y la segunda
columna de la tabla son superfluos. Eliminandosesobtiene la Tabla 1.1

como la tabla inicial completa.

Xl X2 X3 X4 XS

X2 |1 222 1 0 9
X |3 22 o 1| 15

-1 -9 -10 O

Tabla 1.1.Tabla simplex inicial.

Se puede ahora aplicar el método simplex. El elemeras negativo en el
altimo reglon de la Tabla 1.1. es -9, corresporéienla columnax,; por lo
tanto, esta columna se transforma en la columntiadb@ajo. Obteniendo las
razones% =45 y 1%, =75, se encuentra que el elemento 2, marcado con

asterisco en la Tabla 1.1se obtiene la Tabla 1.2a que el ultimo reglon de

estano contiene elementos negativos, se tiene delé&ssolucion optima.

x,|1 2 2 1 0| 92

1
% 0 % % 0| 8y

5.3.3.Método de dos fases

Siempre que existan variables artificiales comdepde la solucion inicial

X,, €l ultimo reglén de laTabla3.1 contendra el costo pendll. Para
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minimizar el error de redondeo. Para obtener arifgo del método de dos

fases aumentamos los siguientes cambios a los gakogtodo simplex.

Cambio 1: El dltimo regldn de ldabla 3.1se descompone en dos reglones; el
primero comprende aquellos términos que no comierd, mientras que el
segundo comprende a los coeficientedden los términos restantes.

Ejemplo: Supongamos que el daltimo reglon de la tabla simegex
-9-8M 0 -9-MM O M 0 -14-M
Bajo la condicién del cambio 1, se transformariaitos dos reglones:
-90-9000 -14
809010 -2

Cambio 2: Se aplica el paso 1 del método simplex al Gltingdare generado
en el cambio 1(seguido por los pasos 2, 3 y 4Yahgse el ultimo reglén no
contenga elementos negativos. Entonces, se apligase 1 a los elementos
del penultimo regléon que se encuentren situadosesobros en el dltimo

reglén.

Cambio 3: Siempre que una variable artificial deja de sercha®s decir, que

se quita de la primera columna de la tabla simptexro resultado del paso 4,
se elimina del regldon superior de la tabla simpéxgual que toda la columna
debajo de ella. (Esta modificacién simplifica l@écalos manuales, pero no

esta incluida en la mayor parte de los programaodgputadora).

Cambio 4: El ultimo regldon puede eliminarse de la tabla serpkiempre que

todos sus elementos sean cero.

Cambio 5: Si en el conjunto basico final estan presentesbbas artificiales
diferentes de cero, el programa no tiene soludién.cambio, cuando una o
mas de las ecuaciones de restriccidon originalegexundantes, las variables

artificiales de valor cero aparecen como variab&scas).
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Minimicese: z = 80x, + 60x,
Con las condiciones:020x, + 032x, < 025
X +Xx =1

Con: X, Y X, No negativas.
Afnadiendo respectivamente una variable de holgygyay una variable

artificial x, a la primera y segunda restricciones, el probleeneonvierte a la

forma estandar, con

X = [><1,x2,x3,x4]T c =[80600,M]

020 032 1 0 025 X,
A= B = X, =

1 1 01 1 X,

Sustituyendo estas matrices, junto C@aE[O,M]T, en latabla 3.1, se

obtiene laabla 2.0 Ya que el regldn inferior incluyeM, se aplica etambio

1; latabla 2.1.Resultante es la tabla inicial para el métodoasefdses.

Xl XZ X3 X4
80 60 0 M
0
3 y 020 032 1 0 025
4 1 1 01 1
80-M 60-M 0 Q -M
Tabla 2.0.
X, X, Xg X,

X3 020 032 1 0 025
X4 . 1
1 1 01
80 60 0 0 | O
-1 -1 00 | -1

Tabla 2.1.
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Xl X2 X3
X3 0 012* 1 005
X |1 1 0 1
0 -20 O
0 0 0 ~80
0
Tabla 2.2.

Usando tanto ebaso 1del método simplex como ehmbio 2 se encuentra
que el elemento méas negativo en el ultimo reglotadabla2.1 (excluyendo
la dltima columna) es -1, que aparece dos vecedec&enando
arbitrariamente la columna, como la columna de trabajo, se forman las
razones 0.25/0.20=1.25 y 1/1=1. El elemento 1, atkracon asterisco en la
tabla 2.1,es el elemento pivote ya que da la razon mas paqugntonces,
aplicando los pasos 3, 4 y el cambio 3 #alala 2.1 se obtiene lgabla 2.2
Notese quex, reemplaza a la variable artificial, en la primera columna de
la tabla 2.2 asi que toda la columng,queda eliminada de lebla 2.2
Ahora, sin variables artificiales en la primerauroha y realizando elambio
3, el ultimo reglén de la tabla debera estar totabmeen ceros. Lo esta, y
mediante etambio 4 este reglon puede eliminarse, dando.

0 -20 0 -80

Como nuevo ultimo reglon de fabla 2.2.

Repitiendo los pasos del 1 al 4, se encuentraaeelimnax,, es la nueva
columna de trabajo; el elemento marcado con astegs latabla 2.2es el
nuevo pivote y las operaciones elementales denmegldan ldabla 2.3 Ya
que el dltimo reglén de laabla 2.3 excluyendo la ultima columna, no
contiene elementos negativos, se tiene de pase [Ligp04] :

x; =0.5833x, =0.4167x, =x, =0,conz =7167.
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Xl X2 X3
X, 0 1 8.333 04167
x| 1 0 -8.333 0.5833
0 1667 | _, o
Tabla 2.3.
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