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PRESENTACION

La Estadistica en la antigiiedad era empleada en asuntos del Estado tales como en los censos de poblacion
0 bienes, organizados por el poder politico con fines militares o fiscales. La Estadistica en la actualidad
es utilizada en todos los campos de saber humano, asi por ejemplo, en los juegos de azar se emplea
conocimientos de las probabilidades estadisticas, los investigadores utilizan conocimientos estadisticos
para probar hipoétesis, los gerentes de las empresas usan graficos estadisticos para el control de la calidad
de los servicios y productos que la empresa oferta, etc.

El objetivo del presente libro es incursionar a los lectores en la resolucion de ejercicios y problemas de
aplicacion de las probabilidades y de la Estadistica en diversos casos de la vida cotidiana de manera
manual y recurriendo al uso de Tecnologias de la Informacién y Comunicacion (TIC) tales como Excel,
Winstats, Graph, GeoGebra y Minitab. Se presentan ejemplos ilustrativos practicos que han sido
cuidadosamente seleccionados y resueltos didacticamente, paso a paso, empleando un lenguaje
matematico de facil comprension.

En cada capitulo constan los resultados de aprendizaje que se espera que el lector sea capaz de lograr, los
contenidos a tratar y las tareas de interaprendizaje. Los contenidos y las tareas de interaprendizaje se han
desarrollado de manera secuencial interrelacionadas entre si. En el primer capitulo se desarrolla la
introduccién a la probabilidad (analisis combinatorio, conceptos basicos y reglas de la probabilidad), en
el segundo capitulo se desarrollan las distribuciones de probabilidad discretas (binomial, Poisson e
hipergeométrica) y continuas (exponencial, uniforme y normal), el tercer capitulo esta dedicado a la
estimacion de intervalos de confianza (para la media, para la proporcion y el tamafio de la muestra), en
el cuarto capitulo se desarrolla la prueba de hipdtesis (Z prueba, t prueba, Razon F de Fisher y Ji
cuadrado) y en el quinto capitulo se desarrollan las aplicaciones de graficas estadisticas en el control de
la calidad (graficas para variables y para atributos). Al final del libro se presenta el solucionario de la
evaluacion diagnoéstica, un formulario con ejemplos ilustrativos resueltos sobre conocimientos
estadisticos previos (calculo de frecuencias, regla de Esturges, medidas de tendecia central, medidas de
dispersion, medidas de forma, correlacién y regresién) y culmina con las tablas de distribucion de
probabidades elaboradas Empleando Excel.

Los contenidos y procesos didacticos de interaprendizaje del presente libro son el fruto de la practica en
el aula durante algunos afios de labor docente tanto en nivel secundario como universitario y que han
sido  publicados como articulos didacticos en  http://es.scribd.com/mariosuarezibujes,
http://www.monografias.com/usuario/perfiles/mario_suarez_7/monografias, teniendo miles de visitas y
comentarios positivos de diferentes partes del mundo, por lo que se infiere que el presente libro en su
segunda edicion seguira teniendo la aceptacion por parte de los lectores y continuara aportando en la
mejora significativa del proceso de interaprendizaje de las probabilidades y de la Estadistica.

Convencido de que ninguna obra humana es perfecta, seran ustedes estimados lectores, los que con sus
sugerencias seguiran contribuyendo en mejorar la presente propuesta didactica de interaprendizaje de las
probabilidades y de la Estadistica empleado las TIC.

El[ Autor
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EVALUACION DIAGNOSTICA

OBJETIVO: Verificar los resultados de aprendizaje previos adquiridos por l@s lectores a traves del
presente cuestionario para emitir suicios de valor y tomar decisiones.

INSTRUCCIONES:

Estimado lector:

v" La evaluacion tiene una duracion de 2 horas.

v’ Cada pregunta tiene una valoracién de dos puntos.

v No se ortorgara valoracidn a una respuesta correcta que no esté acompafiada de un proceso de solucién

escrito.

v' Emplee hojas adicionales y un esferografico para resolver el presente cuestionario.

v' Lea cuidadosamente el cuestionario y conteste empleando sus conocimientos previos. )
iExito!

CUESTIONARIO
1) Elabore un diagrama de caja y bigotes dada la siguiente distribucién: 6, 9, 9, 12, 12, 12, 15y 17

2) Calcule la moda en forma grafica empleando un histograma con los siguientes datos:

Intervalo o Clase | f
10-19 3
20-29 7
30-39 15
40-49 12
50-59 8

3) Calcule el punto centroide con los datos de la siguiente tabla sobre la altura en centimetros (X) y los
pesos en kilogramos (YY) de una muestra de estudiantes varones tomada al azar del segundo semestre de
una universidad. Estimar el valor de Y cuando X =200 .Elabore las graficas respectivas

X 152 | 157 | 162 | 167 | 173 | 178 | 182 | 188
Y 5 | 61 | 67 | 72|70 | 72 | 83 | 92

4) Calcule y grafique la ecuacion de la parabola Y = ay + a; X + a,X? por el método de los minimos
cuadrados dada la siguiente tabla sobre la poblacién de un pais. Estimar la poblacion para el afio 2020:

Afo 196019651970197519801985/1990/1995|20002005|2010
Poblacion (millones) 4,52/5,1816,25/7,42|8,16/9,12/10,9211,6212,6813,1213,97

5) Calcule la ecuacion de la recta de tendencia por el método de los semipromedios, pronostique la
tendencia de ventas para el 2011, elabore el diagrama de dispersion, y grafique la recta de tendencia con
los siguientes datos sobre las ventas en millones de dolares de la Empresa D & M

Ano(X) 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Ventas(Y) |15 |18 |2 15 (22 |2 3 28 |24 129 |3

Nota: La solucion de la presente evaluacion se encuentra al final del libro
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CAPITULO I
INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD

RESULTADOS DE APRENDIZAJE DEL CAPITULO

Al finalizar el presente capitulo el lector podra evidenciar que:

v' Identifica las caracteristicas, propiedades y aplicaciones del analisis combinatorio, de las
probabilidades y de las posibilidades.

v' Utiliza algoritmos del analisis combinatorio, de las probabilidades y de las posibilidades para resolver
ejercicios y problemas de aplicacion de manera manual y empleando Excel.

v’ Plantea y resuelve ejercicios y problemas de aplicacion sobre analisis combinatorio, probabilidades y
posibilidades de manera manual y utilizando Excel.

CONTENIDOS

v" Analisis Combinatorio: Factorial, Permutaciones y Combinaciones

v Conceptos basicos: Experimento, Experimento Aleatorio, Espacio Muestral, Evento o Suceso,
Probabilidad y Posibilidad.

v Reglas de la Probabilidad: Regla de la adicion (para eventos no mutuamente excluyentes y para
eventos mutuamente excluyentes) y regla de la multiplicacion (para eventos dependientes y para
eventos independientes)

v" Probabilidad Total y Teorema de Bayes

Mgs. Mario Sudrez Introduccion a la Probabilidad




1.1) ANALISIS COMBINATORIO

A) FACTORIAL

La factorial esta relacionada con el calculo del nimero de maneras en las que un conjunto de cosas puede
arreglarse en orden.

El nmero de maneras en el que las n cosas pueden arreglarse en orden es:
nn=nn-1n-2)......1

Donde n! se llama el factorial de ny 0! se define como 1

Ejemplos ilustrativos
1) Calcular 7!
Solucion:

n=nn-1n-2)......1
N=77-1)(7-2)(7-3)(7-4)(7-5)1
7'=7-6-5-4-3-2-1

7! = 5040

Empleando Excel se calcula de la siguiente manera:

a) Insertar funcién. Seleccionar la categoria Matematicas y trigonométricas. Seleccionar la funcién
FACT

1  Factorial = Respuesta
2 7 — Buscar una funcion:
Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a
3 continuacién, haga clic en Ir
O seleccionar una categonia: | Matematicas y trigonomeétricas |+
4 Seleccionar una funcion:
C5C
5 CSCH
EMTERO
EXP
6
FACT.DOELE
GRADOS v
7 FACT{ndmero)
8 Devuelve el factorial de un ndmero, igual a 1*2%3* ... *Ndmero.
10 Ayuda sobre esta funcion Cancelar
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b) Clic en Aceptar. En el cuadro de dialogo de Argumentos de la funcion, en el recuadro correspondiente
a Numero seleccionar la celda correspondiente al factorial a calcular (A2).

A2 ~ i X « £ =FACT(A2)
A B C D E
1  Factorial = Respuesta
_________ -1
2 7 1=FACT(A2)
3
4 Numero | A2
5
Devuelve el factorial de un ndmero, igual a 1*2*3*.. *Namero.
6 Mimero es el nimero no negativo del que desea obtener su factorial.
7 Resultado de la formula = 5040
Q Ayuda sobre esta funcién Cancelar

c) Clic en Aceptar

B2 -| 3 £ | =FACT(A2)
A B
1 Factorial ~ Respuesta
2 7 5040
2) Calcular 34!
Solucion:

3141=(3-2-1)(4-3-2-1) = 144

Empleando Excel se calcula como indica la siguiente figura:

B4 - o | =FACT(A2)*FACT(A3)
A B C

1 = Factorial Respuesta

2 3

3 4

4 314! = 144

3) Si un conjunto de 6 libros se colocan en un estante. ¢De cuantas formas es posible ordenar estos libros?
Solucion:
nl=nn-1)Mn-2)......1

6!=6-5-4-3-2-1
6! =720
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B) PERMUTACIONES

En muchos casos se necesita saber el namero de formas en las que un subconjunto de un grupo completo
de cosas puede arreglarse en orden. Cada posible arreglo es llamado permutacion. Si un orden es
suficiente para construir otro subconjunto, entonces se trata de permutaciones.

El nimero de maneras para arreglar r objetos seleccionados a la vez de n objetos en orden, es decir, el
numero de diferentes ordenamientos de n elementos tomados r a la vez es:

2Pr=nn—-1)(n-2).(n—-r+1) =r!r)!
Notas:

Si n = r, entonces la permutacién se tranforma en factorial, es decir:

n! n!
nPn =

(n—n)!:a:n!

Cuando los elementos se ordenan alrededor de un objeto formando una cerrada, se llama permutacion
circular, y su ecuacion es:

Si el nimero de maneras para arreglar r objetos seleccionados a la vez de n objetos en orden, de los cuales
algunos r objetos se repiten, se llama permutacion con elementos repetidos, y su ecuacion es:

n!
o ) ) ... (r,)!

Ejemplos ilustrativos:

1) Calcular ,P;
Solucion:

n=7yr =3, entonces aplicando la férmula se obtiene:
n! 7! 7" 7:-6-5-4-3-2-1
nb = =0

G-nl - BTG aT T a3.2.1 6 =210

Empleando Excel se calcula de la siguiente manera:

a) Insertar funcién. Seleccionar la categoria de Estadisticas. En funcién seleccionar la opcion
PERMUTACIONES.

C D I8 F
Buscar una funcion:

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a Ir
continuacion, haga dlic en Ir

K
Il
w -1 (&

O seleccionar una categoria: Estadisticas v

Seleccionar una funcién:

PENDIENTE ~
PERCENTILEXC

PERCENTILINC

PERMUTACIONES A

POISSON.DIST

PROBABILIDAD v

PERMUTACIONES(niimero;tamafio)

Devuelve el nimero de permutaciones para un nimero determinado de objetos
que pueden ser seleccionados de los objetos totales.

Ayuda sobre esta fundién Cancelar

—— =
DD S 0 %o ks~
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b) Clic en Aceptar. En el cuadro de didlogo de Argumentos de la funcion, en el recuadro NUmero
seleccionar la celda correspondiente a n (B1), en el recuadro de Tamafio seleccionar la celda
correspondiente a r (B2).

B2 v i | X « J | =PERMUTACIONES(B1;B2)
A B © D I r
1 n 7
_____ 1
2 ro | 31
—————
3| .p, |B2) 1
PERMUTACIOMES
4 Niimero | B1 =7
5 Tamaiio |B2| B o= 3
= 210
6 Devuelve el nimero de permutaciones para un nimero determinado de objetos que
7 pueden ser seleccionados de los objetos totales.
Tamafio es un nimero de objetos en cada permutacidn.

8

9 Resultado de la formula = 210

10 Ayuda sobre esta funcidn Cancelar
11

c) Clic en Aceptar
B3 | I =PERMUTACIONES(B1:B2)
1 n 7
2 r 3

3| ,p, [ 210

Los célculos empleando GeoGebra se muestran en la siguientes figuras: En programa GeoGebra, en
Entrada: se escribe nPr y aparece nPr[ <NUmero>, <NUmero> ]. Se escribe los nimeros 7 y 3, quedando
nPr[ 7,3]. Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

%' .A? /V Fﬂ_l:l';; it}‘? ®? QV é? xv ABC? EEV Q’?

b Vista Algebraica %] | » Vista Grafica
= Nimera 5
D a=210

Nimerao a: nPr{7, 3] 5

2) ¢De cuéantas maneras distintas se pueden ubicar 7 personas alrededor de una mesa circular?

Solucién: Se trata de una permutacion circular
Pimy=(n—D!'=Py=(7-D!I=6l=6-5-4-3-2-1=720

3) ¢Cuantos arreglos literales pueden obtenerse con las letras de la palabra AEREOLINEA?

Solucion: Como se pide calcular una permutacion con elementos repetidos. Los elementos ordenados en
orden alfabético son: AAEEE I LN O R, donde la A se repite dos veces y la E tres veces, entonces:

n! 10! 10:9:-8:7:6-5-4-3-2-1

P = - P,,= = = 302400
o T S TI ¢S [ ) )] 2-1-3-2-1
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C) COMBINACIONES

En muchos situaciones no interesa el orden de los resultados, sino sélo el nimero de maneras en las que
r objetos pueden seleccionarse a partir de n cosas, sin consideracién de orden. Si dos subconjntos se
consideran iguales debido a que simplemente se han reordenado los mismos elementos, entonces se trata
de combinaciones.

El nimero de maneras para arreglar r objetos seleccionados a la vez de n objetos, sin considerar el orden,
es decir, el nmero de agrupamientos de n elementos tomados r a la vez es:

n nn-1n-2).(n—-r+1) n!
nlr = (1‘) - T! Y (n—r1)!

Ejemplos ilustrativos:
1) Calcular ,C;
Solucién:

n=7yr =3, entonces aplicando la férmula se obtiene:
n! 7! 7!
e e TR Ae Ak TR s TR TIY

7-6-5-4-3-2-1

S=E T Da32 0

=7-5=35

Empleando Excel se calcula de la siguiente manera:

a) Insertar funcion. Seleccionar la categoria de Matematicas y trigonométricas. En funcidn seleccionar la
opcion COMBINAT

1 n 7
Buscar una funcion:
2 r 3
4
3 T Ca -
‘ O seleccionar una categoria: | Matematicas y trigonométricas | v
4 Seleccionar una funcion:
BASE
5 COCIENTE
COMEINA
6 COMBINAT
CONV.DECIMAL
Ccos
7 COSH
COMBINAT(nimero;tamario)
8 Devuelve el nimero de combinaciones para un numero determinado de
elementos.
10 Ayuda sobre esta funcion Cancelar
11
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b) Clic en Aceptar. En el cuadro de didlogo de Argumentos de la funcion, en el recuadro NUmero
seleccionar la celda correspondiente a n (B1), en el recuadro de Tamafio seleccionar la celda
correspondiente a r (B2).

B2 = i X « £ =COMBINAT(B1:B2)
A B C D E
1 n 7
A" |
2 roo 3 [
| ______ COMBINAT
3 | ?C3 B 1 :BQ‘) 1 Niimero |B1 s i
4 Tamafio |EB2| 55 3
35
Devuelve el nimero de combinaciones para un namero determinado de elementos,
5
6 Tamarfio es el nimero de elementos en cada combinacion.
7
Resultado de la fdrmula = 35
8 Ayuda sobre esta funcién Cancelar
Q
c) Clic en Aceptar
B3 v | i fe =COMEINAT(B1:B2)
A B C
1 n 7
2 T 3

2) ¢Cuéntas triangulos se pueden formar con 6 puntos no colineales?

Solucién:

Se pide calcular ¢Cs, entonces,
n! 6! 6! 6:-5-4-3-2-1

™M . —=5.4=20
Mm—r 37 31(6-3)! 313 (3-2-1)3-2-1)

nbr =

Los calculos empleando GeoGebra se muestran en la siguiente figura:

Se escribe en Entrada: Numero y aparece NumeroCombinatorio[ <NUmero n (o valor numérico)>,
<Numero r (o valor numérico)> ]. Digitar el 6 y el 3, y queda NumeroCombinatorio[ 6,3]. Enter
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TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 1

1) Realice un organizador grafico (mapa conceptual, organigrama, mentefacto, etc.) sobre el analisis
combinatorio.

2) Resuelva de manera manual, empleando Excel y GeoGebra

2.1) 3!
6
2.2) 6!
720
2.3) 4P3
24
2.4) 5P,
20
2.5)5C2
10
6
29
15

3) En la formula de la permutacién, ;qué valor debe tener r para que la permutacion sea igual a la
factorial?. llustre su respuesta con un ejemplo
n

4) Realice los céalculos de manera manual y empleando Excel para que compruebe las siguientes
igualdades:

41)7' = ,P,  42) (g) = (;) 4.3) (Z) - (g) = (g)

5) Don Albertito desea parquear 4 automoviles en su garaje, uno a continuacion de otro. Calcule el
namero de resultados posibles de parquear dichos automaviles. Realice los calculos de manera manual y
empleando GeoGebra

24

6) Se desea ordenar 3 libros en un estante, pero solo hay espacio para 2 libros. Calcule el nimero de
resultados posibles de ordenar los mencionados libros. Realice los calculos de manera manual y
empleando Excel

6

7) ¢Cuéntas triangulos se pueden formar con 9 puntos no colineales?. Realice los calculos de manera
manual y empleando GeoGebra
84

8) ¢De cuantas maneras posibles se puede formar con 7 personas una comision de 3 miembros?. Realice
los calculos de manera manual y empleando Excel
35

9) Cree y resuelva dos ejercicios de aplicacion de permutacion circular y dos de permutacién con
elementos repetidos. Resuelva de manera manual y empleando GeoGebra.

10) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre la importancia de las permutaciones y combinaciones,
y presente la consulta mediante un organizador gréafico.
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1.2) CONCEPTOS BASICOS

A) EXPERIMENTO.- Es toda accion sobre la cual vamos a realizar una medicion u observacion, es
decir cualquier proceso que genera un resultado definido.

B) EXPERIMENTO ALEATORIO.- Es toda actividad cuyos resultados no se determinan con certeza.
Ejemplo: lanzar una moneda al aire. No podemos determinar con toda certeza ¢cual sera el resultado al
lanzar una moneda al aire?, por lo tanto constituye un experimento aleatorio.

C) ESPACIO MUESTRAL (S).- Es un conjunto de todos los resultados posibles que se pueden obtener
al realizar un experimento aleatorio. Ejemplo: sea el experimento E: lanzar un dado y el espacio muestral
correspondiente a este experimentoes: S = {1, 2, 3,4, 5, 6}.

D) PUNTO MUESTRAL.- Es un elemento del espacio muestral de cualquier experimento dado.

E) EVENTO O SUCESO.- Es todo subconjunto de un espacio muestral. Se denotan con letras
mayusculas: A, B, etc. Los resultados que forman parte de este evento generalmente se conocen como
“resultados favorables”. Cada vez que se observa un resultado favorable, se dice que “ocurrié” un
evento. Ejemplo: Sea el experimento E: lanzar un dado. Un posible evento podria ser que salga nUmero
par. Definimos el evento de la siguiente manera: A = sale nimero par = {2, 4, 6}, resultados favorables
n(e)=3

Los eventos pueden ser:

i) Evento cierto.- Un evento es cierto o seguro si se realiza siempre. Ejemplo: Al introducirnos en el
mar, en condiciones normales, s seguro que nos mojaremos.

i) Evento imposible.- Un evento es imposible si nunca se realiza. Al lanzar un dado una sola vez, es
imposible que salga un 10

iii) Evento probable o aleatorio.- Un evento es aleatorio si no se puede precisar de antemano el
resultado. Ejemplo: ¢Al lanzar un dado, saldréa el nmero 3?

F) PROBABILIDAD.- Es el conjunto de posibilidades de que un evento ocurra 0 no en un momento y
tiempo determinado. Dichos eventos pueden ser medibles a través de una escala de 0 a 1, donde el evento
que no pueda ocurrir tiene una probabilidad de 0 (evento imposible) y un evento que ocurra con certeza
es de 1 (evento cierto).

La probabilidad de que ocurra un evento, siendo ésta una medida de la posibilidad de que un suceso
ocurra favorablemente, se determina principalmente de dos formas: empiricamente (de manera
experimental) o teéricamente (de forma matematica).

i) Probabilidad empirica.- Si E es un evento que puede ocurrir cuando se realiza un experimento,
entonces la probabilidad empirica del evento E, que a veces se le denomina definicion de frecuencia
relativa de la probabilidad, esta dada por la siguiente formula:

numero de veces que ocurre el evento E

P(E) = — — .
numero de veces que se realizé el experimento

Nota: P(E), se lee probabilidad del evento E
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Ejemplo ilustrativos

1) En el afio 2010, nacieron en un hospital 100 hombres y 150 mujeres. Si una persona fue seleccionada
aleatoriamente de los registros de nacimientos de ese afio, ¢cual es la probabilidad de que haya sido
mujer?

Solucion:

Ya que las probabilidades de que nazcan hombres o mujeres no son iguales, y por tener informacion
especifica experimental que respalda este hecho, se calcula empleando la formula de la probabilidad
experimental

nimero de veces que ocurre el evento E

P(E) = — — .
namero de veces que se realizé el experimento
P(Muj )= numero de nacimientos de mujeres 150 150 3 0.6 = 60
Weres) = T imero total de nacimientos 100+ 150 250 5 = 7

Nota: la respuesta puede estar expresada como fraccion, como un nimero decimal y como un porcentaje.

2) La siguiente tabla muestra el nimero de cajas y el numero de articulos dafiados por caja que un
comerciante recibid. Calcular la probabilidad para cada resultado individual

N° de cajas | N° de articulos dafiados
50 0
40 2
10 3

Solucién:

Ya que las probabilidades de defectos por caja no son iguales, y por tener informacién especifica
experimental que respalda este hecho, se calcula empleando la definicion de frecuencia relativa de la
probabilidad.

N° de cajas | N° de articulos dafiados P(E)
50 0 P(0) = 50/100 = 1/2 = 0,5 = 50%
40 2 P(2) = 40/100 = 2/5= 0,4 = 40%
10 3 P(3) =10/100 =1/10=0,1 = 10%
100 1=100%

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D
1 N° de cajas N° de articulos dafiados P(E)
2 50 0 0.5 =A2/$AS5
3 40 2 04 =A3/$A%5
4 10 3 0,1 =A4/$AS5
5 100 =SUMA(A2:A4) 1 =SUMA(C2:C4)
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Nota:

La respuesta 0,5 significa que existe una probabilidad de 0,5 o del 50% de que 0 articulos en cualquier
caja dada estuviera dafiado

La respuesta 0,4 significa que existe una probabilidad de 0,4 o del 40% de que 2 articulos en cualquier
caja dada estuviera dafiado

La respuesta 0,1 significa que existe una probabilidad de 0,1 o del 10% de que 3 articulos en cualquier
caja dada estuviera dafiado

La suma de las probabilidades individuales siempre es igual a 1 que en porcentaje es igual al 100%

i) Probabilidad tedrica.- Si todos los resultados en un espacio muestral S finito son igualmente
probables, y E es un evento en ese espacio muestral, entonces la probabilidad tedrica del evento E esta
dada por la siguiente formula, que a veces se le denomina la definicion clasica de la probabilidad,
expuesta por Pierre Laplace en su famosa Teoria analitica de la probabilidad publicada en 1812:

numero de resultados favorables  n(E)

P(E) = =
(E) numero total de posibles resultados n(S)

Ejemplos ilustrativos

1) En ciertarifa de un automovil se venden 5000 boletos. Calcular la probabilidad de ganarse el automovil
1.1) Si se compran 20 boletos.

1.2) Si se compran todos los boletos

1.3) Si no se compran boletos

Solucién:
Ya que el espacio muestral S (5000 boletos) es finito, y los resultados de cada boleto son igualmente
probables, se calcula empleando la formula de la definicion clésica de la probabilidad

P(E) = numero de resultados favorables  n(E)
"~ numero total de resultados posibles ~ n(S)
20 1
= — = = 0,

1.1) P(20) 2000 — 250 0,004 = 0,4%
1.2) P(5000) = 2000 _ 1=100%

2) 5000 - 7

i — — NO

1.3) P(0) 000 0=0%

2) Calcular la probabilidad de obtener un nimero impar en el lanzamiento de un dado

Solucién:

Espacio muestral =S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, entonces, n(S) = 6

Resultados favorables = {1, 3, 5}, entonces, n(E) = 3

nimero de resultados favorables n(E) 3 1
P(E) = — - = =—==-=05=50%
namero total de resultados posibles n(S) 6 2
9
91 )
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3) En un anfora existe 10 fichas amarillas, 6 rojas y 4 azules.

3.1) ¢Qué probabilidad existe de sacar una ficha amarilla en un primer intento?
3.2) ¢Qué probabilidad existe de sacar una ficha no roja en un primer intento?

Solucién:
n(S)=10+6+4=20

3.1)n(E) =10
P(E) = numero de resultados favorables  n(E)
" ntmero total de resultados posibles ~— n(S)
P(A)—10—1—05—500/
T20 2 7T

3.2) Si P(E) es la probabilidad de que ocurra el evento E y P(E) la probabilidad de que no ocurra el
evento E. Debido a que la suma de las probabilidades siempre da como resultado 1, es decir, P(E) +
P(E) = 1, por lo que se tiene: P(E) = 1 — P(E),

Calculando la probabilidad de sacar una ficha roja se obtiene:

n(E) = 6

P(E) = numero de resultados favorables  n(E)

namero total de resultados posibles — n(S)

6
P(R)==—==0,3
(R) 20

Calculando la probabilidad de sacar una ficha no roja se obtiene:
P(E)=1-P(E)

P(R)=1-P(R)

P(R)=1-03=0,7

4) En una urna existe 10 bolas numeradas con los nimeros digitos.

4.1) ¢Qué probabilidad existe de sacar una bola enumerada con un namero multiplo de 3?
4.2) ¢;Qué probabilidad existe de sacar una bola enumerada con un namero divisor de 6?

Solucién:

numero de resultados favorables — n(E)

P(E) = ntmero total de resultados posibles — n(S)

Espacio muestral =S = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}, entonces, n(S) = 10

4.1)
Resultados favorables = {3, 6, 9}, entonces, n(E) = 3

3
P(Mltiplo de 3) = 10
&)

EN
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4.2)
Resultados favorables = {1, 2, 3, 6}, entonces, n(E) = 4

4 2
[V = —_—= - = = 0,
P(Divisor de 6) 0-¢ 0,4 =40%

5) De una urna que contiene 2 bolas rojas y 3 azules

5.1) Se extrae una bola, calcular la probabilidad de que la bola sea
a) Roja
b) Azul

Solucion:
Numero total de resultados posibles =n(§) =2+3 =5

a) Roja (R)
Numero de resultados favorables = n(E) = 2

Remplazando valores en la férmula de la probabilidad tedrica se tiene

namero de resultados favorables n(E) 2
P(E) = — , = = P(R) ==
namero total de resultados posibles  n(S) 5

b) Azul (A)

Numero de resultados favorables = n(E) = 3
Remplazando valores en la formula de la probabilidad tedrica se tiene

numero de resultados favorables n(E 3
i f ) ey 3

P(E) = -

naimero total de resultados posibles — n(S)

5.2) Se extraen simultaneamente dos bolas, calcular la probabilidad de que las dos sean

a) Azules
b) Rojas
c) Diferente color

Designando por R;, R,, lasbolasrojasy por A;, A,, Az lasazules se tiene el siguiente espacio muestral:

RyR,,RyAy, RiAy Ry A,
RyA1,RyA3, Ry A3
A14;, 4143

AyAs

Entonces, n(S) =4 +3+ 2+ 1=10
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a) Azules

Resultados favorables = {4,A4,, A;A5, A,A3}, entonces, n(E) =3

namero de resultados favorables n(kE)
P(E) = — . =
namero total de resultados posibles  n(S)
3
P(AA) = —

10

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

El espacio muestral se calcula aplicando la férmula de la combinacion, es decir,
n!

n(S) = nlr = rt(n—r)!

En donde:
n = numero total de bolas=2+3=5
r = numero de bolas azules motivo de probabilidad = 2

Entonces, remplazando valores en la formula de la combinacion se obtiene:

5! 5! 5:4-3-2-1

n(s) = 562=2!(5._2)!=2!3!=(2-1)(3-2'1)

=5-2=10

El nimero de resultados favorables se calcula aplicando la formula de la combinacién, es decir,
n!
n(E) = ,C.

T rl(n—r1)!
En donde:
n = namero total de bolas azules = 3
r = numero de bolas azules motivo de probabilidad = 2

Entonces, remplazando valores en la formula de la combinacion se obtiene:

B 3! 3 321
S213=2) 211 2-1@A-1D)
Remplazando valores en la férmula de la probabilidad se tiene:

n(E) = 3G, 3

nimero de resultados favorables n(kE)
P(E) = — . =
namero total de resultados posibles  n(S)
n(E C 3
P(44) = Q _ 32 _ 7

n$) ¢, 10

Los célculos empleando Excel aplicando combinaciones se muestran en la siguiente figura:

A B C D E
1 | P(AA)  3/10 =COMBINAT(3:2)/COMBINAT(5:2)
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b) Rojas
Resultados favorables = {R,R,}, entonces, n(E) = 1
n(E) 1

P(RR)=m=E

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

_n(E)_ 2C2_ 1 _
P(RR)_n(S)_ 562—10—0,1

Los célculos empleando GeoGebra aplicando combinaciones se muestran en la siguiente figura:
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c) Diferente color
Resultados favorables = {R, A, R1A,, R1A3, R,A;, R,A,, R,A3}, entonces, n(E) =6

_nE)_6 _3
PE) =0 " 1075

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

n(E) ,0-36, 6 3

n©S) &, 10 5
Los calculos empleando Excel aplicando combinaciones se muestran en la siguiente figura:

P(E) =

A B C D E F G
1 P@E) 3/5 =COMBINAT(2;1)*COMBINAT(3;1)/COMBINAT(5:2)

5.3) Se extraen simultaneamente tres bolas, calcular la probabilidad de que las tres sean

a) Dos rojas y una azul
b) Una roja y dos azules
c) Tres azules

Solucion:

Designando por R;, R,, lasbolasrojasy por A;, A,, Aslasazules se tiene el siguiente espacio muestral:
R1R;A1, R1R; A3, R1Ry A5

R1A1A21 R1A1A3

R1A3A;3

R2A143, Ry A4 A5

RyA345

A; Az A3

Entonces, n(S)=3+2+1+2+1+1=10
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a) Dos rojas y una azul
Resultados favorables = {R,R,A,, R,R,A,, R{R,A5}, entonces, n(E) = 3

_ME) _ 3

PE)=35) " 10

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

n(E) _ 202 364 _ 3
n(S) <C3 10

P(E) =

Los célculos empleando GeoGebra escribiendo NumeroCombinatorio en Entrada se muestran en la

siguiente figura:
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b) Una roja y dos azules
Resultados favorables = {R,4,A,, R,A,A3, R1A,A5, R,A1A,, R,A1As, R,A, A5}, entonces, n(E) =6

_nE)_6 3
P(E)_n(S)_lo_S

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

P(E) = n(E) = 261" 3G = i =§
n(S) sC3 10 5

c) Tres azules
Resultados favorables = {4, 4,45}, entonces, n(E) = 1

n(E) 1

P(E)=m—ﬁ

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

n(E) 4C; 1
PE)=——==22=_=01
(E) nS) ( 10

Los célculos empleando GeoGebra se muestran en la siguiente figura:
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5.4) Se extraen simultaneamente cuatro bolas, calcular la probabilidad de que las cuatro sean

a) Dos rojas y dos azules
b) Una roja y tres azules

Solucién:

Designando por R;, R,, las bolas rojasy por A;, A,, A5 las azules se tiene el siguiente espacio muestral:
R{R,A A5, R{R,A A3, RiR,A,As, RiA{ A A5, RyA{A, A,

Entonces, n(S) =5

a) Dos rojas y dos azules
Resultados favorables = {R,R,A,A,, R{R,A,A5, R{R,A,A3}, entonces, n(E) = 3

_nE) _3
PE) =165

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

n(E) _ 202" 3G, _
n(S) sC4

b) Una roja y tres azules

Ul W

P(E) =

Resultados favorables = { R;A; 4,45, Ry,A;A,A5}, entonces, n(E) = 2

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

n(E) _ 2017 303 2

n(S) €, 5

P(E) =

6) De una urna que contiene 6 bolas rojas y 5 negras se extraen simultaneamente dos bolas, calcular la
probabilidad de que:

6.1) Las dos sean rojas
6.2) Las dos sean negras
6.3) De diferente color

Solucioén:
6.1)
P(E) = numero de resultados favorables  n(E)
"~ numero total de resultados posibles — n(S)
6! 6! 6-5-4-3-2-1
P(RR)_n(E)_aCz_ 216 —2)! 2141 (2-1)(4-3-2-1) _ 153
_"(5)_1162_ 11! 11! 11-10-9:8:7:6:54-3-2-1 55 11

2011 -2)! 219Y  (2-1)(9-8:7-6-5-4-3-2-1)
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Empleando Excel:

A B C D E
1  PRR) 3/11 =COMBINAT(6;2)/COMBINAT(11:2)

6.2)
__ 5 =5 5:4-3-2-1
P(NN)=n(E)=scz= 21 (5 —-2)! _ 2131 _ 2 -DGB-2-1) =E=_
ns) ;G 11! 11! 11-10-9:8-7-6-5-4-3-2-1 55 11

21(11-2)! 2199 (2-1)(9-8-7-6-5-4-3-2-1)
Empleando GeoGebra
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6.3)

6! _ 5! 6!
_n(E) ¢ sC 1(6-—1D! 1'(G-1D! _ TI51
IO 11! -1

21 (11 - 2)! 2! 9!

51
1141 _ 30 _ 6
! _55_11_0'55

P(E)

7) De una urna que contiene 6 fichas rojas, 5 negras y 9 azules, Elizabeth extrae simultaneamente tres
fichas, calcular la probabilidad de que las 3 fichas extraidas por Elizabeth sean:

7.1) Rojas
7.2) 2 rojas y una negra
7.3) De diferente color

Solucién:
7.1) Rojas

namero de resultados favorables n(E
P(E) — i _n(E)

nimero total de resultados posibles ~ n(S)

P(mmzn(iz)= s _ 20 1
n(s) ,,C; 1140 57

7.2) 2 rojas y una negra

numero de resultados favorables  n(E)

P(E) = =
(E) numero total de resultados posibles  n(S)
n(E C,- sC; 15-5 75 5
P(RRN) = ()=62 541 _ _ _ >
n(S) 20C3 1140 1140 76 o)
0
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7.3) De diferente color

P(E) = numero de resultados favorables — n(E)
"~ numero total de resultados posibles  n(S)
n(E Ci" sCi- oC; 6:5-9 270 9

P(E) = ():61 5617 obg

n(s) 2oCs ~ 1140 1140 38

8) En una ferreteria existen 6 galones de pintura roja, 5 de pintura naranja, 9 de pintura amarrillo y 10 de
pintura blanca. Bertha compra aleatoriamente cuatro galones de pintura, calcular la probabilidad de que
los galones comprados por Bertha sean de diferente color.

Solucién:

numero de resultados favorables — n(E)

P(E) = =
() namero total de resultados posibles  n(S)

n(E)  4Ci 5Ci+ oCi 19C;  6-5-9-10 2700 20

P(E) = = =
E) =26 2oCa 27405 27405 203

= 0,09852 = 9,852%

Empleando GeoGebra
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9) Se lanzan simultaneamente tres monedas, calcular la probabilidad de que se obtengan dos caras y un
sello.

Solucién:

Designando por C = cara 'y por S = sello se tiene:

Espacio muestral =S = {CCC, CCS, CSC, SCC, CSS, SCS, SSC, SSS}, entonces, n(S) =8
Resultados favorables = { CCS, CSC, SCC }, entonces, n(E) = 3

3
P(2Cy UnS) =3

Todas las probabilidades individuales se representan en la siguiente tabla:

Monedas n(E) P(E)
1ra | 2da | 3ra
C |C |C 1 1/8
C |C |S 3 3/8
C |S S 3 3/8
S S S 1 1/8
Total 8 1
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Interpretacion:

La probabilidad de obtener 3 caras al lanzar simultaneamente tres monedas es de 1/8, es decir,
P(CCC)=1/8

La probabilidad de obtener 2 caras y un sello al lanzar simultaneamente tres monedas es de 3/8, es decir,
P(CCS) =3/8

La probabilidad de obtener una cara y 2 sellos al lanzar simultdneamente tres monedas es de 3/8, es
decir, P(CSS) = 3/8

La probabilidad de obtener 3 sellos al lanzar simultineamente tres monedas es de 1/8, es decir, P(SSS)=
1/8

Nota:

El nimero 8 (espacio muestral), se calcula empleando la ecuacion 2™
2n=2%8=8

En donde n es el nUmero de monedas que se lanzan

Los numeros 1, 3, 3, 1 se calculan mediante el siguiente esquema conocido con el nombre de “Triangulo
de Pascal”, el cual esta relacionado directamente con el Teorema del Binomio de Newton.

Este tridngulo tiene como primera fila un 1, como segunda fila dos 1. Para las demas filas, la suma de
cada par de numeros adyacentes de la fila anterior se ubica por debajo de ellos. Se afiade un 1 en cada
extremo.

Teorema del Binomio de Newton Triangulo de Pascal

(C+S)°=1 1
(C+S)t=C+S 1 1
(C+S)? = C2+ 2CS+ S2 1 2 1
(C+S)3 = C3+3C?S +3CS%+S3 1 3 3 1

En donde:
C®=CCC:3C3S=CCS+CSC+SCC:;3CS?=CSS +SCS +SSC:; $=SSS

10) Si un dardo se clava de manera aleatoria en el objeto cuadrado que se muestra en la siguiente figura,
¢ccual es la probabilidad de que caiga en la region sombreada?

Solucién:
Calculando el area del circulo:

A0 = nr? = A0 = n(4cm)? = 3,14 - 16cm? = 50,24cm?
Calculando el area del cuadrado:

Si el radio de la circunferencia es 4cm, entonces el lado del cuadrado es 8 cm, es decir,

Sir0 = 4cm = (L1=8cm ﬁ“
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Por lo tanto, el area del cuadrado es:
ALl = ¢2 = (8cm)? = 64 cm?
Calculando el area de la region sombreada:

Se obtiene al restar el area del circulo de la del cuadrado
All=a00-00
64cm? — 50,24cm? = 13,76 cm?

Calculando la probabilidad:

nimero de resultados favorables n(kE)
P(E) = — . =
namero total de resultados posibles  n(S)
area sombreda 13,76 cm?
P(E) = = = 0,215 = 21,5%

area total 64 cm?

G) POSIBILIDADES

Las posibilidades comparan el nimero de resultados favorables con el nimero de resultados
desfavorables. Si todos los resultados de un espacio muestral son igualmente probables, y un nimero n
de ellos son favorables al evento E, y los restantes m son desfavorables a E, entonces las posibilidades a
favor de E son de n(E) a m(E), y las posibilidades en contra de E son de m(E) a n(E)

Ejemplos ilustrativos:

1) A Mathias se le prometié comprar 6 libros, tres de los cuales son de Matematica. Si tiene las mismas
oportunidades de obtener cualquiera de los 6 libros, determinar las posibilidades de que le compren uno
de Matemética.

Solucién:

NUmero de resultados favorables = n(E) = 3
Numero de resultados desfavorables = m(E) = 3
Posibilidades a favor son n(E) a m(E), entonces,
Posibilidades a favor = 3 a 3, y simplificando 1 a 1.

Nota: A las posibilidades de 1 a 1 se les conoce como “igualdad de posibilidades™ o “posibilidades de
50-50”

2) Dyanita comprd 5 boletos para una rifa de su lugar de trabajo en la que el ganador recibird un
computador. Si en total se vendieron 1000 boletos y cada uno tiene la misma oportunidad de salir
ganador, ¢;cuales son las posibilidades que Dyanita tiene en contra de ganarse el computador?

Solucién:

Numero de resultados favorables = n(E) =5

Numero de resultados desfavorables = m(E) = 1000-5 = 995
Posibilidades en contra son m(E) a n(E) , entonces,
Posibilidades en contra=995a 5, 0 de 199 a 1.
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3) Emily participara en una loteria, en donde las posibilidades de ganar son de 1 a 999. ;Cual es la
probabilidad que tiene Emily de ganar la loteria?

Solucién:

Como las posibilidades a favor = 1 a 999 y se sabe que las posibilidades a favor son n(E) a m(E), entonces,
NUmero de resultados favorables = n(E) = 1
Numero de resultados desfavorables = m(E) = 999

Como el numero total de resultados posibles = n(S) = n(E) + m(E) = 1 + 999 = 1000, y aplicando la
férmula de la probabilidad:

namero de resultados favorables n(k)
P(E) = — . =
numero total de resultados posibles  n(S)
Se obtiene:

1
P(Ganar) = 1000 = 0,003 =0,1%

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 2

1) Realice un organizador grafico sobre los conceptos basicos

2) Consulte sobre la biografia de Laplace y realice un organizador grafico de la misma.

3) Consulte sobre la biografia de Blaise Pascal y realice un organizador grafico de la misma.
4) Consulte sobre la biografia de Newton y realice un organizador grafico de la misma.

5) Calcular las siguientes probabilidades

5.1) Obtener 4 lanzando un solo dado

1/6
5.2) Obtener una reina al extraer una carta de una baraja estandar de 52 cartas
1/13
5.3) Obtener cara al lanzar una moneda
12
5.4) No obtener un rey al extraer una carta de una baraja estandar de 52 cartas
12/13

5.5) Escoger el 3 de entre todos los numerales de la Chakanapi Yupaywan Pukllana. Consulte este juego
en https://es.scribd.com/document/380961444/Juego-Matematico-en-la-Cruz-Andina-Chakanapi-Yupaywan-

Pukllana

1/3

6) Se tiene la informacion acerca de los ingresos mensuales por venta de material didactico de la papeleria
D & M en los ultimos 12 meses. Calcular la probabilidad para cada resultado individual de manera
manual y empleando Excel

Meses | Ingresos ($)
1 500
2 600
2 700
4 800
3 900
P(500) = 1/12 ; P(600) = 1/6; P(700) = 1/6; P(800) = 1/3; P(900) = 1/4

L)

EN
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7) En una urna existe 10 bolas numeradas con los numeros digitos. ;Qué probabilidad existe de sacar una
bola enumerada con un numero primo?
40%
8) En una anfora existe fichas numeradas del 0 al 30. ;Que probabilidad existe de sacar una ficha
enumerada con un nimero perfecto?
6,45%

9) Sea una caja que contiene 3 bolas rojas, 5 blancas y 4 azules, calcule la probabilidad de que al sacar
una bola ésta sea:

9.1) Roja
1/4
9.2) Blanca
5/12
9.3) No Azul
2/3

10) En una mesa existen 5 cartas, de las cuales solo 2 son reyes. Se escogen simultaneamente dos cartas.
Calcular la probabilidad de obtener

10.1) Dos reyes

1/10
10.2) Al menos un rey

7/10
11) La empresa D & M desea contratar 2 nuevos empleados. Si existen candidatos para los cargos
3 mujeres y 5 hombres, y a cada candidato se le da igual consideracion, calcular la probabilidad de manera
manual y empleando GeoGebra de que los 2 nuevos empleados sean:

11.1) Mujeres

10,714%
11.2) Hombres

35,714%
11.3) Diferente sexo

53,571 %

12) Un recipiente contiene esferograficos, 3 de color rojo, 2 de color negro y uno de color azul. Se extrae
simultaneamente 3 esferograficos, calcular la probabilidad de que los 3 esferograficos sean:

12.1) Dos rojos y un azul

3/20
12.2) Dos negros y un azul

1/20
12.3) Diferente color

3/10

13) De una caja que contiene 3 bolas rojas, 5 blancas y 4 azules se extraen simultaneamente cinco bolas,
calcular la probabilidad aplicando combinaciones de manera manual y empleando GeoGebra de que las
cinco bolas sean:

13.1) Dos rojas, dos blancas y una azul

5/33
13.2) Una roja, dos blancas y dos azules

5/22
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14) En un ramo de rosas existen 8 rosas de color rojo, 4 de color blanco, 5 de color amarrillo y 3 de color
naranja. Mathias escoge aleatoriamente siete rosas, calcular la probabilidad de manera manual y
empleando Excel de que las rosas escogidas por Mathias sean:

14.1) Siete rojas

0,01%
14.2) Cuatro rojas y tres amarrillas
0,903 %
14.3) Dos rojas, dos blancas, dos amarrillas y una naranja
6,502%
15) Se lanzan simultdneamente dos dados, calcular la probabilidad de que se obtenga:
15.1) Dos 4
1/36
15.2) Ningln 4
25/36
15.3) Al menos un 4
11/36
16) Se lanzan simultaneamente cuatro monedas, calcular la probabilidad de que se obtengan
16.1) 4 caras
1/16
16.2) Una cara y 3 sellos
1/4
16.3) El mismo evento
3/8
17) Se lanzan simultdneamente cinco monedas, calcular la probabilidad de que se obtengan
17.1) 2 caras y 3 sellos
5/16
17.2) 4 caras y un sello
5/32
17.3) ElI mismo evento
0

18) Si un dardo se clava de manera aleatoria en el objeto circular que se muestra en la siguiente figura,
¢cual es la probabilidad de que caiga en la region sombreada?

0,5

19) Si un dardo se clava de manera aleatoria en el objeto cuadrado de lado 4 cm que se muestra en la
siguiente figura, ¢cual es la probabilidad de que caiga en la region sombreada?

50%
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20) Si un dardo se clava de manera aleatoria en el objeto circular de diametro 4 cm que se muestra en la
siguiente figura, ¢cual es la probabilidad de que caiga en la region sombreada?

2
s

21) Si un dardo se clava de manera aleatoria en el objeto cuadrado de lado 4 cm que se muestra en la
siguiente figura, ;cual es la probabilidad de que caiga en la region sombreada?

, T—2
A 2
22) Dyanita tiene una probabilidad de 0,1% de ganar una loteria. ;Qué posibilidades de ganar la loteria
tiene Dyanita?

1a999

23) Mathias dice a Emily: Voy a lanzar seis monedas al aire, si todas caen cara y o si todas caen cruz te
daré un dolar, pero si caen de alguna otra manera, t0 me das 10 centavos de ddlar . Calcule las
posibilidades de que pierda Emily.

3lal

24) Mathias dice a Emily: Si al lanzar las semillas de maiz del juego de la Chakanapi Yupaywan Pukllana,
todas las semillas caen con la parte del germen visible te daré un délar, pero si caen de alguna otra manera,
tl me das 5 centavos de dolar. Calcule las posibilidades de que gane Emily.

1a63
25) Plantee y resuelva 3 problemas de aplicacion sobre probabilidad tedrica.

26) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre la importancia de las probabilidades, y presente la
consulte a través de un organizador grafico.

Mgs. Mario Sudrez Introduccion a la Probabilidad



1.3) REGLAS DE LA PROBABILIDAD
A) TEORIA DE CONJUNTOS

i) DEFINICIONES BASICAS

Conjunto.- A Georg Cantor se le atribuye la paternidad de la teoria de conjuntos. Intuitivamente un
conjunto es una coleccion de objetos, los objetos que forman un conjunto se llaman elementos del
conjunto. Sin embargo, en Matematica el concepto de conjunto es considerado primitivo y no se da una
definicion de éste, por lo que la palabra conjunto debe aceptarse l6gicamente como un término no
definido.

Notacion.- Todo conjunto se escribe entre llaves y se le denota mediante letras mayUsculas, sus
elementos se separan mediante comas.
Ejemplo: El conjunto de las vocales a, e, i, 0, u se puede escribir asi:

V ={a,eio,u}

Relacién de pertenencia.- Para indicar que un elemento pertenece a un conjunto se emplea el simbolo
€. Si un elemento no pertenece a un conjunto se emplea el simbolo &

Ejemplo: Del conjunto V = {a, e, i, 0, u}
a € V Se lee a pertenece al conjunto V
b & V Se lee b no pertenece al conjunto V

Nota: El simbolo € es una estilizacion de la letra griega € empleada para abreviar la palabra “ea7t” que
significa “es” en griego.

Observacion:

1) Dos conjuntos son iguales si y solamente si tienen los mismos elementos

2) Equivalentemente, si dos conjuntos son distintos, debe haber un elemento que pertenece a uno de ellos
pero no al otro

3) Dado que un conjunto queda determinado por los objetos que contiene, el orden en la lista y las
repeticiones (no se acostumbra a repetir los elementos) no cuentan

Ejemplo: Los conjuntos {a, e}, {e, a}, {a, e, a} son tres maneras de denotar a un mismo conjunto, cuyos
Unicos elementos sonay e

Relacién de inclusion.- Un conjunto esta incluido en otro conjunto, si y solo si, cuando todo elemento
de un conjunto también pertenece al otro conjunto.

Ejemplo:
Dado A = {2,4,6,8} y B = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, entonces:
A c B, se lee:

A es subconjunto de B
A esta contenido en B
Acesparte de B

B D A, se lee:

B es superconjunto de A
B incluyea A

B contiene a A

Observacion:
Todo conjunto esta incluido en si mismo, es decir, todo conjunto es subconjunto de si mismo.
V A, se cumple A C A, se lee: para todo A se cumple que A es subconjunto de A
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El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto. V A, se cumple @ < A, se lee: para todo A se
cumple que @ es subconjunto de A
El simbolo € se emplea solo para elementos de un conjunto y el simbolo < solo para conjuntos

Cardinalidad de un conjunto.- Para comprender el concepto de cardinalidad es necesario hacernos las
siguientes preguntas: ;Qué significa la frase: “En esta aula hay 22 personas”?, ;Qué significa el “numero
de elementos de un conjunto™?. De alguna forma tenemos la sensacion de andar en circulos: contar
significa dar el nimero de elementos, pero el numero de elementos se obtiene contando. Detras del contar
hay una nocidén méas basica, esta es la equinumerosidad, intuitivamente, tener la misma cantidad de
elementos. Para saber si dos conjuntos tienen el mismo numero de elementos, no se necesita siquiera
conocer el concepto de niumero. La siguiente historia imaginaria es bien conocida.

Un pastor prehistorico tiene un rebafio de ovejas. Obviamente este individuo no sabe “contar” y sabe
nada de aritmética. Cada mafiana cuando saca su rebafio a pastar pone en un canasto una piedra por cada
oveja que sale. Al regresar en la noche, saca una piedra por cada oveja que entra al corral. Si sobran
piedras habra perdido al menos una oveja descarriada y debera ir a buscarla, si faltan piedras, pari6 una
oveja y habra fiesta. Vemos que sin saber nada de matematica nuestro primitivo pastor puede manejar un
problema de conteo. A veces es mas importante saber si dos conjuntos son equinumerosos, que saber su
numero de elementos.

Dos conjuntos son equinumerosos 0 equipotentes si a cada elemento de cada conjunto le corresponde un
unico elemento del otro, sin que sobren elementos en ningun de ellos. Se obtiene asi la nocion intuitiva
de tener la misma cantidad de elementos.

El cardinal o la cardinalidad de un conjunto A es el nimero de elementos que tiene el conjunto y suele
simbolizarse como n(A4)

Ejemplo:

Dado el conjunto A = {a, b} su cardinal n(4) = 2

Dado el conjunto B = {a, b, b, a, a, a} su cardinal n(B) = 2

Determinacion de conjuntos.- Hay dos formas de determinar un conjunto, por Extension y por
Comprension

Por extension.- Un conjunto esta determinado por extension cuando se describe el conjunto nombrando
cada uno de sus elementos.

Ejemplos:

A =1{1,23,5,5,6,7,8,9}

B ={a,e,i,o,u}

Por comprension.- Un conjunto esta determinado por comprension cuando se nombra una propiedad,
una regla o una caracteristica comun a los elementos del conjunto.

Ejemplos:

A = {Nameros digitos}

B = {Vocales}

Lenguaje:
C = {x/x es digito}
Se lee asi: C es el conjunto formado por los elementos x tal que x es un digito

D ={xeR/-3 < x <7}

Se lee asi: D igual al conjunto de todos los nimeros x elementos de los nimeros reales tales que menos
tres (-3) es menor a x, y, X a su vez es menor o igual que siete (7).
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ii) CLASES DE CONJUNTOS
a) Por el nimero de elementos

Conjunto vacio o conjunto nulo.- Es un conjunto que no tiene elementos. Se simboliza por @ o { }
Ejemplo:
A = {Nameros enteros cuyo cuadrado es menor que — 7} =@ ={ }

Conjunto unitario.- Es un conjunto que tiene un solo elemento
Ejemplo:

A = {x/x es primo par}

El Unico nimero primo par es el 2, por lo tanto A = {2}

B={x€Z/2x —6 =0}
El nimero x elemento de los nimeros enteros que cumple la condicion es 3, por lo tanto B = {3}

C={x€Z/x>*=9Ax >0}
El Gnico nimero que cumple la condicién es 3, por lo tanto € = {3}

D={x/3<x<4 Ax€T}
El Gnico nimero que cumple la condicion es 4, por lo tanto D = {4}

Conjunto finito.- Es aquel que tiene limitado nimero de elementos
Ejemplo:

A = {Nameros digitos} = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

B = {x/x es un nimero entero par positivo menor que 10} = {2,4,6,8}
C={x€eZ/x*=9}={-3,3}
D={x€Z/-2<x<5}={-2-1,01,234}

Conjunto infinito.- Es aquel que tiene ilimitado nimero de elementos

Ejemplo:
A = {x/x es un nimero primo}
B ={x/x =3}

Conjunto universal.- Es un conjunto referencial que contiene a todos los elementos de un situacion
particular, generalmente se le representa por la letra U

Ejemplo:

El universo o conjunto universal de todos los nimeros es el conjunto de los numeros complejos

C=U
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b) Por la comparacion entre conjuntos

Conjuntos comparables.- Un conjunto A es comparable con otro conjunto B si entre dichos conjuntos
existe una relacién de inclusion, es decir, Ay B son comparables si A ¢ B

Ejemplo:

A=1{246};B=1{01,2234,5,6,7,89}, entonces A C B

Observe que A esta incluido en B, por lo tanto A y B son comparables

Conjuntos iguales.- Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos, simbdlicamente se
escribeasiiA=Be< AcBABCA

Ejemplo: A = {x/x?* =4}y B = {x/(x + 2)(x — 2) = 0}
Resolviendo la ecuacion de cada conjunto se obtiene en ambos casos que x es igual a 2 o -2, es decir:
A={-22}yB=1{-2,2},porlotanto A = B

Conjuntos disjuntos o excluyentes.- Son aquellos conjuntos que no tienen elementos comunes
Ejemplo: A = {x € Z/2 < x < 10}; B = {x € Z/x es impar positivo menor o igual que 11}

A B

Como se puede observar los conjuntos A y B no tienen elementos comunes, por lo tanto son conjuntos
disjuntos.

Conjunto de conjuntos.- Es un conjunto cuyos elementos son todos conjuntos
Ejemplo:
A = {{0},{2,4,6,8},{1,3,5,7,9}}

Conjunto potencia.- Es aquel conjunto que esta formado por todos los subconjuntos que es posible
formar con los elementos de un conjunto dado.

Dado el conjunto A cuyo nimero de elementos (cardinal) es n(A), el cardinal de su conjunto potencia
P(A) es aquella potencia de base 2 con exponente n(A), es decir, n[P(A)] = 2™

Ejemplo:

Sea A = {1,2,3}

Los subconjuntos de A son {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}, @
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Por lo tanto P(4) = {{1}, {2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}, (Z)}, y contanto el nimero de elemetos se
obtiene n[P(A)] = 8
Aplicando n[P(4)] = 2™™ también se obtiene n[P(4)] = 2% = 8

Observacion: Subconjunto propio.- Se dice que A es subconjunto propio de B, si y solo si:
A c B A A # B. El nimero de subconjuntos propios de A se calcula aplicando
Ntmero de subconjuntos propios de A = 2™ — 1

il) OPERACIONES CON CONJUNTOS
En los siguientes diagramas de Venn, la region sombreada es la solucién a cada operacion dada.

Union o reunion
AUB={x/x€A Vx€B}

A B
Interseccién

ANB ={x/x €A ANx € B}

A B
Diferencia

A—B={x/x€A ANx & B}

A B
Diferencia simétrica

AAB=(A-B)U(B—-A)=(AUB)—(ANnB)
A B

EN
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Complemento
Complementode A=A =A°=A={x/x ¢ A}

U

B) REGLA DE LA ADICION DE PROBABILIDADES
1) REGLA GENERAL PARA EVENTOS NO MUTUAMENTE EXCLUYENTES

Si Ay B son dos eventos no mutuamente excluyentes (eventos intersecantes), es decir, de modo que
ocurra A o bien B o ambos a la vez (al mismo tiempo), entonces se aplica la siguiente regla para calcular
dicha probabilidad:

P(AoB) = P(A) + P(B) — P(AyB)
(4]
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

S

A B

AUB

En donde:

El conectivo 1ogico “0” corresponde a la “unidn” en la teoria de conjuntos (o =U)
El conectivo “y” corresponde a la “interseccion” en la teoria de conjuntos (y =N)
El espacio muestral (S) corresponde al conjunto universo en la teoria de conjuntos

Ejemplos ilustrativos

1) Sea Ael suceso de sacar un As de una baraja estandar de 52 cartas y B sacar una carta con corazon
rojo. Calcular la probabilidad de sacar un As o un corazén rojo o ambos en una sola extraccion.

Solucién:

A'y B son sucesos no mutuamente excluyentes porque puede sacarse el as de corazén rojo.
Las probabilidades son:

4
P(A) = —
(4) 52
P(B) = —
(B) 52 )
P(ANB) =—
( )=
L)
EN
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Remplazando los anteriores valores en la regla general de la adicion de probabilidades para eventos no
mutuamente excluyentes se obtiene:

P(40B) = P(4) + P(B) — P(ANB)

paomy o L B 1 _ ¢
) =552 527 13

2) En una urna existe 10 bolas numeradas del 1 al 10. ;Qué probabilidad existe de sacar en una sola
extraccion una bola enumerada con un nimero par 0 con un ndmero primo?

Solucién:

Espacio muestral =S ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = n(S) = 10

A = numero par = {2, 4, 6, 8, 10}

B = ndmero primo = {2, 3, 5, 7}

Resultados favorables = AUB = {2 ,4,6,8,10,3,5,7} = n(E) = 8
Entonces, aplicando la formula de la probabilidad teérica se obtiene:

numero de resultados favorables — n(E)

8 4
=>P(AoB)=—=

P(E) = = =
(E) namero total de resultados posibles  n(S) 10 5

O también, realizando un diagrama de Venn-Euler se obtiene:

AUB
5
P(A)—@
P(B) =10 1
P(ANB) =—

10

Entonces, aplicando la regla para eventos no mutuamente excluyentes se obtiene:
P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB)

P(AUB)—5+4 1_8_1
10 10 10 10 5 0
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3) En una clase, 10 alumnos tienen como preferencia solamente la asignatura de Matematica, 15 prefieren
solamente Estadistica, 20 prefieren Matematica y Estadistica, y 5 no tienen preferencia por ninguna de
estas asignaturas. Calcular la probabilidad que de un alumno de la clase seleccionado al azar tenga
preferencia por Matematica o Estadistica 0 ambas asignaturas.

Solucion:

Realizando un diagrama de Venn-Euler se obtiene:

S S

A B

AUB
Simbologia:
S = espacio muestral
A= Matematica
B = Estadistica
a = Solamente Matemaética
b = Solamente Estadistica
¢ = Matematica y Estadistica
d = Ninguna de las dos asignaturas

Datos y célculos:
Numero total de resultados posibles = n(§) =10+ 20+ 15+ 5 =50
Numero de resultados favorables = n(E) = 10 + 20 + 15 = 45

Entonces, aplicando la formula de la probabilidad teérica se obtiene:

nimero de resultados favorables n(kE) 45 9
= > P(AoB)=—=—

P(E) = =
(E) namero total de resultados posibles  n(S) 50 10

O también, observando el diagrama de Venn-Euler se tiene que:

30
P(A) = %

5 20
P(ANB) =5

Aplicando la regla para eventos no mutuamente excluyentes se obtiene:

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB)

P(AUB)_30+35 20 9
50 50 50 10
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Los calculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

B c D E F G H | J K
1 n(E) P(E) S S
2 10 A B
3 15 °
4 20 2/5
5 5 d 5
6 50 =B2+B3+B4+B3
7 30 =B2+B4 3/5 =B7/$B%6 AUB
8 35 =B3+B4 7/10 =B8/$BS6
PP 9/10 -BO/SBS6 P(E) = nimero de resultados favorables _ n(E)
9 - - ' niimero total de resultades posibles n(5)
10 9/10 =D7+D8-D4 P(AuB) = P(A)+ P(B) —P(ANE)

4) En un grupo de 50 personas, 6 tienen como preferencia solamente el color amarrillo, 10 prefieren
solamente el color blanco, 6 prefieren el color amarrillo y blanco, 10 prefieren el color blanco y café, 12
prefieren el color amarrillo y café, 4 prefieren los 3 colores y 10 no tienen preferencia por ninguno de los
tres colores.

4.1) Elaborar un diagrama de Venn-Euler
4.2) Calcular la probabilidad que de una persona del grupo seleccionada al azar tenga preferencia por lo
menos uno de los tres colores.

5
Solucién: A B

4.1) A

Simbologia: v

S = espacio muestral A

A= amarrillo

B= blanco h

C = café

a = Solamente amarrillo

b = Amarrillo y blanco, pero no café
¢ = Solamente blanco

d = Amarrillo y café, pero no blanco
e = Los 3 colores

f = Blanco y café, pero no amarrillo
g = Solamente café

h = Ninguno de los tres colores

Datos y célculos:

a=6

c=10

e=4

h=10
b+te=6—->b=6-e=6-4=2
e+tf=10-f=10-e=10-4=6
d+e=12—->d=12-e=12-4=8
S=60=a+b+c+d+te+f+g+h
g=50-a-b-c-d-e-f-h=—>g=50-6-2-10-8-4-6-10=4

AUBUC
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4.2)

Numero total de resultados posibles = n(S) = 50
Numero de resultados favorables =n(E) =6+2+10+8+4+ 6+ 4 =40
Entonces, aplicando la formula de la probabilidad teorica se obtiene:

namero de resultados favorables n(k) 40 4
= :>P(AoBoC)=5—=§

P(E) = =
(E) numero total de resultados posibles  n(S) 0

Nota:

Si A, By C son tres eventos cualesquiera de modo que ocurra A o bien B o bien C o bien los tres a la vez
se emplea la regla:

P(AuBUC) =P(A)+P(B)+P(C)—P(ANnB)—P(BNC)—P(ANC)+P(ANBNOC)

Observando el diagrama de Venn-Euler se tiene que:

P(A)_6+2+4+8_20_2
B 50 50 5
P(B)_10+6+4+2_22_11

B 50 50 25
P(C)_4+8+4+6_22_11
B 50 50 25
P(AnB)—2+4—6—3
50 50 25
P(BnC)—6+4—1O—1
50 50 5
P(Anc)_8+4_12_6
50 50 25
P(AanC)—AL—2
50 25

Reemplazando valores en la regla se obtiene:
P(AUBUC)=P(A)+PB)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(ANC)+P(ANBNC)

P(AUBUC)_2+11+11 3 1 6+2 4
5 25 25 25 5 25 25 5

N
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Los calculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

B C D E F G H | ]
1 n (E) P (E) PO — §
2 & .f'{/ '\ )
3 2 =B10-B6 a "_)\ c
al 10 K e
5 8 =B12-B6 .
6 4 225  =B6/B13 — .
7 6  =Bl1-B6 ¢
8 4 =B13-B2-B3-B4-B5-B6-B7-B9 g
] 10
10 6 325 =Bl10/$B%13
11 10 =B11/$B%13
12 12 6/25 =B12/$B%13
13 50
14 20 =B2+B3+B5+B6 2/5 =B14/$B%13 c
15 22 =B3+B4+B6+B7 11/25 =B15/$B%13 AUBLC
16 22 =B5+B6+B7+B8 11/25 =B16/$B%13
a0 B4R BB HBHBTHER o5 —B17/$BS13 P(E) = nimero de resultades favorables _ n(E)
17 - o ' B niimero total de resultados posibles n(S5)
18 4/5 =D14+D15+D16-D10-D11-D12+D6
19 P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) - P(ANB) - B(BNC) - P(ANC) + P(ANBNC)

5) En una clase hay 45 estudiantes. Cada estudiante practica un solo deporte. La siguiente tabla muestra
los diferentes deportes y el género de los estudiantes que lo practican.

Estudi fIiDneporte Futbol | Béasquet | Atletismo Total
Hombre 15 3 3 21
Mujer 5 12 7 o4
Total 20 15 10 45

Si se elige un estudiante al azar, calcular la probabilidad de que:

5.1) Sea hombre o practique fatbol
5.2) Sea mujer o practique futbol
5.3) Sea hombre o practique basquet
5.4) Sea mujer o practique atletismo

Solucién:
A partir de la tabla anterior, llamada tabla de contingencia, se elabora una tabla de probabilidades, la

cual se realiza dividiendo cada una de las entradas de la tabla de contingencia por el total. Los resultados
se muestran en la siguiente tabla de probabilidades:

Mgs. Mario Sudrez

Estu digﬁporte Fatbol Bésquet Atletismo Total
Hombre 15/45=1/3 |3/45=1/15 3/45=1/15 |21/45=7/15
Mujer 5/45=1/9 |12/45=4/15 |7/45 24/45 = 8/15
Total 20/45 =4/9 |15/45=1/3 10/45=2/9 |45/45=1
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Interpretacion:

Los valores en las margenes de la tabla (4/9, 1/3, 2/9, 7/15 y 8/15) se llaman probabilidades marginales,
asi por ejemplo, la probabilidad de seleccionar al azar un estudiante que sea mujeres P(M) =8/15y la

probabilidad se seleccionar al azar un estudiante que practique atletismo es P(A) = 2/9.

Las probabilidades conjuntas en las celdas de la estructura principal de la tabla (1/3, 1/15, 1/15,1/9, 4/15
y 7/45) representan la probabilidad de la interseccion entre dos eventos, asi por ejemplo, la probabilidad

de seleccionar un estudiante hombre que practique futbol es P(HNF) = 1/3.

Una probabilidad marginal se calcula sumando las probabilidades conjuntas correspondientes, asi por

ejemplo, la probabilidad marginal de seleccionar al azar un estudiante que sea mujer es
P(M) = P(MNF) + P(MNB) + P(MNA), es decir, P(M) = 1/9 + 4/15 + 7/45 = 8/15

La suma de las probabilidades marginales verticales y horizontales da como resultado la unidad, asi por

ejemplo, P(H) + P(M) = 7/15 + 8/15 = 1y P(F) + P(B) + P(A) = 4/9 + 1/3 + 2/9 = 1

5.1) Sea hombre o practique futbol: P(H o F) = P(HU F)

P(HUF)=P(H)+P(F)—P(HNF)

7 4 1 26
P(HUF)__5 ——§=E

5.2) Sea mujer o practique futbol: P(M o F) = P(M U F)

P(MUF)=PM)+P(F)—P(MNF)

P(MUF)-S 1 13
15 9 9 15

5.3) Sea hombre o practique basquet: P(H o B) = P(H U B)

P(HUB) = P(H) + P(B) — P(HNB)
prum =4l L1
15 3 15 15

5.4) Sea mujer o practique atletismo: P(M 0 A) = P(M U A)

P(M U A) = P(M) + P(A) — P(M N A)
pnon =S a2 73
159 45 5
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Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

14
15
16
17
18
19

A B C
Fualtbol Basquet
Hombre 15 3
Mujer 5 12
Total 20 15
Fualtbol Basquet
Hombre 1/3 1/15
Mujer 1/9 415
Total 4/9 1/3
Fualtbol Basquet
Hombre =B2/$E$4 =C2/$E3$4
Mujer =B3/$E$4 =C3/3E3%4
Total =B4/$E$4 =C4/$E34
PHUF) 26/45 =E7+B9-B7
PIMUF) 13/15 =E8+B9-B8
P(HU B) 11/15 =E7+C9-C7
PMUA) 3/5 =EE+Do-DEg

D
Altletismo
3
7
10

Altletismo
1/15
7/45
2/9

Altletismo
=D2/$E%$4
=D3/$E%4
=D4/$E$4

Total
21
24
45

Total
7/15
8/15

Total
=E2/$E$4
=E3/$E$4
=E4/$E$4

i) REGLA PARTICULAR O ESPECIAL PARA EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES

Si A'y B son dos eventos mutuamente excluyentes (eventos no intersecantes), es decir, si la ocurrencia
de cualquiera de ellos excluye la del otro, no pueden ocurrir a la vez, o cuando no tienen ningun punto
muestral en comun (A N B = @), entonces se aplica la siguiente regla para calcular dicha probabilidad:

En donde:

P(40B) = P(A) + P(B)

(0]

P(AuB) =P(A) + P(B)

A B

AUB

El conectivo 16gico “0” corresponde a la “unidn” en la teoria de conjuntos (0 =U)

El espacio muestral (S) corresponde al conjunto universo en la teoria de conjuntos
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Ejemplos ilustrativos

1) Sea Acel suceso de sacar un As de una baraja estandar de 52 cartas y B sacar un Rey de corazon rojo.
Calcular la probabilidad de sacar un As o un Rey de corazon rojo en una sola extraccion.

Solucién:
A'y B son sucesos mutuamente excluyentes porque no es posible obtener ambos a la vez.
Las probabilidades son:

4
P(B) =%

Remplazando los anteriores valores en la regla particular de la adicién de probabilidades para eventos
mutuamente excluyentes se obtiene:
P(AoB) = P(A) + P(B)

1 5

4
P(AOB)=5—2+5—2=5—2

2) En una urna existe 10 bolas numeradas del 1 al 10. ;Qué probabilidad existe de sacar en una sola
extraccion una bola enumerada con un nimero impar o con un nimero mdaltiplo de 4?

Solucién:

Espacio muestral =S ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = n(S) = 10
A = numero impar = {1, 3, 5, 7, 9}

B = nimero mdltiplo de 4 = {4, 8}

Resultados favorables = AUB ={1,3,5,7,9,4,8} = n(E) =7

Entonces, aplicando la formula de la probabilidad teérica se obtiene:

namero de resultados favorables n(k) 7
= = P(AoB) = —

P(E) = 10

naimero total de resultados posibles — n(S)

O también, realizando un diagrama de Venn-Euler se obtiene:

A B

AUB
5
P(A)_l_zo

Entonces, aplicando la regla para eventos mutuamente excluyentes se obtiene:
P(AUB) =P(A)+ P(B)

5 2 7
P(AUB)=1—O+1—O=1—O
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3) De una tombola que contiene 3 bolas rojas, 5 blancas y 4 azules, Mathias extrae una bola, calcular la
probabilidad de que la bola extraida sea:

3.1) Roja o Blanca
3.2) Roja o Azul

3.3) Blanca o Azul \@W/ L

Solucién:
R = Roja
B = Blanca
A = Azul

Numero total de resultados posibles
=n(S)=3+5+4=12

3.1) Roja o Blanca (R o0 B)
Numero de resultados favorables = RUB =n(E) =3+5=28

Aplicando la formula de la probabilidad tedrica se obtiene:

namero de resultados favorables n(E) 8 2
= >P(RoB)=—==

P(E) = =
(E) numero total de resultados posibles  n(S) 12 3

O también, realizando un diagrama de Venn-Euler se obtiene:

B

RUB
3 1
P(R) _1—52_1

Entonces, aplicando la regla para eventos mutuamente excluyentes se obtiene:

P(RUB) =P(R)+ P(B)

1 5 2
P(RUB)=Z+E=§

N
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3.2) Rojao Azul (Ro A)

Numero de resultados favorables = RUA =n(E) =3+4=7
Aplicando la formula de la probabilidad tedrica se obtiene:

P(E) namero de resultados favorables n(k) P(R 0 A) 7
= = = = —
namero total de resultados posibles  n(S) 0 12

O también, realizando un diagrama de Venn-Euler se obtiene:

R B

RUA
3 1
N
PU) =5 =73

Entonces, aplicando la regla para eventos mutuamente excluyentes se obtiene:
P(RUA) =P(R)+ P(4)
P(RUA)—1+1— ’
43 12
3.3) Blancao Azul (Bo A)
Numero de resultados favorables = BUA =n(E) =5+4=9

Aplicando la férmula de la probabilidad tedrica se obtiene:

numero de resultados favorables  n(E)

9 3
P(E) = = >P(BoA)=—="=
(E) numero total de resultados posibles  n(S) (Bod) 12 4

O también, realizando un diagrama de VVenn-Euler se obtiene:

R B

BUA
5 4 1
P(B)—E,P(A)———g
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Entonces, aplicando la regla para eventos mutuamente excluyentes se obtiene:

P(BUA)=P(B)+P(A):%+%:%

Los célculos realizados empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E
1 E n(E) P(E)
2 R 3 1/4  =B2/$B$5
3 B 5 5/12 =B3/$B$5
4 A 4 1/3  =B4/$B$5
5 S 12 =SUMA(B2:B4)
6 P(E) P(E)

7 RoB 2/3 =(B2+B3)/B5 2/3 =D2+D3
8 RoA 7/12 =(B2+B4)/B5 712 =D2+D4
9 BoA 3/4 =B3+B4)/B5 3/4  =D3+D4

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 3
1) Consulte la biografia de Georg Cantor y de Euler. Realice un organizador gréfico de cada biografia
2) Realice un organizador grafico sobre las definiciones bésicas y clases de conjuntos
3) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre: ¢El nimero cero es par o impar?
4) Encuentre 7 palabras ocultas relacionadas con conjuntos en la siguiente sopa de letras

o

—|>|>|A— 10|l m<|—|2Z2IC|<
o|d|Cc|<|—|<]|O|m|<]|Hd|>|Z2|>|=T
—Imm[{>»|Z2|Z|<|OmMmMmMm —|Z|mM|o
O|>|—|Z|—IZ|>IZ|lv|dfmMmmMm|jn|Z
Oolm|—|Z|o|<|m|o|o|o|o|z T|w
ZIm|Z|zZz|>|m|—|Cc|>|O|>|m|H]|X
— oM M>» M>»|I</C/C|O|>|=T
Z>|o—|0|<]|O|<|>|Z2|>|>|Z

I
I
S
U
I
I
I
E
I
@)
Y
L
A
L

o|lZz|ldlCcim|jo-|Oo|dA|m|Z2|0|—|>|0C
Oo|ld|m|z|z|Cc|>Ir|r|>lom|Z|Z
ZIOMmMO|MmoO|Oo|>|r|> X|m|—|m
clol<|>|Alv|ln|r|O|lel—|—|>|m

5) Si 4 ={1,2,3,4,5,6}, B ={4,5,6,7,89,10}, C = {2,4,8,10}, D = {4,5,6} y E = {2,4}. ;Cuél de los
conjuntos anteriores deberia ocupar el papel del conjunto X en las siguientes proposiciones:
XcAyXcB

6) ¢Cuales y cuantos son los subconjuntos de A = {vocales abiertas}?

7) ¢(Cudles y cuantos son los subconjuntos de A = {x/x es digito par}?
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8) Termine de llenar la siguiente tabla. Escriba el proceso empleado.

POR COMPRENSION POR ) CARDINALIDAD | CARDINALIDAD
EXTENSION DEL CONJUNTO
POTENCIA
A = {letras de la palabra ala} n[P(A)] = 4
B={xeN/3<x<6} n(B) =3
C={xeN/x?>+3=12} C = {3}
D={x€eN/16 < x < 24 Ax es par} n(D) =3
E={x€eR/x?-5x+6 =0} n[P(E)] = 4
F={x€R/x*—5x?>+4=0} n(F) =4
G={x€eR/x3—x%—14x+24 =0} n[P(G)] =8
H = {x € Digitos/9**! — 3* = 6534} n(H)=1
I = {x € Digitos/log(x — 2) + logx = log8} n[P()] =2

9) Dados los siguientes diagramas de Venn, llene la siguiente tabla
a)

b)

A

Conjunto

Diagrama de Venn

(AUB)'

A'"UB’'

ANB’

A'"UB

ANB

AI

10) Si A = {x/x es un digito par}; B = {x/x es un digito impar}y C = {x/x es un digito primo}

Realizar los célculos respectivos con sus graficos y escribir si es verdadero o falso los siguientes

enunciados:
a)AUB = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

b)Au C = {0,2,3,4,5,6,7,8}
c)BuUC =1{1,2,3,5,7,9}
d)AnNB =0

e)ANnC = {2}

fYBNC = {357}

Mgs. Mario Sudrez

Introduccién a la Probabilidad

Verdad%




11) Dado los conjuntos A, B y C del ejercicio anterior. Realizar las siguientes operaciones con sus
respectivos diagramas de Venn-Euler.

a)A—-B
b)ANnB
c)A—-C
d)B—-C
e)B-A
flc—-A
9)C—B

a) A; b) ©; ¢){0,4,6,8}; d){1,9}; e)B; /){3,5,7};9){2}

12) En una urna existe 10 bolas numeradas del 1 al 10. Elabore un diagrama de Venn y calcule la
cardinalidad del conjunto de bolas enumeradas con un nimero par y primo.
1

13) En una urna existe 10 bolas numeradas del 1 al 10. Elabore un diagrama de Venn y calcule la
cardinalidad del conjunto de bolas enumeradas con un nimero impar o con un nimero mdaltiplo de 4?
7
14) De 36 estudiantes de un curso, 21 no tienen dificultades de aprendizaje en Matemaética, 27 no las
tienen en lenguaje y 4 tienen dificultades Unicamente en lenguaje. ¢Cuantos estudiantes tienen
dificultades de aprendizaje Unicamente en Matematica
10

15) Sea A el suceso de sacar un Rey de una baraja estandar de 52 cartas y B sacar una carta con corazon
rojo. Calcular la probabilidad de sacar un Rey o un corazon rojo o ambos en una sola extraccion.
4/13

16) Sea Ael suceso de sacar un Rey de una baraja estandar de 52 cartas y B sacar una Reina de corazon
rojo. Calcular la probabilidad de sacar un Rey o Reina de corazdn rojo en una sola extraccion.
5/52

17) Sea Ael suceso de sacar una Reina de una baraja estandar de 52 cartas y B sacar una carta con corazon
negro. Calcular la probabilidad de sacar una Reina o un corazon negro o ambas en una sola extraccion.
4/13

18) Sea A el suceso de sacar una Reina de una baraja estandar de 52 cartas y B sacar un As. Calcular la
probabilidad de sacar una Reina o un As en una sola extraccion.

2/13
19) Plantee y resuelva dos problemas de aplicacion similares a los anteriores.

20) En una urna existen 10 bolas numeradas del 1 al 10. Elabore un diagrama de Venn-Euler y calcule la
probabilidad de obtener en una sola extraccion una bola enumerada con un nimero impar 0 con un
numero multiplo de 5.

3/5
21) Plantee y resuelva un problema similar al anterior.

22) En una urna existen 10 bolas numeradas con los nimeros digitos. Elabore un diagrama de Venn-
Euler y calcule la probabilidad de obtener en una sola extraccion una bola enumerada con un nimero par
0 con un namero divisor de 9.

4/5
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23) De una tdmbola que contiene 5 bolas rojas, 3 blancas y 2 azules, se extrae una bola. Elabore un
diagrama de Venn-Euler y calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel de que la bola
extraida sea:
a) Roja o Blanca
4/5

b) Roja o Azul

7/10
24) Plantee y resuelva un problema similar al anterior.

25) Un dado tiene tres caras blancas numeradas con 4, 5y 6, y tres caras rojas numeradas con 1, 2y 3.
Si se lanza una vez este dado. Elabore un diagrama de Venn-Euler y calcule la probabilidad de obtener
un ndmero par o una cara blanca.

2/3

26) En un grupo de jovenes, 22 estudian, 7 solamente estudian, 8 solamente trabajan y 10 no estudian ni
trabajan. Elabore un diagrama de Venn-Euler y calcule la probabilidad de manera manual y empleando
Excel que de un joven seleccionado al azar estudie o trabaje o ambas actividades a la vez.

3/4

27) Alaempresa D & M, 15 trabajadores se trasladan solamente en vehiculo particular, 18 en transporte
publico, 10 solamente en transporte publico y 7 se trasladan mediante otros medios. Elabore un diagrama
de Venn-Euler y calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel que de un trabajador
seleccionado al azar se transporte a la empresa D & M en vehiculo particular o transporte publico o
ambos transportes a la vez.

33/40
28) Plantee y resuelva un problema similar al anterior de manera manual y empleando Excel.

29) En un grupo de deportistas, 18 practican el basquet, 8 el atletismo y fatbol, 4 solamente el futbol, 4
solamente el atletismo, 6 futbol y basquet, pero no atletismo, 2 atletismo y basquet, pero no fitbol, 2
practican los tres deportes, y 8 practican otros deportes. Elabore un diagrama de Venn-Euler y calcule la
probabilidad de manera manual y empleando Excel que de un deportista seleccionado al azar practique
por lo menos uno de estos tres deportes.

4/5

30) En un grupo de fabricas, 18 confeccionan ropa deportiva, 12 ropa deportiva y formal, 10 ropa casual
y formal, 9 ropa deportiva y casual, 2 solamente ropa formal, 4 solamente ropa casual, 5 ropa deportiva
y casual, pero no formal, y 10 confeccionan otros articulos. Elabore un diagrama de Venn-Euler y calcule
la probabilidad de manera manual y empleando Excel que de una fabrica seleccionada al azar confeccione
por lo menos una de estas tres tipos de ropas.

3/4

31) En un grupo de 70 personas, 15 solamente prefieren el color amarrillo, 10 solamente prefieren el
color rojo, 20 solamente prefieren el color verde, 13 prefieren el color amarillo y rojo, 11 prefieren el
color rojoy verde, 10 prefieren el color amarillo y verde, y 7 prefieren otros colores. Elabore un diagrama
de Venn-Euler y calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel que de una persona
seleccionada al azar tenga por preferencia por lo menos uno de los tres colores.

63/70

32) La siguiente tabla muestra el nombre y la edad de los integrantes de una familia ecuatoriana

Nombre Emily | Mathias | Dyanita | Mario | Bertha | Segundo | Victoria | Alberto | Carmen
Edad (afios) 3 9 41 39 70 68 68 69 78
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a) Llene la siguiente tabla de contingencia

Mayor | Menor
Seondad de?ézd deeedZd Total
Hombre
Mujer
Total

b) A partir de la tabla anterior elabore de manera manual y empleando Excel una tabla de probabilidades

c) Si se elige una persona al azar, calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel de que
sea hombre o menor de edad
5/9

d) Si se elige una persona al azar, calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel de que
sea mujer o mayor de edad
8/9

33) El personal gue labora en una institucion educativa es de 50. Cada persona desempefia solo un cargo.
La siguiente tabla muestra los diferentes cargos y el sexo del personal.

Cargo Docente | Administrativo| Auxiliar Total
Sexo
Hombre 20 2 4 26
Mujer 15 2 7 24
Total 35 4 11 50

Si se elige una persona al azar, calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel de que:

a) Sea hombre o docente

41/25
b) Sea mujer o docente

22/25
c) Sea hombre o auxiliar

33/50
d) Sea mujer o administrativo

13/25

34) Plantee y resuelva de manera manual y empleando Excel un problema similar al anterior con datos
de la institucién educativa en la cual usted estudia.
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C) REGLA DE LA MULTIPLICACION DE PROBABILIDADES
i) REGLA GENERAL PARA EVENTOS DEPENDIENTES

Si Ay B son dos eventos dependientes, es decir, si la ocurrencia de A afecta la probabilidad de ocurrencia
de B, entonces, dicha probabilidad de calcula empleando la siguiente regla:

P(AyB) = P(A) - P(B/A)
0
P(ANB) = P(A)- P(B/A)

A B

ANB

En donde:

El conectivo “y” corresponde a la “interseccion” en la teoria de conjuntos (y =N)
El espacio muestral (S) corresponde al conjunto universo en la teoria de conjuntos
P(B/A) = Probabilidad condicional de B,dado A

Nota:

La probabilidad del evento B, calculada bajo la suposicion de que el evento A ha ocurrido, se denomina
probabilidad condicional de B, dado A, y se denota por P (B/A).

Si se desea obtener una formula para calcular la probabilidad condicional se despeja de la formula general
de la multiplicacionP(A n B) = P(A) - P(B/A), obteniéndose:

P(ANB)

P(B/A) = —po

La probabilidad condicional de A dado B se denota por P(A/B) y se calcula empleando la siguiente

formula:
P(BnA)

P(A/B) = —p 5

Ejemplos ilustrativos

1) De una baraja estandar de 52 cartas sea A el suceso de sacar un As en la primera extraccion y B sacar
un As en la segunda extraccion. Calcular la probabilidad de sacar dos Ases en dos extracciones sin
devolver la carta extraida.

Solucion:

A'y B son sucesos dependientes porque la ocurrencia de A afecta la probabilidad de ocurrencia de B.

La probabilidad de que la primera carta sea un As es:

4
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La probabilidad de que la segunda carta sea un As, dado que ya se sacé un As en la primera extraccion,
es:

3

Remplazando los anteriores valores en la regla general de la multiplicacién de probabilidades para
eventos dependientes se obtiene:

P(AyB) = P(A) - P(B/A)
1

P(AyB) = + 3 =
YP) =551 T 221

2) Sea Ael suceso de sacar un As de una baraja estandar de 52 cartas y B sacar un Rey de corazon rojo.
Calcular la probabilidad de sacar un As y un Rey de corazdn rojo en dos extracciones sin devolver la
carta extraida.

Solucioén:
Ay B son sucesos dependientes porque la ocurrencia de A afecta la probabilidad de ocurrencia de B.

La probabilidad de que la primera carta sea un As es:

P(4) = %

La probabilidad de que la segunda carta sea un Rey, dado que ya se saco un As en la primera extraccion
es:

P(B/A) = —

51
Remplazando los anteriores valores en la regla general de la multiplicacién de probabilidades para

eventos dependientes se obtiene:

P(AyB) = P(A) - P(B/A)
1

P(AyB) = —. L _
Y2 =551 663

3) En una urna existe 10 bolas numeradas del 1 al 10. ;Qué probabilidad existe de sacar en una sola
extraccion una bola enumerada con un nimero par y primo?

Solucion:

Espacio muestral =S ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = n(S) = 10
A =numero par ={2, 4, 6, 8, 10}

B = ndmero primo = {2, 3, 5, 7}

Resultados favorables = ANB ={2} > n(E) =1

Entonces, aplicando la formula de la probabilidad teérica se obtiene:

numero de resultados favorables — n(E)

1
=>P(AyB) =—

P(E) = =
() namero total de resultados posibles  n(S) 10

EN
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O también, realizando un diagrama de Venn-Euler se obtiene directamente la probabilidad solicitada
5

A B

ANB

1
P(AnB)zﬁ

Para aplicar la regla de la multiplicacion para eventos dependientes, observando el diagrama de Venn-
Euler se tiene:

5
P(A) = 10

La suposicion de que la bola seleccionada esté numerada con un namero par significa que sélo
consideremos el conjunto A = nimero par = {2, 4, 6, 8, 10}, de estos 5 elementos, sélo uno, el nimero 2
es primo. Por lo tanto la probabilidad condicional P(B/A) = 1/5

Remplazando valores en la regla de la multiplicacion para eventos dependientes se obtiene:
P(AnB) =P(A)-P(B/A)

>

P(ANB) = 75

ul| =

4) En una clase de 50 alumnos, 10 alumnos tienen como preferencia solamente la asignatura de
Matematica, 15 prefieren solamente Estadistica y 5 no tienen preferencia por ninguna de estas
asignaturas. Calcular la probabilidad que de un alumno de la clase seleccionado al azar tenga preferencia
por

4.1) Matematica y Estadistica.
4.2) Estadistica y Matemaética

Solucion:
Realizando un diagrama de Venn-Euler se obtiene:

ANB
Simbologia:
S = espacio muestral
A= Matematica
B = Estadistica
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a = Solamente Matematica

b = Solamente Estadistica

¢ = Matematica y Estadistica

d = Ninguna de las dos asignaturas

Datos y célculos:

a=10

b=15

c=S-a-b-d=50-10-15-5=20

d=5

S=50

4.1) Matemética y Estadistica.

Numero de resultados favorables = AN B = n(E) = 20
Numero total de resultados posibles = n(S) = 50

Entonces, aplicando la formula de la probabilidad teorica se obtiene:

P(E) = numero de resultados favorables  n(E)

20 2
= P(ANB)=—==
numero total de resultados posibles  n(S) = P( ) 50 5

O también, observando el diagrama de Venn-Euler se tiene directamente la probabilidad solicitada:

20 2
P(AnB)=%=§

Para aplicar la regla de la multiplicacion para eventos dependientes, observando el diagrama de Venn-
Euler se tiene:

30 3
P(A) =—==
4) 50 5
La suposicion de que el alumno seleccionado tenga preferencia por Matematica significa que sélo
consideremos el conjunto A, de los 30 elementos de A, sélo 20 tienen preferencia por Estadistica. Por lo
tanto la probabilidad condicional P(B/A) = 20/30 = 2/3

O también, observando el diagrama de Venn-Euler y aplicando la férmula de la probabilidad condicional
se tiene:

P(BNA T 2

Remplazando valores en la regla de la multiplicacion para eventos dependientes se obtiene:

P(ANnB) = P(4) - P(B/A)

Wi N

2
P(AnB):g- = o

5 N
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4.2) Estadistica y Matematica.
Numero de resultados favorables = BN A = n(E) = 20
Numero total de resultados posibles = n(S) = 50

Entonces, aplicando la formula de la probabilidad teorica se obtiene:

P(E) =

numero de resultados favorables  n(E) S P(BNA) = 20 2
namero total de resultados posibles ~ n(S) 50 5

O también observando el diagrama de Venn-Euler se tiene directamente la probabilidad solicitada:

20 2
P(BnA)=%=§

Para aplicar la regla de la multiplicacion para eventos dependientes, observando el diagrama de Venn-
Euler se tiene:
35 7

P(B)=—=—

(B) 50 10
La suposicién de que el alumno seleccionado tenga preferencia por Estadistica significa que sélo
consideremos el conjunto B, de los 35 elementos de B, s6lo 20 tienen preferencia por Matematica. Por
lo tanto la probabilidad condicional P(A/B) = 20/35 = 4/7

Remplazando valores en la regla general de la multiplicacion:

P(ANB)=P(A)-P(B/A) = P(BNA)=P(B)-P(A/B)
4 2

7
P(BﬂA)=E'§=§

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F G H J K
1 E 1 (E) P (E) 5 5
2 a 10 A B
3| b 15 A B
4 c 20  =B6-B2-B3-BS
5 d g 0 5
6 5 50 d
7 A 30 =B2+B4 35 =B7/MB6
8 B 35  =Bi+B4 7110 =B8/B6 ANB
9
10 B/A 20 =B4 23 =Bl0/B7
11 ANB 20  =B4 2/5 =Bl11/B6
12 2/5 =D7*D10 P(AnB) = p(A): P(B/A)
13
14 AB 20 =B4 4/7 =B14/B8
15 BnA 20 =B4 2/ =B15B6
16 2/5 =D8§*DI14 P(Bn A)= P(B)-P(A/B)
Notas:

En los eventos dependientes se cumple:
P(B/A) + P(A/B)
El resultado de P(A n B) = P(B n A), sin embargo, el proceso de calculo es diferente.
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5) En la tabla de contingencia que aparece a continuacion se ha registrado el color de ojos de 40
estudiantes.

Ojos Cafe Verde | Negro | Total
Sexo
Hombre 12 1 2 15
Mujer 20 3 2 25
Total 32 4 4 40

5.1) Se selecciona un estudiante al azar, calcule la probabilidad de que el estudiante seleccionado:

a) Sea hombre y tenga los 0jos negros
b) Tenga los ojos verdes, sabiendo que se trata de una mujer

5.2) Se selecciona dos estudiantes al azar, calcule la probabilidad de que los estudiantes seleccionados:

a) Los dos sean hombres

b) Un hombre y una mujer

¢) Los dos tengan los ojos de color café

d) Ojos no verdes el primer estudiante y 0jos no negros el segundo estudiante

e) Los dos no tengan los ojos de color café

f) Hombre de ojos café el primer estudiante y mujer de ojos verdes el segundo estudiante

Solucién:

Elaborando una tabla de probabilidades se tiene:

Ojos Café Verde Negro Total
Sexo
Hombre 12/40 = 3/10 1/40 | 2/40 =1/20| 15/40 = 3/8
Mujer 20/40 = 1/2 3/40| 2/40 =1/20| 25/40 =5/8
Total 32/40 = 4/5| 4/40 = 1/10 | 4/40 = 1/10 40/40 =1

5.1) Se selecciona un estudiante al azar, calcule la probabilidad de que el estudiante seleccionado:

a) Sea hombre y tenga los 0jos negros
La probabilidad de que un estudiante sea hombre es:
P(H) = 15 3
T 40 8
De 15 hombres existen 2 estudiantes que tienen los ojos de color negro, entonces, la probabilidad de que
tenga los ojos de color negro, siempre que sea hombre es:

2
P(N/H) = -

O también, observando la tabla de probabilidades y aplicando la formula de la probabilidad condicional
se tiene:

P(NNH)

P(N/H) = T

15

oo|w|8|r—\
N
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Remplazando valores en la regla general de la multiplicacion se obtiene:
P(AyB) = P(A) - P(B/A)
P(HyN) = P(H) - P(N/H)

3 1
Nota: Si observamos directamente en la tabla de contingencia, se tiene que 2 de los 40 estudiantes son
“hombres y tienen los ojos negros”, que en la tabla de probabilidades representa 1/20. Esto confirma que
con la regla general para la multiplicacion de probabilidades si se obtiene la respuesta correcta.

b) Tenga los o0jos verdes, sabiendo que se trata de una mujer
La probabilidad de que un estudiante tenga los ojos verdes es:

4 1
P = — = —
V) 40 10

Existen 3 mujeres de 4 estudiantes que tienen los ojos de color verde, entonces, la probabilidad de que
sea mujer, siempre que tenga los ojos de color verde es:

3
PM/V) =7

Remplazando valores en la regla general de la multiplicacion se obtiene:
P(AyB) = P(A) - P(B/A)
P(VyM) = P(V)-P(M/V)

1 3
P(VyM)ZEZZE

O también, observando directamente en la tabla de probabilidades se obtiene:

3
PyM) =5
Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F G
1 Café Verde Negro Total
2 Hombre 12 1 2 15
3 Mujer 20 3 2 25
4 |Total 32 4 4 40
5
6 Café Verde Negro Total
7 Hombre 3/10 /40  1/20 3/8
8 Mujer 1/2 340 1720 5/8
9 Total 4/5 /10 1/10 1
10
11 P(H) 3/8 =E7
12 | P(N/H) 2/15 =D2/E2
13| P(HyN) 1/20 =B11*B12  P(HyN) = P(H)-P(N/H)
14 1/20 =D7
15
16 P(V) 1/10 =C9
17| P(M/V)  3/4 =C3/C4
18 | P(VyM)  3/40 =B16*B17 P(VyM)=P(V)- P(M/V)
19 3/40 =C8
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5.2) Se selecciona dos estudiantes al azar, calcule la probabilidad de que los estudiantes seleccionados:

Ojos Cafe Verde | Negro | Total
Sexo
Hombre 12 1 2 15
Mujer 20 3 2 25
Total 32 4 4 40

a) Los dos sean hombres
La probabilidad de que el primer estudiante seleccionado sea hombre es:

15 3
P(H)=5==¢

La probabilidad de que el segundo estudiante seleccionado sea hombre, dado que ya se selecciond un
hombre en la primera extraccion es:

14
P(H/H) =25

Remplazando valores en la regla general de la multiplicacion se obtiene:
P(AyB) = P(A) - P(B/A)

P(HyH) = P(H) - P(H/H)

b) Un hombre y una mujer
La probabilidad de que el primer estudiante seleccionado sea hombre es:

15 3
P(H) = 5==¢

La probabilidad de que el segundo estudiante seleccionado sea mujer, dado que ya se seleccion6 un
estudiante hombre en la primera extraccion es:

25
P(M/H) =25

Remplazando valores en la regla general de la multiplicacion se obtiene:
P(AyB) = P(A) - P(B/A)
P(HyM) = P(H) - P(M/H)

3 25 25
PUHYM) =5 39 = T0a

e
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c) Los dos tengan los ojos de color café

La probabilidad de que el primer estudiante seleccionado tenga los ojos de color café es:

32 4
PO=3"53

La probabilidad de que el segundo estudiante seleccionado tenga los ojos de color café, dado que ya se

selecciond un estudiante que tiene los ojos de color café en la primera extraccion es:

31
P(C/C) =35

Remplazando valores en la regla general de la multiplicacion se obtiene:
P(AyB) = P(A) - P(B/A)
P(CyC) =P(C)-P(C/C)

4 31 124
PIYO =5 357 103

d) Ojos no verdes el primer estudiante y ojos no negros el segundo estudiante
La probabilidad de que el primer estudiante seleccionado no tenga los ojos de color verde es:

_ 4 9
PW)=1-PWV)=1-=7

O también como el numero de estudiantes que no tienen los ojos de color verde son 32 + 4 = 36, entonces,

36 9

P(V):Ezl_o

La probabilidad de que el segundo estudiante seleccionado no tenga los ojos de color negro, dado que ya
se selecciond un estudiante que no tiene los ojos de color verde en la primera extraccion es:

P(N/T) = 1= PONJT) = 1 — o = 22
O también observando la tabla de contingencia se obtiene:
P(N 17)—36_1—35

M =217 39

Remplazando valores en la regla general de la multiplicacion se obtiene:
P(AyB) = P(A) - P(B/A)

P(VyN) = P(V)-P(N/V)

Py =2 35 21
IN) = =22 = 22
10 39 26 %

N
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e) Los dos no tengan los ojos de color café
La probabilidad de que el primer estudiante seleccionado no tenga los ojos de color café es:

_ 32 1

P(C)=1-P(C)=1—-—==

© ©=1-35=32
O también como el numero de estudiantes que no tienen los ojos de color café son 4 + 4 = 8, entonces,

_ 8 1
PO=%"53

La probabilidad de que el segundo estudiante seleccionado no tenga los ojos de color café, dado que ya
se selecciond un estudiante que no tiene los ojos de color café en la primera extraccion es:

e . 32 7
P(C/C)=1—-P(C/C)=1—-=—

39 39
O también observando la tabla de contingencia se obtiene:
_ 8—-1 7
PO =17 39

Remplazando valores en la regla general de la multiplicacion se obtiene:
P(AyB) = P(A) - P(B/A)

P(CyC) = P(C)- P(C/C)

f) Hombre de ojos café el primer estudiante y mujer de ojos verdes el segundo estudiante

Si observamos directamente en la tabla de contingencia, se tiene que 12 de los 40 estudiantes son
“hombres y tienen los ojos de color café¢”, entonces, la probabilidad de que el primer estudiante
seleccionado sea hombre y tenga los ojos de color café es:

12 3
P(HyC) = E = E

Si observamos directamente en la tabla de contingencia, se tiene que 12 de los 40 estudiantes son
“hombres y tienen los ojos de color café¢”, entonces, la probabilidad de que el primer estudiante
seleccionado sea hombre y tenga los ojos de color café es:

Si observamos directamente en la tabla de contingencia, se tiene que 3 de los 40 estudiantes son “mujeres
y tienen los ojos de color verde”, entonces, la probabilidad de que el segundo estudiante seleccionado
sea mujer y tenga los ojos de color verde, dado que ya se seleccion6 un estudiante hombre que tiene los
ojos de color café en la primera extraccion es:

3
P((MyV)/(HyC)) = 39
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Remplazando valores en la regla general de la multiplicacion se obtiene:
P(AyB) = P(A) - P(B/A)
P((HyC)y(MyV)) = P(HyC) - P((MyV)/(HyC))

3
P((HYOy(MYV)) = 75" 35 = T30

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F G H J
1 Café  Verde Negro Total
2 Hombre 12 1 2 15
3 Mujer 20 3 2 25
4 Total 32 4 4 40
5
6 P(HyH) 7/52  =E2/E4*(E2-1)/(E4-1) P(HyH) = P(H) - P(H/H)
7
8 P(HyM) 25/104 =E2/E4*E3/(E4-1) P(HyM) = P(H) - P(M/H)
9
10 P(CyC) 124/195 =B4/E4*(B4-1)/(E4-1) P(CyC) = P(C) -P(C/C)
11
12 P(VyN) 2126  =(B4+D4)/E4*(B4+C4-1)/(E4-1) P(VyN)=P(V)-P(N/V)
13
14 P(CyC) 7/195 =(C4+D4)/E4*(C4+D4-1)/((E4-1) P(CyC)=P(C) - P(C/C)
15
16 P((HyC)y(MyV))  3/130 =B2/E4*C3/(E4-1) P((HyC)y(MyV)) = P(HyC) - P((MyV)/(HyC))

6) De una tdbmbola que contiene 3 bolas rojas y 5 blancas, Mathias extrae tres bolas, sin volver a la
tombola la bola extraida, calcular la probabilidad de que las 3 bolas extraidas sean:

6.1) Rojas

6.2) 2 rojas y una blanca
6.3) Unaroja y 2 blancas
6.4) 3 blancas

Solucién:
6.1) Rojas

En 3 sucesos la formula de la regla general de probabilidades es:
P(AyByC) = P(A) - P(B/A) - P(C/AyB)

La probabilidad de seleccionar una bola roja la primera extraccion es:

3

La probabilidad de seleccionar una bola roja la segunda extraccién, dado que ya se seleccioné una bola
roja en la primera extraccion es:

2
P(R/R) ==

La probabilidad de seleccionar una bola roja la tercera extraccion, dado que ya se seleccion6 una bola
roja en la primera y en la segunda extraccion es:

1
P(R/RyR) =~
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Remplazando valores en la regla general de la multiplicacion se obtiene:
P(AyByC) = P(A) - P(B/A) - P(C/AyB)

P(RyRyR) = P(R) - P(R/R) - P(R/RyR)

O también, elaborando un diagrama de arbol se tiene todas las probabilidades:

lra 2da 3ra Resultado
1/6 R RERR
217 R<
5/6 B — ERRB
2/6 E — EBR
B<
46 ~B —— RBB
2/6 E —— BRR
R
/6 B — BEREB
3/6 E — BBR
B<
16 B — BEB

En el diagrama de arbol, la probabilidad correspondiente a cada rama del &rbol corresponde a la
probabilidad condicional de que ocurra el evento especifico, dado que han ocurrido los eventos de las
ramas precedentes. Al describir un evento mediante una trayectoria a través del diagrama de arbol, la
probabilidad de que ocurra dicho evento es igual a producto de las probabilidades de las ramas que
forman la trayectoria que representa al mencionado evento.

La solucion empleando el diagrama de arbol para P(RyRyR) es multiplicando las ramas RRR, es decir,

6.2) 2 rojas y una blanca

La solucion empleando el diagrama de arbol se obtiene multiplicando las ramas RRB

6.3) Unaroja y 2 blancas

La solucién empleando el diagrama de arbol se obtiene multiplicando las ramas RBB
354 5

P(RBB) ==-=.— =—
T {ED
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6.4) 3 blancas

La solucién empleando el diagrama de arbol se obtiene multiplicando las ramas BBB
543 5

876 28

A B
R 3
B 5
Total 8

P(RRR) 1/56 =B1/B3*(B1-1)/(B3-1)*(B1-2)/(B3-2)
P(RRB) 5/56 =B1/B3*(B1-1)/(B3-1)*B2/(B3-2)
P(RBB) 5/28 =B1/B3*B2/(B3-1)*(B2-1)/(B3-2)
P(BBB) 5/28 =B2/B3*(B2-1)/(B3-1)*(B2-2)/(B3-2)

0 N O R W N

i) REGLA PARTICULAR O ESPECIAL PARA EVENTOS INDEPENDIENTES

Si A'y B son dos eventos independientes, es decir, si el conocimiento de la incidencia de uno de ellos no
tiene efecto en la probabilidad de ocurrencia del otro, entonces, para calcular la probabilidad de dichos
eventos se aplica la siguiente regla:

P(AyB) = P(A) - P(B)
0
P(AnB)=P(A) -P(B)

Nota: Dos eventos A y B son independientes si la ocurrencia de uno de ellos no afecta la probabilidad
de ocurrencia del otro, esto es, si P(B/A) = P(B)

Ejemplos ilustrativos

1) De una baraja estandar de 52 cartas sea A el suceso de sacar un As en la primera extraccion y B sacar
un Rey en la segunda extraccion. Calcular la probabilidad de sacar un As y un Rey en dos extracciones
devolviendo la carta extraida.

Solucion:
A'y B son sucesos independientes porque la ocurrencia de A afecta la probabilidad de ocurrencia de B.

La probabilidad de que la primera carta sea un As es:
4
P(A) = =

La probabilidad de que la segunda carta sea un Rey, dado que se devolvio el As de la primera extraccion,
es:

4
P(B/A) = P(B) = =

Qe
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Remplazando los anteriores valores en la regla particular de la multiplicacion se obtiene:

P(AyB) = P(A) - P(B)

4 4
P(AyB) = = = =

52

169

2) Una pareja de esposos desean tener 3 hijos. Suponiendo que las probabilidades de tener un nifio o una
nifia son iguales, calcular la probabilidad de éxito en tener hombre en el primer nacimiento, mujer en el
segundo nacimiento y hombre en el tercer nacimiento.

Solucién:

M = mujer
H = hombre

Elaborando un diagrama de arbol se tiene todas las probabilidades:

Entonces,

111
P(HyMyH) = P(HMH) = =+ == =

Mgs. Mario Sudrez

ler 2do Jer Eesultado
parto parto parto
172 M —— MMM
12 M<
172 H — MMH
12 M — MHM
H<
12 H ____ MHH
1.2 M —  HMM
..-r"'"'ﬂ"-’
12 H —— HMH
172 M — HHM
H<
172 H — HHH
1
2 2 2 8
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TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 4

1) De una baraja estandar de 52 cartas sea A el suceso de sacar un Rey en la primera extraccion y B sacar
un Rey en la segunda extraccion. Calcular la probabilidad de sacar Rey y Rey, sin devolver la carta
extraida.

1/221
2) Se tienen tres ruletas con 9 simbolos, se gana el premio mayor cuando se obtienen tres 3. ;Cual es la
probabilidad de ganar el premio mayor?

1/729

3) De una baraja estandar de 52 cartas sea A el suceso de sacar un Rey en la primera extraccion y B sacar
una Reina en la segunda extraccion. Calcular la probabilidad de sacar Rey y Reina, devolviendo la carta
extraida.

1/169

4) En un sobre hay tres cartulinas: una blanca, una amarilla y una roja. ;Qué probabilidad existe de
obtener tres veces consecutivas la cartulina roja si se vuelve a guardar lo que se sac6 anteriormente?
1727
5) En un cesto hay 5 manzanas y 4 peras; en un segundo cesto, 3 manzanas y 2 naranjas. Si los cestos se
encuentran totalmente cubiertos, ;qué probabilidad existe de que al sacar una fruta de cada cesto se
obtengan manzanas?
1/3
6) Se colocan 9 frascos de esencias en una caja, 5 son de vainilla y 4 de menta. Calcular la probabilidad
de sacar dos frascos de vainilla en dos extracciones consecutivas, si se utiliza el extracto y se vuelve a
guardar en la caja
25/81

7) Se tienen 15 fichas en una caja: 5 verdes, 5 amarillas y 5 azules. ;Qué probabilidad existe de obtener
en tres ocasiones consecutivas una ficha verde si se vuelve a guardar la que se saco anteriormente?.
1/27

8) Dyanita y Mario, una pareja de esposos, desean tener 2 hijos. Suponiendo que las probabilidades de
tener un nifio o una nifia son iguales, calcular la probabilidad de éxito en tener hombre en el primer
nacimiento y mujer en el segundo nacimiento. Elabore un diagrama de arbol.

1/4

9) En una urna existe 10 bolas numeradas del 1 al 10. ;Qué probabilidad existe de sacar en una sola
extraccion una bola enumerada con un numero impar y multiplo de 3?
1/5

10) En una bandeja se tienen 15 sanduches, 7 de pernil y 8 de jamon. Si se brinda a dos amigos, calcule
la probabilidad de manera manual y empleando Excel de que los dos amigos escojan sanduches de jamon
cada uno. También elabore un diagrama de arbol.

4/15

11) En una caja hay 18 chocolates, 10 con relleno y 8 sin relleno. Si se realiza tres extracciones sin volver
a guardar en la caja el chocolate extraido, calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel
de que se obtengan tres chocolates rellenos. También elabore un diagrama de arbol.

5/34
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12) En una urna existe 10 bolas numeradas del 1 al 10. Elabore un diagrama de Venn-Euler y calcule la
probabilidad de obtener en una sola extraccion una bola enumerada con un nimero impar y maultiplo
de5

1/10

13) Un dado tiene tres caras blancas numeradas 4, 5y 6, y tres caras rojas numeradas 1, 2 'y 3. Si se lanza
una vez este dado. Elabore un diagrama de Venn-Euler y calcule la probabilidad de obtener una cara
blanca numerada con un numero par.

1/3

14) En una clase de 40 alumnos, 10 alumnos tienen como preferencia solamente la asignatura de
Matematica, 15 prefieren solamente Estadistica y 5 no tienen preferencia por ninguna de estas
asignaturas. Elabore un diagrama de Venn-Euler y calcule la probabilidad de manera manual y
empleando Excel de que un alumno seleccionado al azar tenga preferencia por Matematica y Estadistica

1/4

15) En un grupo de 50 personas, 6 tienen como preferencia solamente el color amarrillo, 10 prefieren
solamente el color blanco, 4 prefieren solamente el color café, 6 prefieren el color amarrillo y blanco, 10
prefieren el color blanco y café, 12 prefieren el color amarrillo y café, y 10 no tienen preferencia por
ninguno de los tres colores. Elabore un diagrama de Venn-Euler. Aplique la formula de la probabilidad
de 3 sucesos para calcular la probabilidad de que una persona seleccionada al azar tenga preferencia por
los 3 colores.

2125

16) En un grupo de 60 fébricas, 4 confeccionan solamente ropa deportiva, 10 solamente ropa casual,
9 solamente ropa formal, 11 ropa casual y formal, 12 ropa deportiva y casual, 15 ropa deportiva y formal,
y 11 confeccionan otros articulos. Elabore un diagrama de Venn-Euler y calcule la probabilidad de
manera manual y empleando Excel que de una fabrica seleccionada al azar confeccione los tres tipos de
ropas.

1/10

17) En una clase, la probabilidad de que los alumnos tengan como preferencia la asignatura de
Matematica es 3/5, la probabilidad de que los alumnos tengan como preferencia la asignatura de
Estadistica es 7/10 y la probabilidad de que los estudiantes no prefieran ninguna de estas asignaturas es
1/10. Elabore un diagrama de Venn-Euler y calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel
de que un alumno seleccionado al azar

a) Tenga preferencia por Matematica y Estadistica
2/5

b) Sabiendo que un alumno seleccionado al azar tiene preferencia por Matematica, calcule la probabilidad
de que tenga preferencia por Estadistica.
P(E/M) =2/3

18) En la tabla de contingencia que aparece a continuacion se ha registrado el deporte y el sexo de 45
estudiantes que lo practican.

Deporte Futbol | Atletismo | Basquet | Total
Sexo
Hombre 15 3 2 20
Mujer 2 3 20 25
Total 17 6 22 45
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18.1) Se selecciona un estudiante al azar, calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel
de que el estudiante seleccionado:

a) Sea hombre y practique basquet

2/45
b) Practique atletismo, sabiendo que se trata de una mujer

1/15
18.2) Se selecciona dos estudiantes al azar, calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel
de que los estudiantes seleccionados:

a) Los dos sean hombres

19/99
b) Un hombre y una mujer
25/99
¢) Los dos practique fatbol
68/495
d) Que no practique atletismo el primer estudiante y que no practique basquet el segundo estudiante
13/30

19) Plantee y resuelva un problema similar al anterior de manera manual y empleando Excel.

20) Un recipiente contiene 3 bolas negras, 2 rojas y 5 blancas. ;Cual es la probabilidad de que, al hacer

dos extracciones sucesivas, se obtenga una bola roja en la primera extraccion y en la segunda extraccion

una bola negra, sin devolver a al recipiente la primera bola extraida?. Elabore un diagrama de arbol
1/15

21) De una urna que contiene 5 fichas de color rojo y 3 blancas, se extrae tres bolas, sin devolver a la
urna la ficha extraida. Elabore un diagrama de arbol y calcule la probabilidad de manera manual y
empleando Excel de que las 3 fichas extraidas sean 2 rojas y una blanca.

5/28

22) Dyanita va a una papeleria a comprar 3 marcadores. En la papeleria Gnicamente disponen de 6
marcadores de tinta rojos, 5 de tinta negra y 9 de tinta azul. Elabore un diagrama de arbol y calcule la
probabilidad de manera manual y empleando Excel de que si Dyanita compra al lazar, compre un
marcador con tinta azul y dos marcadores con tinta negra.

1/38
23) Plantee y resuelva un problema similar al anterior

24) Para integrar una comisioén, se debe elegir a tres alumnos de entre 28 mujeres y 12 hombres. Se
preparan papeles con los nombres de los integrantes y se introducen en una anfora para elegir al azar.
Elabore un diagrama de arbol y calcule la probabilidad de manera manual y empleando Excel de que la
comision esté formada por dos mujeres y un hombre.

15,304%

25) De una baraja estandar de 52 cartas, se extraen 3 cartas sin reposicion. Elabore un diagrama de arbol

y calcule la probabilidad de que las tres cartas sean Ases.
1/5525
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1.4) PROBABILIDAD TOTAL Y TEOREMA DE BAYES

A) PROBABILIDAD TOTAL

Sea A4, A,, ..... A, un sistema completo de eventos tales que la probabilidad de cada uno de ellos es
distinto de cero, y sea B un evento cualquiera del que se conocen las probabilidades condicionales
P(B/A;), entonces, la probabilidad del evento B, llamada probabilidad total, se calcula empleando la
siguiente formula:

P(B) = P(A,) - P(B/A1) + P(4;) - P(B/Az) + - P(Ay) - P(B/Ay)

B) TEOREMA DE BAYES

El teorema de Bayes se utiliza para revisar probabilidades previamente calculadas cuando se posee nueva
informacion. Desarrollado por el reverendo Thomas Bayes en el siglo XVI1, el teorema de Bayes es una
extension de lo que ha aprendido hasta ahora acerca de la probabilidad condicional.

Comunmente se inicia un analisis de probabilidades con una asignacion inicial, probabilidad a priori.
Cuando se tiene alguna informacién adicional se procede a calcular las probabilidades revisadas o a
posteriori. El teorema de Bayes permite calcular las probabilidades a posteriori y es:

P(A;) - P(B/A;)

P(A/B) =—— 5 55

Donde:

P(A;) = Probabilidad a priori
P(B/A;) = Probabilidad condicional
P(B) = Probabilidad Total

P(A;/B) = Probabilidad aposteriori

Ejemplo ilustrativo

Una compafiia de transporte pablico tiene tres lineas en una ciudad, de forma que el 45% de los autobuses
cubre el servicio de la linea 1, el 25% cubre la linea 2 y el 30% cubre el servicio de la  linea 3. Se sabe
que la probabilidad de que, diariamente, un autobus se averie es del 2%, 3% y 1% respectivamente, para
cada linea.

1) Calcular la probabilidad de que, en un dia, un autobus sufra una averia
2) Calcular la probabilidad de que, en un dia, un autobus no sufra una averia
3) ¢De qué linea de transporte es mas probable que un autobus sufra una averia?

Solucién:

Simbologia:

A, = Cubre el servicio de la linea 1
A, = Cubre el servicio de la linea 2
A3;= Cubre el servicio de la linea 3
B;= Sufre una averia

B,= No sufre una averia

Datos:
P(A,) = 45% = 0,45 ; P(A,) = 25% = 0,25 ; P(A3) =30% =10,3
P(B{/A1) = 2% = 0,02 ; P(B1/A3) = 3% = 0,03 ; P(B1/43) = 1% = 0,01
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Las probabilidades de no sufrir una averia para cada linea son:

P(By/A;) =1—-P(B;/A;) =1-0,02=0,98

P(B;/A3) =1—-P(B;/A43) =1-0,01=0,99

1) Calcular la probabilidad de que, en un dia, un autobus sufra una averia
Empleando la formula de probabilidad total se obtiene:

P(B) = P(A,) - P(B/A;) + P(A;) - P(B/A;) + - P(Ay) - P(B/Ay)
P(By) = P(Ay) - P(B1/A;) + P(Ay) - P(B1/A;) + P(A3) - P(B/A3)
P(B;) =0,45-0,02 + 0,25-0,03 + 0,3-0,01 = 0,0195

2) Calcular la probabilidad de que, en un dia, un autobus no sufra una averia

Empleando la formula de probabilidad total se obtiene:

P(B) = P(A,) - P(B/Ay) + P(A3) - P(B/Az) + - P(Ay) - P(B/Ay)
P(B;) = P(Ay) - P(By/A1) + P(4;) - P(B/A3) + P(A3) - P(By/A3)
P(B,) =0,45-0,98 + 0,25-0,97 + 0,3 - 0,99 = 0,9805

O también, sabiendo que P(E) = 1 — P(E), entonces

P(B,) =1—P(B;) =1-0,0195 = 0,9805

3) ¢De qué linea de transporte es mas probable que un autobus sufra una averia?
Se debe calcular las tres probabilidades aposteriori empleando el Teorema de Bayes

P(A,) - P(B/A,)
P(B)

P(A,/B) =

La probabilidad de que sea de la linea 1, sabiendo que sufre una averia es:

P(A;)-P(B/A;) 045:0,02
P(By) ~0,0195

P(A:/By) = = 0,4615

La probabilidad de que sea de la linea 2, sabiendo que sufre una averia es:

P(4;)-P(B/A;)  0,25-0,03

P(A2/B1) = P(B,) ~ 70,0195

= 0,3846

La probabilidad de que sea de la linea 3, sabiendo que sufre una averia es:
P(A3) - P(B,/A3) ~0,3-0,01
B, ~0,0195

Entonces, sabiendo que el autobus sufre una averia, lo mas probable es que sea de la linea 1, ya que esta
probabilidad P(4,/B;) = 0,4615 , es la mayor.
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Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F G H I J
1 P(Ay) 0,45
2 |P(Ay) 0,25
3 P(A3) 0.3
4 P(ByA;) 0,02
5 P(By/Ay) 0,03
6 P(By/Aj3) 0,01
7 P(By/Ay) 0.98 =1-B4 P(B,/A;) =1 -P(By/A)
8 P(By/A) 0,97 =1-B5 P(B,/A;) = 1 - P(By/A,)
9 |P(By/As) 0,99 =1-B6 P(By/A;) = 1 - P(By/A3)
10 P(By) 0.0195 =B1*B4+B2*B5+B3*B6P(B,) = P(4,) - P(By/A,) + P(A,) - P(By/A,) + P(A3) - P(B4/A;)
11 P(B,) 0,9805 =1-B10 P(B,) =1—P(B,)
12 P(Ay/By) 0.4615 =B1*B4/B10 p[.A‘_J;Bﬂ:p(gfj-p(_g;,qi_j
13 P(Ay/By) 0,3846 =B2*B5/B10 o P(By)
14 P(A3/B)) 0,1538 =B3*B6/B10

[y
wi

PMax(4/B,) 04615 =MAX(B12:B14)

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 5
1) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre la biografia de Bayes, y realice un organizador grafico
de la misma.

2) Conteste las siguientes preguntas:

2.1) ¢{Qué entiende por probabilidad total?

2.2) ¢Qué entiende por probabilidad a priori?
2.3) ¢Qué entiende por probabilidad a posteriori?
2.4) ¢Qué entiende por teorema de Bayes?

Los siguientes ejercicios resuelva en forma manual y empleando Excel

3) Una empresa dedicada a la comercializacion de televisores esta considerando comercializar un nuevo
televisor. En el pasado el 90% de los televisores que comercializo tuvieron éxito y el 10% no fueron
exitosos. Se sabe que la probabilidad que habria recibido un reporte favorable de investigacion fue del
85% Yy 35%, respectivamente.

3.1) Escribir la simbologia del problema
Ay =
A, =

b) Llenar los datos del problema
P(Ay) = P(Ay) = P(B1/Ay) = P(B1/4z) =

3.2) Calcule la probabilidad que los televisores exitosos reciban un reporte desfavorable de investigacion
P(BZ/AI) = 0,15

3.3) Calcule la probabilidad que los televisores no exitosos reciban un reporte desfavorable de
investigacion

P(B,/A;) = 0,65

9

Qe
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3.4) Calcule la probabilidad de que un televisor reciba un reporte favorable de investigacion.
P(Bl) = 0,8

3.5) Calcule la probabilidad de que un televisor reciba un reporte desfavorable de investigacion.
P(By) =0,2

3.6) ¢Cual es la probabilidad de que el equipo de televisor tenga éxito en el mercado?
P(A,/B;) = 0,9563

4) La probabilidad de que una persona tenga una determinada enfermedad es de 0,02. Existen pruebas de
diagndstico médico disponibles para determinar si una persona tiene realmente la enfermedad. Si la
enfermedad realmente esta presente, la probabilidad de que la prueba de diagndstico indique la presencia
de la enfermedad es de 0,95.

4.1) ¢Cuadl es la probabilidad de tener la enfermedad, si la prueba de diagnéstico indica la presencia de
la misma?.

4.2) ¢Cual es la probabilidad de no tener la enfermedad, si la prueba de diagnostico no indica la presencia
de la misma?.
P(4,/B,) = 0,9989

5) Una fabrica de sacos tiene 3 maquinas independientes que producen el mismo tipo de sacos. La
maquina 1 produce el 15% de los sacos con un 1% de sacos defectuosos. La maquina 2 produce el 45%
de los sacos con un 3% de sacos defectuosos. La maquina 3 produce el 40% de los sacos con un 2% de
sacos defectuosos.

5.1) Si se selecciona al azar un saco. ¢Cudl es la probabilidad de que sea defectuoso?
0,023
5.2) ¢(De qué méaquina es mas probable que provenga, si el saco no resulta defectuoso?
Maquina 2 con 0,4468

6) El Tercer Afio de Bachillerato General Unificado de una unidad educativa esta integrado por 35
estudiantes en la especialidad de fisico matematico, 47 en quimico bidlogo, 40 en sociales y 38 en
bachillerato técnico. Se sabe que la probabilidad de que un estudiante pierda el afio es del 5% 4%, 3% y
4%, respectivamente. ¢De qué especialidad es mas probable que sea el estudiante, si se sabe que un
estudiante ha perdido el afio?

Quimico bidlogo con 0,296

7) Una entidad financiera dispone de tres empleados para atender a sus clientes: Sandra, Santiago y Dario.
Se dispone de un registro de quejas por la atencion recibica: 3%, 2%, 1% respectivamente. Cierto dia
acudieron 120 clientes a la entidad financiera, de los cuales 30 fueron atendidos por Sandra, 50 por
Santiago y 40 por Dario. ¢De cual empleado es mas probable que un cliente elegido al azar de entre los
que fueron atendidos ese dia se queje por la atencion recibida?

Santiago con 0,435

8) Plantee y resuelva un problema de aplicacion del teorema de Bayes en forma manual y empleando
Excel.
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CAPITULO IT
DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

RESULTADOS DE APRENDIZAJE DEL CAPITULO

Al finalizar el presente capitulo el lector podra evidenciar que:

v Interpreta las definiciones, caracteristicas, propiedades y aplicaciones de las distribuciones de
probabilidad: binomial, de Poisson, hipergeométrica, exponencial, uniforme y normal.

v" Aplica algoritmos relativos a las distribuciones de probabilidad en la resolucién de ejercicios y
problemas préacticos de manera manual, empleando Excel, Winstats y GeoGebra.

v' Plantea y resuelve ejercicios y problemas de aplicacion sobre distribuciones de probabilidad de
manera manual, utilizando Excel, Winstats y GeoGebra.

CONTENIDOS
v" Distribuciones Discretas: Distribucién Binomial, Distribucién de Poisson y Distribucion

Hipergeométrica.
v Distribuciones Continuas: Distribucion Exponencial, Distribucion Uniforme y Distribucion Normal

Mgs. Mario Sudrez Distribuciones de Probabilidad "“



2.1) DISTRIBUCIONES DISCRETAS

A) INTRODUCCION

Una distribucion de probabilidad es una representacion de todos los resultados posibles de algun
experimento y de la probabilidad relacionada con cada uno.

Una distribucién de probabilidad es discreta cuando los resultados posibles del experimento son
obtenidos de variables aleatorias discretas, es decir, de variables que s6lo puede tomar ciertos valores,
con frecuencia numeros enteros, y que resultan principalmente del proceso de conteo.

Ejemplos de variables aleatorias discretas son:
Numero de caras al lanzar una moneda

El resultado del lanzamiento de un dado
Numero de hijos de una familia

Numero de estudiantes de una universidad

Ejemplo ilustrativo
Sea el experimento aleatorio de lanzar 2 monedas al aire. Determinar la distribucién de probabilidades
del nimero de caras.

Solucién:

El espacio muestral es S = {CC, CS, SC, SS}
La probabilidad de cada punto muestral es de 1/4, es decir, P(CC) = P(CS) = P(SC) = P(SS) = 1/4

La distribucién de probabilidades del nimero de caras se presenta en la siguiente tabla:

Resultados (N° de Caras) | Probabilidad
0 1/4 =0,25 = 25%
1 2/4 = 0,50 = 50%
2 1/4 = 0,25 = 25%

El grafico de distribuciones de probabilidad en 3D elaborado empleando Excel se muestra en la siguiente
figura:

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD
AL LANZAR 2 MONEDAS

1/2
1/2
1/4
1/4 4
0 >
0 ,
1
2

Ne de caras

Probabilidad

Interpretacion:

La probabilidad de obtener O caras al lanzar 2 monedas al aire es de 1/4 = 0,25 = 25%
La probabilidad de obtener una cara al lanzar 2 monedas al aire es de 2/4 = 0,5 = 50%
La probabilidad de obtener 2 caras al lanzar 2 monedas al aire es de 1/4 = 0,25 = 25%
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B) LA MEDIAY LA VARIANZA DE LAS DISTRIBUCIONES DISCRETAS

1) Media

La media llamada también valor esperado, esperanza matematica o simplemente esperanza de una
distribucion de probabilidad discreta es la media aritmética ponderada de todos los resultados posibles
en los cuales los pesos son las probabilidades respectivas de tales resultados. Se halla multiplicando cada
resultado posible por su probabilidad y sumando los resultados. Se expresa mediante la siguiente férmula:

p=EX)=2Z(x; P(x;))

Donde:

u = E(X) = Media, Valor Esperado, Esperanza Matematica o simplemente Esperanza
x; = Posible resultado

P(x;) = Probabilidad del posible resultado

il) Varianza

La varianza es el promedio de las desviaciones al cuadrado con respecto a la media. La varianza mide la
dispersion de los resultados alrededor de la media y se halla calculando las diferencias entre cada uno de
los resultados y su media, luego tales diferencias se elevan al cuadrado y se multiplican por sus
respectivas probabilidades, y finalmente se suman los resultados. Se expresa mediante la siguiente
férmula:

o = 2[(x; — w2 P(x;)]

Nota: La varianza se expresa en unidades al cuadrado, por lo que es necesario calcular la desviacion
estandar que se expresa en las mismas unidades que la variable aleatoria y que por lo tanto tiene una
interpretacion més logica de la dispersion de los resultados alrededor de la media. La desviacion estandar

se calcula asi: ¢ = Vo2

Ejemplo ilustrativo:
Hallar la esperanza matematica, la varianza y la desviacion estdndar del nimero de caras al lanzar tres
monedas al aire.

Solucioén:
El espacio muestral es S = {CCC, CCS, CSC, SCC, CSS, SCS, SSC, SSS}
La probabilidad de cada punto muestral es de 1/8

Se elabora las distribuciones de probabilidad y se realiza los calculos respectivos. Estos resultados se
presentan en la siguiente tabla:
X | PG | X P(x) | (o —w)?- P(xy)
0 1/8 | 0-1/8=0 |(0-1,5)*-1/8=0,281
1 3/8 | 1-3/8=3/8 | (1-1,5)% -3/8 = 0,094
2 3/8 | 2-3/8=3/4 | (2-1,5)% -3/8 = 0,094
3 1/8 | 3-1/8=3/8 | (3-1,5)* -1/8 = 0,281
Total 1 1,5 0,750

Observando la tabla se tiene:
n=EX)=15 ;0%2=0,75

Y calculando la desviacién estandar se obtiene:
o =+0%2=,/0,75 = 0,866
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Los céalculos empleando Excel de la esperanza matematica, la varianza y la desviacion estandar se
muestran en la siguiente figura:

A B C D E
1 x P(x)  (x—w?
2 0 18 225 =(A2-$B$7)"2
3. 1 38 025  =(A3-$B$7)"2
4 2 3/8 025  =(A4-$B$7)"2
5 3 18 225  =(A5-$BS$7)"2
6
7 u 15  =SUMAPRODUCTO(A2:A5:B2:B5)
8 4,2 075 =SUMAPRODUCTO(C2:C5:B2:B5)
9 s 0866 =RAIZ(BS)

Interpretacion:

El valor de p = E(X) = 1,5 significa que si se promedian los resultados del lanzamiento de las tres
monedas (tedricamente, un namero infinito de lanzamientos), se obtendra 1,5.

Los valores de 62 = 0,75 y 0 = 0,866 miden la dispersion de los resultados de lanzar las tres monedas
alrededor de su media.

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 6
1) Elabore un organizador grafico sobre las distribuciones discretas

2) Al ser la esperanza matematica una media aritmética ponderada, explique el por qué en su formula no
aparece la division por la suma de los pesos como en cualquier formula de la media aritmética ponderada.

3) Sea el experimento aleatorio de lanzar un dado al aire.
3.1) Elabore un gréafico de distribuciones de probabilidad en 2D de manera manual y empleando Excel

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD PARA EL
LANZAMIENTO DE UN DADO

16 16 16 1/6 1 6

Ne del dado

Probabilidad

3.2) Elabore un gréfico de distribuciones de probabilidad en 3D empleando Excel

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD PARA EL
LANZAMIENTO DE UN DADO

1/6
16 16 1/6 46 1/6 /6
0 Hﬁ M n U
1 2
4
5 6
Ne del dado

3.3) Calcule la esperanza matematica, la varianza y desviacion estandar de manera manual y empleando
Excel.

Probabilidad

3

E(X)=35;02=2917,0 = 1,71
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4) Dada las distribuciones de probabilidad

P(x;)

=2

1/4

6X

4x

1/16

AlWNFL O

4.1) Calcular el valor de x
1/16

4.2) Elabore un grafico de distribuciones de probabilidad en 3D empleando Excel
DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES

205 3/8

7/20

3/10 1/4 1/4
1/4

15

3/20
1/10 1/16 1/16

Probabilidades

1/20

0 1 2 3 -
Xi
4.3) Calcule la esperanza matematica, la varianza y desviacion estandar de manera manual y empleando

Excel.
EX)=2;02=1,0=1

5) El nimero de automoviles que la empresa D & M vendio mensualmente vario de 4 a 12 junto con la
frecuencia de ventas que se muestra en la siguiente tabla:

N° meses | Automoviles (x;)
6 4
8 8
12 10
10 12
8 14
4 12

En meses anteriores el nimero promedio de ventas mensuales fue de 8 con una variabilidad de 4,2.
Empleando las cifras presentadas, determine que ha pasado el promedio mensual de ventas y su
variabilidad de la empresa D & M en comparacion con los meses anteriores. Realice los célculos
empleando Excel.

Como E(X) = 10,167 y o = 2,995 se evidencia que la empresa ha incrementado su promedio mensual
de ventas y ha reducido su variabilidad en comparacion con los meses anteriores.

6) Plantee y resuelva 3 ejercicios de aplicacion sobre distribuciones discretas. En cada ejercicio elabore
graficos de distribuciones de probabilidad en 3D empleando Excel. Realice los célculos empleando
Excel.
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C) DISTRIBUCION BINOMIAL

i) Definicion:
Cuando se dispone de una expresion matematica, es factible calcular la probabilidad de ocurrencia exacta
correspondiente a cualquier resultado especifico para la variable aleatoria.

La distribucién de probabilidad binomial es uno de los modelos matematicos (expresion matematica
para representar una variable) que se utiliza cuando la variable aleatoria discreta es el nimero de éxitos
en una muestra compuesta por n observaciones.

ii) Propiedades:

- La muestra se compone de un numero fijo de observaciones n

- Cada observacion se clasifica en una de dos categorias, mutuamente excluyentes (los eventos no pueden
ocurrir de manera simultanea. Ejemplo: Una persona no puede ser de ambos sexos) y colectivamente
exhaustivos (uno de los eventos debe ocurrir. Ejemplo: Al lanzar una moneda, Si no ocurre cruz, entonces
ocurre cara). A estas categorias se las denomina éxito y fracaso.

- La probabilidad de que una observacion se clasifique como éxito, p, es constante de una observacion o
otra. De la misma forma, la probabilidad de que una observacion se clasifique como fracaso, 1-p, es
constante en todas las observaciones.

- La variable aleatoria binomial tiene un rango de 0 a n

iii) Ecuacioén:
|
— i Y. 4 _ n—-X
P(X) = Xin—x) P 1-p)
Donde:
P(X) =Probabilidad de X éxitos, dadasny p
n = NUmero de observaciones
p = Probabilidad de exitos
1 — p = Probabilidad de fracasos
X = Numero de éxitos en la muestra (X=0, 1,2, 3,4,......... n)

iv) Media de la distribucion binomial
La media u de la distribuciéon binomial es igual a la multiplicacion del tamafio n de la muestra por la
probabilidad de exito p
u=np
v) Desviacion estandar de la distribucion binomial

o= = [apA=p)

Ejemplos ilustrativos
1) Determine P(X =8) paran=10yp=0,5

Solucién:
Aplicando la ecuacion se obtiene:
n!
P X - . X . 1 _ n—-X
X) Xin—x) P (1-p)
10!
P(X =8 =—.0,58. 1-0,5 10-8
( ) 8! (10 — 8)! ( )
P(X =8) =45-0,003906- 0,25 = 0,0439
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Empleando Excel se calcula de la siguiente manera:

a) Se escribe los datos y se inserta la funcion DISTR.BINOM.N como se muestra en la siguiente figura:
A B C D E

X 8

Buscar una funcién:

n 1 O Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a Ir
continuacion, haga clicen Ir

p 0 5 O seleccionar una categoria: | Estadisticas W
E

Seleccionar una funcidn:
P( x :8) — DESVESTPA -~
DESVIAZ
DESYPROM
DISTR.BETA.N

DISTR.EINOM.N

DISTR.BINOM.SERIE

DISTR.CHICUAD &
DISTR.BINOM. M (niim_éxi prob_éxito;ac

Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una
distribucién binomial.

Ayuda sobre esta funcidn Cancelar

O 00 N O 1B W N =

b) Clic en Aceptar. Los argumentos de la funcion escribir como se muestra en la figura:

B4 A A SV N 3 =DISTR.BINOM.N(B1;B2;B3;FALSO)
B C D E F
8
DISTR.BINOM.N
10 Nim_éxito |B1| 54
Ensayos |B2 3
0 5 Prob_éxito | B3 4 05

5
| P(X=8) [FALSO) | e e .

Devuelve la probabilidad de una variable aleatoria discreta siguiendo una distribucion binomial.

B
10

o B <P

Nim_éxito es el nimero de éxitos en los ensayos.

Resultado de la farmula = 0,0439

Ayuda sobre esta funcion Cancelar

~N o0 lE W N

c) Clic en Aceptar

B4 M| ¢ Fe =DISTR BEINOM.N(B1;B2;B3;FALSO)
A B C
X 8

n 10
p 0,5
| P(X=8) | 0,0439

B W N e
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Empleando Winstats se procede de la siguiente manera

a) Se ingresa al programa Winstats

o wetets T | e

Window Help

b) Clic en Window y luego en Probability

Er-.

Help
1-var data F1
Multi-var data =]
| Probability v Normal
Simulations » Student t
Dernos L Chi-square
|7| Use defaults F distnbution
Exit Binomial

Count values
Dice sum

Dice average

Hypergeometric
Match cards

Poisson

Wait for
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c) En Probability escoger Binomial

Window Help

File Edit Calc Btns Help

10 24
mean: 18_0000 std dewv: Z_1213

d) Clic en Edit.

rem s oo 51

File Calc Btns Help

Parameters ...

Mermal overlay Ctrl+N

Colors 3

Pen widths »
Frame text font ...

Label bars

Bar label font ...

Cumulative

Distribution ...

Help ...

prab|

0.0000

10 15 z4

mezn: 12_0000 std dev: 2.1213
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e) Clic en Parameters. En la casilla en probability of success escribir 0,5 y en number of trials escribir 10

probability of success IEIEI

number of tralz I'I 1]

ak cancel

f) Clic en ok

g) Clic en Calc

File Edit | Calc| Btns Help

Interval ...

Table ...
Range ...

Decirnal places ...

Help ...
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h) Clic en Intervalo. En la casilla low x escribir 8 y en la casilla high x escribir 8. Clic en probability

File Edit Calc

Btns

Help

0.z2461

EX = binomial success [ 10 trials, 0.50
File Edit Calc Btns Help

interval probability

o » Ia

high ® |a

probability | 0.0439

cloze |

0.2461
interval probability

B
highx [

00439
close

prob

0.0000

mean: 5.0000

10
std dev: 1.5811
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Empleando GeoGebra se procede de la siguiente manera:

a) Se ingresa al programa

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

hallad
A )( @ _{{'V \V aBc| | _az2
13 S == o)) PN e 05
» Vista Algebraica b Vista Grafica
&
5
4
3
2]
14
<
o
4 A 2 i o i H 3 & 5 5 7 ) g 10 Tt 2 12 14 15 18 17 18
i
2]
3]
4]
54
Entrada:| | @
. ap e . . . . . . .
b) En la casilla Entrada escribir DistribucionBinomial para que se desplieguen algunas opciones.
x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A } ) [<2)] [0 |fned] [ 222 F
[&] )AL DGO, 4N e 2 ] -
b Vista Algebraica b Vista Grafica
&
5
4
2
2]
B 4
o
4 3 2 N o 1 3 3 3 5 5 7 1 o 1 1 12 13 1a 15 18 7 18
14
24
34
_ad
DistribuciénBinomiall <MUmero de ensayos>, <Probabilidad de éxito=]
DistribucidnBinomial] <Ndmero de ensayos=, =Probabilidad de éxito=, =Acumulada o no (trueffalse)= |
DistribuciénBinomiall <NUmero de ensayos>, <Probabilidad de éxito=, <Valor=, <Acumulada o no (truefalse)= ]
Entrada: | DistribucionBinomial @l @
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c) Seleccionar la opcion DistribucionBinomial[ <NUmero de ensayos>, <Probabilidad de éxito>,
<Valor>, <Acumulada o no (true/false)> ]

x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A b1 4; Xr ABC | 272 2=
B [ 5= S (o] [ FAINIT ) r .
P Vista Algebraica X | v Vista Grafica X
&4
54
44
34
24
B 4
o
4 3 2 1 o 1 2 3 4 =) 8 7 8 é 10 11 12 13 14 15 16 7 1'8
14
24
34
a4
51
Entrada:|DistribuciénBi ial] <Niimero de VoS>, il de éxito>, <Acumulada o no (trueifalse)> ] W @
- - 7 -y Z -
d) Escribir 10 en <NUmero de Ensayos>, 0.5 en <Probabilidad de Exito>, 8 en <Valor > y false en
<Acumulada>
x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn
A ‘Q I>- ° a=2 - -
[a][ A0 D OO 4[N 2] ) ;o
P Vista Algebraica ¥ | ¥ Vista Grafica A
&4
54
44
34
24
B 4
o
4 3 2 1 o 1 2 3 4 =) 8 7 8 é 10 11 12 13 14 15 16 7 1'8
14
24
34
_ad
54
Entrada: DistribuciénBinomial[ 10, 0.5, 8, false] @ @

Entrada: DistribucionBinomial[ 10, 0.5, 8, fal=e]
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e) Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

b Jl oA L~ D OO £,

vl 7 7 v 7
b Vista Algebraica ¥ Vista Grafica
= Mimerao
L0 a=0.04

x

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A

Bl
0%
b VistaAlgebraica  |x| | b VistaGrafica
= Numero &
L a=0.04
5]
4]
2
2]
1
o
4 3 2 1 [ 1 2 3 4 5 [ i 8 a 10 1 12 13 14 15 16 17 18
1]
2]
2]
4]
=]
Emrada:| @ @

f) Para editar. Clic derecho ena =0.04

|

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

e
b- ABC =2 d
| Q%
b Vista Algebraica b Vista Grafica
_A Nimero &
...... a=
Nimero a: Binomial[10, 0.5, 8, false]
Renombra 1
/7 Boma
o 4
‘-.,,9_? Propiedades de Objeto ...
34
24
IR
0 T
4 3 2 1 o 1 2 3 4 ) 8 7 B8 ] 10 " 12 13 14 15 18 7 18
RE
24
34
_ad
54
Entrada: =‘ (1)
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g) Escoger la opcidn Propiedades de Objeto

o GeoGebra - a
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
Elled
IEN e RN
Ll AL AL > 0]0)] £l N+ 93
» Vista Algebraica b Vista Grafica
= Nimero o ; o
O a=004 ‘ %
H I‘gmﬂem Basico ‘ Caolor | Avanzadul Programa de Gum’n-swmmg‘
Nombre: |a ‘
Definici6n: |Binomial[10, 0.5, &, false] |
Sublitulo: | |
[] Objeto Fijo
[[] Objeto Auxiliar
<
4 3 2 13 14 15 18 17 18
s
Entrada: ¢| =

h) En la ventana Referencias, en la casilla Nombre, borrar la letra a y escribir P. Cerrar la ventana
Refreencias

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

I [P 8 S0 ) )7 (DN [

37| 7 ad ad ad 37| 7 7
b Vista Algebraica b Vista Grafica
= Nimerg g
L P=0.04

Archivo Edita Vista Opciones Hemramientas Ventana Ayuda

B4
A P OO L N e e
[ A LA ) OO [N rec =] 94
¥ \Vista Algebraica ¥ Vista Grafica [x
= Mdmero &4
Lo p=0.04
5]
N
2]
2]
+
1]
= 3 2 1 o 1 2 3 4 5 8 7 B8 a 1'!! 11 12 13 14 15 16 17 18
14
2]
_ad
4]
]
Entrada: @
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Para calcular con el gréfico empleando GeoGebra:

a) Ingresar al programa. En Vista, clic en punto de posicion del texto

x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
Vista Algebraica Cirl+Maytis+A =
B ™ Hoja de Cilculo Ctri+Mayis+S ? -3
P Vista Algebi % Calculo Simbdlico (CAS) Ctrl+Mayis+K
E Vista Gréfica Ctri+Mayis+1 | ]
@ Vista Grafica 2 Cirl+Mayiis+2
A vista Grifica 30 Ctrl+Maytis+3
_ Protocolo de Construccidn Ctri+Mayis+L “
E Célculos de probabilidad Crl+Mayis+P
Teclado +
Barra de entrada
. Disposicién #
@ Actualiza las Vistas (limpia rastros) Ctri+F 2]
Recélculo de todos los objetos Cir+R
" 4
T T T T 0 T T T T T T T T
-4 3 -2 1 11 12 13 14 15 16 7 ht:]

Emrada:l

b) Seleccionar Calculo de Probabilidades

e

Distribucian | E:

4 45

u=0 o=1

wo |
E1=11

E MNormal v

ol
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c) Clic en la pestafa de la casilla Normal para que se despliegue otras opciones.

e Gekdebobaies -8
RE =

Distribucian | E: i ‘

Mormal
Student

Chi Cuadrado
Distribucién F
Exponencial
Cauchy
[Weibull
Gamma
LogMormal
Logistica
Pascal 35
Poisson
__|Hipergeométrica
MNormal v

o o
HEHE
Pt lexsl - osear

as 4 a5

u=0 o=1

d) Clic en Binomial

T ] A =

Distribucian | E: i ‘

PX=k)

0.0002
0.0011
0.0046
0.0148
0.037
0.0739
0.1201
0.1602
10| 0.1762
11| 0.1602
12 | 0.1201
13| 0.0739
14 | 0.037
15| 0.0148
16 | 0.0046
17 | 0.0011
18 | 0.0002

wo|~o|mlelw(p|a]o] =

14 15 18 17 18 1@ 20

p=10 o0=22361

Z Binomial v
" .
HIHEH
Pla  Jexsfiz  [)- 073
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e) En la casilla n escribir 10. En la casilla p escribir 0.5. En la casilla P escribir 8. En la casilla
X< escribir 8. Enter

x
o | e
d -
=
il J'lz” Al .
Distribucién | Estadisticas|
k  PR=k)
0 |0.001
1 | 00098
2 | 0.0439
3 |01172
4 | 02051
5 | 02461
6 | 02051
7 | 01172
8 | 0.0429
9 | 0.0088
10 | 0.001

—
06 0 05 1 15 2 25 3 35 4 as 5 55 6 65 7 75 ] 85 ] o5 10 108
p=5 o=15811
Eﬂmum\al v
n v

HEH

=

PX=k)
0.001

0.0093
0.0439
0172
0.2051
0.2461
0.2051
0172
0.0439
0.0098
0 f0.001

m

=

=]

2

o1

<
|||~ e o ew | =|al =
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2) Determinar P (X <3) paran=4yp = 0,45
Solucion:
PX<3)=PX=0)+PX=1)+PX=2)+PX=3)

Se puede aplicar la ecuacion para cada probabilidad, pero para ahorrar tiempo se recomienda encontrar
las probabilidades con lectura en la tabla de probabilidades binomiales.

TABLANC°1
DISTRIBUCION BINOMIAL

Ejemplo: Paran=4yp = 0,45 = P(X =2) = 0,3675
P

0,05 01 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 05
0,9500 | 0,9000 | 0,8500 | 0,8000 | 0,7500 | 0,7000 | 0,6500 | 0,6000 | 0,5500 | 0,5000
0,0500 | 0,1000 | 0,1500 | 0,2000 | 0,2500 | 0,3000 | 0,3500 | 0,4000 | 0,4500 | 0,5000
p
0,9025 | 0,8100 | 0,7225 | 0,6400 | 0,5625 | 0,4900 | 0,4225 | 0,3600 | 0,3025 | 0,2500
0,0950 | 0,1800 | 0,2550 | 0,3200 | 0,3750 | 0,4200 | 0,4550 | 0,4800 | 0,4950 | 0,5000
0,0025 | 0,0100 | 0,0225 | 0,0400 | 0,0625 | 0,0900 | 0,1225 | 0,1600 | 0,2025 | 0,2500
P
0,8574 10,7290 | 0,6141 | 0,5120 | 0,4219 | 0,3430 | 0,2746 | 0,2160 | 0,1664 | 0,1250
0,1354 | 0,2430 | 0,3251 | 0,3840 | 0,4219 | 0,4410 | 0,4436 | 0,4320 | 0,4084 | 0,3750
0,0071 | 0,0270 | 0,0574 | 0,0960 | 0,1406 | 0,1890 | 0,2389 | 0,2880 | 0,3341 | 0,3750
0,0001 | 0,0010 | 0,0034 | 0,0080 | 0,0156 | 0,0270 | 0,0429 | 0,0640 | 0,0911 | 0,1250
P
0,8145 | 0,6561 | 0,5220 | 0,4096 | 0,3164 | 0,2401 | 0,1785 | 0,1296 | 0,0915 | 0,0625
0,17150,2916 | 0,3685 | 0,4096 | 0,4219 | 0,4116 | 0,3845 | 0,3456 | 0,2995 | 0,2500
0,0135 | 0,0486 | 0,0975 | 0,1536 | 0,2109 | 0,2646 | 0,3105 | 0,3456 | 0,3675 | 0,3750
0,0005 | 0,0036 | 0,0115 | 0,0256 | 0,0469 | 0,0756 | 0,1115 | 0,1536 | 0,2005 | 0,2500
0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0016 | 0,0039 | 0,0081 | 0,0150 | 0,0256 | 0,0410 | 0,0625

Aln|n|d|DS|w|lw|w|lw|[s [N S |R|e| S
AMlw|N[R|o| X lwN(k|(o| XNk |o[X|k|lo|l X

Realizando la lectura en la tabla de P(X=0) con n=4 y p = 0,45 se obtiene 0,0915. Continuando con la
respectivas lecturas en la tabla se obtiene: 0,2995 para P(X=1), 0,3675 para P(X=2) y 0,2005 para
P(X=3).

Por lo tanto P(X < 3) = 0,0915 + 0,2995 + 0,3675 + 0,2005 = 0,9590

Para que aparezca la tabla empleando Winstats se hace clic en Edit y luego en parametros. En la ventana

de parametros, en la casilla trials, escribir 4 y en success prob escribir 0,45. Finalmente clic Calc y luego
en table
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File

Edit Calc Btns

Help

File Edit Help Close

probability of success IEI.45IJD

® prob [X=x] prob [X<x]

rumber of trialz |4

ok |

cancel

L0815
.2885

L0000
.0915

L3675 L3910

L2005
.0410

. TS5BS
L9580

prob [X>=x]

. 0000
. 9085
L6080
. 2415
.0410

Los célculos realizados empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

Los célculos realizados empleando Winstats se muestran en la siguiente figura:

2+ X = binomial success [4 trials, 0.450

A B C D
1 X 3
2 n 4
3 P 4/9
4 P(X <3) 0,9590

prob [X<=x]

L0815
.3910
. T585

=DISTR.BINOM.N(B1;B2;B3;VERDADERO)

prob[X>x]

9085
L6090
. 2415

. 0410
. 0000

File Edit Calc Btns Help

0.3675

Jow
highx [3
probabilty | .9530

0.0000

[interval probabili

e

close

X = binomial success [4 trials, 0.4500 prob]

File Edit Help Close
x prob[X=x]

prob[X<x] prob[X>=x] prob[X<=x] prob[X>x]
0.0915
0.2995
0.3675
0.2005
0.0410

0000
0915
3910
7585
95380

1.0000
0.9085
0.6090
0.2415
0.0410

0.0915
0.3910
0.7585
0.9590
1.0000

0.9085
0.86090
0.2415
0.0410
0.0000

WO
oo ooo

mean: 1_8000
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Empleando GeoGebra

Escribir 4 en <Numero de Ensayos>, 0.45 en <Probabilidad de Exito>, 3 en <Valor> y true en
<Acumulada>

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DN S et B SN ) [l NN R R

= i i i i i
¥ \ista Algebraica b Vista Grafica
= Mdmero 8

[Nimero Probabilidad: Binomial[4, 0.45, 3, true]|_
I

Nota:
Para P(X= 3), siendo 3 el nimero de éxitos, en <Acumulada Booleana> se escribe false

Para P(X< 3), siendo 3 el nimero de éxitos, en <Acumulada Booleana> se escribe true

O También

N

Distribucidn | E:

P(X=k)

0.0915

0.2995

0.3675

0.2005

alwlnfalo ~

0.041

p=18 0=0995

E Binomial v
Srammr
HIHE
B —

E| Binomial v|

n |4 ' ploas |
HIEIH
P(/0 e )= 0.959
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3) Se lanza ocho dados.

3.1) Calcular la probabilidad de obtener 2 seis

3.2) Calcular la probabilidad de obtener méaximo 2 seis
3.3) Calcular la probabilidad de obtener al menos 2 seis

Solucién:

3.1)

1
P(X=2)=?;n=8;p=g
Aplicando la férmula se obtiene:

n.
P(X)=m'PX'(1—P)"_X
8! 1 1)°7?
P(X=2)=mg (1—6) =0,2605

Los calculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E
1 X 2
2 |n 8
3 p 1/6
4 P(X=2) 0,2605 =DISTR.BINOM.N(B1:B2;:B3.:FALSO)

Los célculos empleando Winstats se muestran en la siguiente figura:

[ interval probabili

low |2
high = |2

close |
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Los célculos empleando GeoGebra se muestran en la siguiente figura:

T 2

Distribucian | E: ‘

k PX=k)
02326
0.3721
02605
0.1042
0.026
0.0042
0.0004

w|~|o|m|s|wlp|[=]o

05 0 0s 1 15 28 3 35 4 as 5 55 8 85 7 75 8 85

p=13333 a=1.0541

Z Binomial v
: .
BIHH

3.2)
PX<2)=?;n=8;p=
P(X<2)=P(X=0)+PX=1)+P(X =2)

=

Los calculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D IE ¥
1 X 2
2 n 8
3 p 1/6
4 P(X <2) 0,8652 =DISTR.BINOM.N(B1;:B2;B3;VERDADERO)

3.3)
P(XZZ)Z?;nZS;p:
PX=22)=1-PX=0-PX=1)=1-P(X<1)

N =

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D IE I
X 1

n 8

P 1/6

P(x < 1) 0,6047 =DISTR.BINOM.N(B1;B2:B3;VERDADERO)
P(x = 2) 03953 =1-B4

L S R S
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4) Se lanzan simultdneamente tres monedas, calcular la probabilidad de que se obtengan:
4.1) Tres caras.

4.2) Dos caras y un sello

4.3) Una cara y dos sellos

4.4) Tres sellos

4.5) Al menos una cara

Solucién:

Designando por C = caray por S = sello se tiene:

Espacio muestral =S = {CCC, CCS, CSC, SCC, CSS, SCS, SSC, SSS}, entonces, n(S) =8
Cada una de estos puntos muestrales son igualmente probables, con probabilidad de 1/8

Todas las probabilidades individuales se representan en la siguiente tabla:

Monedas n(E) | P(E)
1ra | 2da | 3ra
cC |C |C 1 1/8
C |C |S 3 3/8
C |S S 3 3/8
S S S 1 1/8
Total 8 1

4.1) Tres caras.
Observando la tabla se obtiene que P(CCC) = 1/8

Aplicando la férmula se obtiene:

1
P(X =3) =P(CCCn=3;p =5
|
— i con X _ n—-X
P(X)_X!(n—X)! p*-(1—p)
P(cco) = 5! L° (1 1)3_3—1 ! 1—1
T 31(3-3)! 2 2 -8 7 8

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E
1 X 3
2 n 3
3 P 1/2
4 P(X=3) 1/8 =DISTR.BINOM.N(B1:B2;:B3;FALSO)

4.2) Dos caras y un sello
Observando la tabla se obtiene que P(CCS) = 3/8
Aplicando la férmula se obtiene:

1
P(X=2)=P(CCS);n=3; p= 3
|
- T X, — p)n—X

PIX) =4 —x1 P (1-p)
pces) = —2 1° (1 1)3‘2 _,.11._3

S 213=2) 2 2 T 428
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Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E
1 X 2
2 n 3
3 p 12
4 P(X=2) 3/8 =DISTR.BINOM.N(B1:B2:B3;FALSO)

4.3) Una cara y dos sellos
Observando la tabla se obtiene que P(CSS) = 3/8

Aplicando la formula se obtiene:
1
PX=1)=P(CSS);n=3;p==

2
:L. X . _ \n—X
P(X) mm_m!p(lp)
PCss) = —2 1 (1 1)3 1__3 11 3
T1U@E-1D! 2 2 T 2 48

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E
1 X 1
2 n 3
3 p 1/2
4 PX=1) 3/8 =DISTR.BINOM.N(B1;:B2:B3;FALSO)

4.4) Tres sellos
Observando la tabla se obtiene que P(SSS) = 1/8
Aplicando la férmula se obtiene:

1
P(X=0)=P(555);n=3;p=E
— n. cn X . _ n-X
Mﬂ—mm_m!p(lp)
P(SSS) = 3! L <1 1>3_0——1 1 1_1
S 01(3-0) 2 2 N 8 8

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E
1 X 0
2 n 3
3 P 12
4 P(X=0) 1/8 =DISTR.BINOM.N(B1:B2:B3;FALSO)
Mygs. Mario Sudrez Distribuciones de Probabilidad



4.5) Al menos una cara

Observando la tabla se obtiene que:

P(Al menos C) = P(CCC) + P(CCS) + P(CSS) = 1/8 +3/8 + 3/8 = 7/8
O también P(Al menos C) =1 —-P(SSS)=1-1/8=7/8

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

c D E

W O m

A
X
n
p 1/2

P(X=0) 1/8 =DISTR.BINOM.N(B1;B2;B3;FALSO)
Px=1) 7/8 =1-B4

Ul B W N

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 7
1) Realice un organizador gréafico sobre la distribucion binomial

2) Calcule de manera manual, empleando Excel y GeoGebra. Realice los graficos empleando Winstats y
GeoGebra

2.1) Paran=4yp=0,12, ;cuénto es P(X = 0)?

R:0,5997
2.2) Paran =10y p =0,40, ;cuanto es P(X = 9)?

R:0,0016
2.3) Paran =10y p =0,50, ;cuanto es P(X = 8)?

R:0,0439

3) En una muestra de 4 pedidos se observa que la probabilidad de éxito de que los mismos sean atendidos
con eficiencia es de 0,1

3.1) Llenar la tabla de manera manual y empleando Excel

nip|X n! p* | A —p) % | PX)
X! (n—X)!
41010 0,6561
1
2 0,0486
3
4 0,0001

Empleando la anterior tabla, resuelva los siguientes ejercicios de manera manual, empleando Excel, y
GeoGebra.

3.2) ¢Qué probabilidad existe de que tres pedidos sean atendidos con eficiencia?

P(X =3) =0,0036
3.3) ¢Qué probabilidad existe de que menos de tres pedidos sean atendidos con eficiencia?

P(X <3)=0,9963

3.4) ¢(Qué probabilidad existe de que mas de tres pedidos sean atendidos con eficiencia?
P(X >3) =0,0001
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3.5) ¢Qué probabilidad existe de que tres 0 mas pedidos sean atendidos con eficiencia (es decir, al menos
tres, por lo menos tres, 0 minimo tres)?
P(X = 3) =0,0037

3.6) ¢Qué probabilidad existe de que tres 0 menos pedidos sean atendidos con eficiencia? (es decir, a lo
mas tres)?
P(X <3) =0,9999

3.7) Calcular la desviacion estandar
o=0,6

4) Crear y resolver de forma manual , empleando Excel y Winstats un problema similar al anterior.
5) El 60% de profesionales leen su contrato de trabajo, incluyendo las letras pequefias. Suponga que el
namero de empleados que leen cada una de las palabras de su contrato se puede modelar utilizando la

distribucion binomial. Considerando un grupo de cinco empleados:

5.1) Llenar la tabla manera manual y empleando Excel

nipl|X n! p* | =p)" % | P(X)
X! (n - X)!

0 0,0102
1
2
3 0,3456
4
5

5.2) Resuelva de manera manual y Empleando GeoGebra la probabilidad de que:

a) Los cinco lean cada una de las palabras de su contrato

0,0778
b) Al menos tres lean cada una de las palabras de su contrato

0,6826
c) Menos de dos lean cada una de las palabras de su contrato

0,0870

6) ¢Cuales serian los resultados para los incisos de la pegunta anterior, si la probabilidad de que un
empleado lea cada una de las palabras de su contrato es de 0,80?. Resolver los siguientes ejercicios de de
manera manual, empleando Excel y GeoGebra.

0,3277; 0,9421; 0,0067

7) Un examen de estadistica de eleccion multiple contenia 20 preguntas y cada una de ellas 5 respuestas.
Si un estudiante desconocia todas las respuestas y contesté al azar, calcular de manera manual, empleando
GeoGebra la probabilidad de que:

a) Conteste correctamente a 5 preguntas
0,1746

b) Conteste correctamente a lo mas 5 preguntas
0,8042

8) Crear y resolver de manera manual, empleando Excel y Winstats un problema similar al anterior.

)
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9) Se lanza simultaneamente 10 dados, calcular la probabilidad de manera manual, empleando Excel y
Winstats de que se obtengan:

9.1) Exactamente 7 dos

0,00025
9.2) Exactamente 0 tres

0,16151
9.3) Menos de 7 cincos

0,99973
9.4) Mas de 7 tres

0,00002
9.5) Por lo menos 7 cuatros

0,00027

10) Se lanzan simultadneamente cinco monedas, calcular la probabilidad de manera manual, empleando
Excel y GeoGebra de que se obtengan:

10.1) Cinco caras

1/32
10.2) Tres caras y dos sellos
5/16
10.3) EIl mismo evento
0
10.4) Al menos una cara
31/32

11) Plantee y resuelva de manera manual, empleando Excel, GeoGebra y Winstats un ejercicio sobre
dados y otro sobre monedas empleando la distribucién binomial.
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D) DISTRIBUCION DE POISSON

i) Introduccion.- Muchos estudios se basan en el conteo de las veces que se presenta un evento dentro
de un area de oportunidad dada. El area de oportunidad es una unidad continua o intervalo de tiempo o
espacio (volumen o area) en donde se puede presentar mas de un evento. Algunos ejemplos serian los
defectos en la superficie de un refrigerador, el nimero fallas de la red en un dia, o el nimero de pulgas
que tiene un perro. Cuando se tiene un area de oportunidad como éstas, se utiliza la distribucion de
Poisson para calcular las probabilidades si:

- Le interesa contar las veces que se presenta un evento en particular dentro de un area de oportunidad
determinada. El area de oportunidad se define por tiempo, extension, area, volumen, etc.

- La probabilidad de que un evento se presente en un area de oportunidad dada es igual para todas las
areas de oportunidad.

- El nimero de eventos que ocurren en un area de oportunidad es independiente del nimero de eventos
que se presentan en cualquier otra area de oportunidad.

- La probabilidad de que dos 0 méas eventos se presenten en un area de oportunidad tiende a cero conforme
esa area se vuelve menor.

i) Formula.- La distribucion de Poisson tiene un pardmetro, llamado A (letra griega lambda minUscula),
que es la media o el numero esperado de eventos por unidad. La varianza de la distribucion de Poisson
también es igual a A, y su desviacion estandar es igual a vA. El nimero de eventos X de la variable
aleatoria de Poisson fluctta desde O hasta infinito.

et X

PX) =—%

Donde:

P(X) = Probabilidad de X eventos en un area de oportunidad

A = Numero de eventos esperados

X = Numero de eventos

e = Constante matematica base de los logaritmos naturales aproximadamente igual a 2,718281828....

Este nimero es de gran importancia, tan s6lo comparable a la del nimero 7 (pi), por su gran variedad
de aplicaciones. El nimero e suele definirse como el limite de la expresion:

1+1/n)"
Cuando n tiende hacia el infinito. Algunos valores de esta expresion para determinados valores de la n
se muestran en la tabla siguiente:

VALOR NUMERICO DE (1 + 1/n)"
PARA VALORES CRECIENTES DE n

n 1+1/n)" Valor numérico
1 (1+1/1)t 2

3 (1+1/3)3 2,369

5 (1+1/5)° 2,489

20 (1+ 1/20)2° 2,653

40 (1 + 1/40)*° 2,684

50 (1 +1/50)% 2,691

100 | (1 + 1/100)10° 2,705
1000 | (1 + 1/1000)%000 | 2,717
10000 | (1 + 1/10000)10000 | 2718

O | e, 2,71828....

Observando la columna de la derecha de la tabla anterior, se puede ver que a medida que n crece el
valor de la expresion se aproxima, cada vez mas, a un valor limite. Este limite es 2,7182818285....
9
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Ejemplos ilustrativos
1) Suponga una distribucion de Poisson. Si 4 = 1, calcular P(X=0)

Solucion:
Aplicando la férmula se obtiene:

et 2¥ 2,7182871-1°
X 0!

P(X) = = 0,3679

También se puede obtener con lectura de la tabla de probabilidades de Poisson

TABLA N° 2
DISTRIBUCION DE POISSON

Ejemplo:ParaA=1yX=0 = P(X=0) =0,3679
!
0,005 | 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,9950 | 0,9900 | 0,9802 | 0,9704 | 0,9608 | 0,9512 | 0,9418 | 0,9324 | 0,9231 | 0,9139
0,0050 | 0,0099 | 0,0196 | 0,0291 | 0,0384 | 0,0476 | 0,0565 | 0,0653 | 0,0738 | 0,0823
0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0004 | 0,0008 | 0,0012 | 0,0017 | 0,0023 | 0,0030 | 0,0037
0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001
!
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0,9048 | 0,8187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488 | 0,4966 | 0,4493 | 0,4066 | 0,3679

W(N ||| X

oX

El célculo de P(X = 0) con 2 = 1 empleando Excel se realizan de la siguiente manera:
a) Se inserta la funcion POISSON.DIST

2 Buscar una funcidn:

Escriba una breve descripcidn de lo que desea hacery, a
3 continuadién, haga dicen Ir
4 O seleccionar una categoria: | Estadisticas

Seleccionar una funcidn:

5 PERCENTILINC

PERMUTACIOMNES
6 PERMUTACIOMNES.A

POISSOMN.DIST

PROBAEILIDAD
T PROMEDIO

PROMEDIO.SI
8 POISSON.DIST(x;media;acumulado)
9 Devuelve la distribucidn de Poisson.
1 2 Ayuda sobre esta funcidn Cancelar
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b) Clic en Aceptar. En la ventana de Argumentos de la funcion, en X seleccionar B2 en Media escribir o
seleccionar B1 y en Acumulado escribir Falso.

B3 i X v A =POISSON.DIST(B2;B1;FALSQ)
2 X ] POISSON.DIST
3 [Px=0)[s0) | =

1 Media |51
4 Acumulado | FALSO 3 FALSO
5 0,367879441

Devuelve la distribucidn de Paissan.
6 Acumulado es un valor |6gico: para usar la probabilidad acumulativa de Poisson =
VERDADERO:; para usar la funcidn de probabilidad bruta de Poisson =

7 FALSO.
8 Resultado de la férmula = 0,367879441
g Ayuda sobre esta funcién Cancelar

a
2

c) Clic en Aceptar
B3 | Fx =POISSON DIST(B2:B1;FALSO)
A B C D
1 A 1
2 X 0
3 |P(x=0)| 0.3679

Los célculos empleando Winstats se muestran en la siguiente figura:

File Edit Calc Btns Help

0_3679

interval probability

low In
high & ID—

Edit Help Close
prob [X=x] prob[X¥<x] prob[X>==x] prob[X<=x] prob [X>=x]

0.367879 . 0000000 . 0000000 .3678794 .6321206
.3678794 .3678794 .6321206 . T357589 .2642411
.1838397 . 7357589 2642411 .9196386 .0803014
.0613132 .9196986 -0803014 .9810118 .0189882
.0153283 .9810118 .0189882 - 9963402 .0036598
.0030657 .9963402 .0036528 .9994058 .0005242
.0005109 .9994058 .0005942 .9999168 .0000832

probability | 0.3676794

0.0000
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Los célculos empleando GeoGebra se muestran en la siguiente figura:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayud:

N NS (el s

7 7| 7 7 7
b Vista Algebraica P Vista Grafica
MUmero
b=0.37
|Nﬂmem b: Poisson[1, 0, false]|
Nota:

Escoger la opcién Poisson[ <Media>, <Valor>, <Acumulada o no (true/false)> ]

Escribir 1 en <Media>, 0 en <Valor>, false en <Acumulativa>

Para P(X=n), siendo n el nimero de eventos o ensayos, en <Acumulada> se escribe false
Para P(X< n), siendo n el nimero de eventos o ensayos, en <Acumulada> se escribe true

T =

Distribucian | E: i ‘

FiX=k)
0.3679
0.2679
0.1839
0.0613
0.0153
0.0031
0.0005
0.0001

oo~ olole|win=o]

-05 o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 8 8.5 7 75 8 8.5

u=1o0=1

E Poisson v
!
BIHH

=

PX=k)
0.3679
0.3679
0.1839
0.0613
0.0153
0.0031
0.0005
0.0001

E| Foissaon v|
:
HIEH

P( 0 |=x=<|§ )= 0.3679

[=T == R = S VT S PV i =

Mygs. Mario Sudrez Distribuciones de Probabilidad




2) Suponga una distribucion con A = 5. Determine P(X = 10)

Solucion:

P(X>10)=1-P(X <9)
PX<9)=PX=0+PX=1)+PX=2)+PX=3)+PX=4)+--+P(X=9)
Aplicando la férmula o con lectura en la tabla de la distribucion de Poisson se obtiene:

P(X <9) =0,0067 + 0,0337 + 0,0842 + 0,1404 + 0,1755 + 0,1755 +0,1462 + 0,1044 +0,0653 + 0,0363
P(X <9) =0,9682

Entonces:
P(X>10)=1-P(X<9)=1-0,9682=0,0318

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E
¥ 5
X 9

P(X<9) 0,9681719 =POISSON(B2;B1;VERDADERO)
P(X>10) 0,0318281 =1-B3

B W N

Los célculos empleando Winstats se muestran en la siguiente figura:

interval probability

File Edit Help
x  prob[X=x] prob[X<x] prob[X>=x] prob[X<=x] prob[X>x]

Close

i IU

high « IS
prabability | 09631719

close

0.0067379 0.0000000 1.0000000 0.0067379 0.9932621
0.0336897 0.0067379 09932621 0.0404277 0.9595723
0.0842243 0.0404277 09595723 0.1246520 0.8753480
0.1403739 0.1246520 0.8753480 0.2650239 0.7349741
0.1754674 02650239 0.7349741 04404933 0.5595067
0.1754674 04404933 05595067 0.6159607 0.3840393
0.1462228 06159607 03840393 0.7621835 0.2378165
0.1044449 07621835 02378165 0.8666283 0.1333717
0.0652780 0.8666283 0.1333717 09319064 0.0680936
0.0362656 09319064 0.0680936 09681719 0.0318281
0.0181328 (ELTIEERRVDEIERN 09863047 0.0136933
0.0082422 09863047 00136953 0.9945469 0.0054531
0.0034342 09945469 0.0054531 09979811 0.002018%
0.0013209 09979811 0.0020189 0.9993020 0.0006980
0.0004717 09993020 0.0006980 0.9997737 0.0002263
0.0001572 09997737 0.0002263 0.9999310 0.0000650

e I e

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 8
1) Defina con sus propias palabras:
1.1) Area de oportunidad
1.2) Distribucion de Poisson
1.3) NUmero e

2) Escriba 5 ejemplos de area de oportunidad

3) Investigue sobre la biografia de Siméon Denis Poisson y realice un organizador grafico de la misma.
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4) Calcule empleando la formula de la distribucion de Poisson, Excel , GeoGebra y Winstats
41)P(X=8)siA=8

0,1396
42)P(X=1)si1=0,5

0,3033
43)P(X =0)siA =37

0,0247
5) Calcule empleando la tabla y Excel. Suponga una distribucion con A = 5.
51) P(X = 1)

0,0337
52)P(X < 1)

0,0067
53) P(X > 1)

0,9596
54)P(X <1)

0,0404

6) Suponga que la media de clientes que llega a un banco por minuto durante la hora que va del mediodia
alalpmesigual a 3. Calcular empleando la tabla y Winstats.

6.1) ¢Cual es la probabilidad de que lleguen exactamente dos clientes durante un minuto?
0,2240

6.2) ¢Y cual es la probabilidad de que lleguen mas de dos clientes durante un minuto dado?
0,5768

7) El gerente de control de calidad de una empresa que elabora galletas inspecciona un lote de galletas
con chispas de chocolate que se acaban de preparar. Si el proceso de produccion esta bajo control, la
media de chispas de chocolate por galleta es 6. Calcular empleando la tabla y Excel. ;Cual es la
probabilidad de que en cualquier galleta inspeccionada.

7.1) Se encuentre menos de cinco chispas?

0,2851
7.2) Se encuentren exactamente cinco chispas?

0,1606
7.3) Se encuentren cinco 0 mas chispas?

0,7149

8) EIl departamento de transporte registra las estadisticas de las maletas maltratadas por cada 1000
pasajeros. En 2003, una empresa de transporte tuvo 3,21 maletas maltratadas por cada 1000 pasajeros.
Calcular empleando la formula y GeoGebra. ¢(Cudl es la probabilidad de que, en los proximos 1000
pasajeros, aquella empresa tenga

8.1) Ninguna maleta maltratada?

0,0404
8.2) Al menos una maleta maltratada?

0,9596
8.3) Al menos dos maletas maltratadas?

0,8301

9) Plantee y resuelva 3 ejercicios de aplicacién sobre la distribucion de Poisson de manera manual,
empleando Excel, GoeGebra y Winstats.
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E) DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

i) Definicion
La distribucion binomial es apropiada solo si la probabilidad de un éxito permanece constante. Esto
ocurre si el muestreo se realiza con reemplazo en una poblacién grande. Sin embrago, si la poblacion es
pequeria y ocurre sin reemplazo, la probabilidad de éxito variara, y la distribucion hipergeométrica es
que se utiliza.

i) Férmula
Se calcula empleando la siguiente formula:
pox) = &x Cnx
Donde:
C = combinacion
N = tamafio de la poblacion
r = numero de éxitos en la poblacién
n = tamafio de la muestra
X = numero de éxitos en la muestra

Notas:

- Si se selecciona una muestra sin remplazo de una poblacion grande conocida y contiene una proporcion
relativamente grande de la poblacion, de manera que la probabilidad de éxito varia de una seleccion a la
siguiente, debe utilizarse la distribucidn hipergeomeétrica.

- Cuando tamafio de la poblacion (N) es muy grande, la distribucion hipergeométrica tiende aproximarse
a la binomial.

Ejemplo ilustrativo

Si se extraen juntas al azar 3 bolas de una urna que contiene 6 bolas rojas y 4 blancas. (Cual es la
probabilidad de que sean extraidas 2 bolas rojas?.

Solucién:

Los datos son:
N=10;r=6;n=3y X=2

Aplicando la férmula se obtiene:

r. N-r
P(X) = Ex Cnx Cfvn‘x
n
6f | __ 4 6! !
POX = 2 C$-C3%¢ cf-cf 20(6—-2) TT(4—1)! 7141 1131 15-4 05
x=2)= cl  oc 10! 10t T o120 T
31(10 — 3)! 3171
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El célculo de P(X=2) empleando Excel se muestra en la siguiente figura:

A B C D E F
1 N 10
2 r 6
3 n 3
4 X 2
5 P(X=2) 0,5 =DISTR.HIPERGEOM.N(B4;:B3;B2;B1;FALSO)

El célculo de P(X=2) empleando GeoGebra se muestra en la siguiente figura:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

N -h/,jrvb®©‘ﬁvxvnac—ai$

- il W7 7 7 7 W7 7 7
b Vista Algebraica ¥ \Vista Grafica
= Mimero &
D a=05

|Nﬂmer0 a: Hipergeométrica[10, 6, 3, 2, false]| 5
I

Hipergeométrica] <Tamafio de poblacion>, <Numero de éxitos>, <Tamafio de muestra>, <Valor>,
<Acumulada o no (true/false)> ]

T Tl A 5

Distribucidn | Estadisticas ‘

P(X=k)
0.0333
0.3

0.5
0.1667

win=|o|~

[

a8 06 -0.4 0.2 [:} 02 04 08 oe 1 12 14

26 28 3 3z 34 a6 a8

p=18 0=07483

E Hipergeométrica v

poblacién |10 | n ‘6 | muestra |3 |
HIHH
Pz Jexe[d |05

E|Hipergeométrica v|

poblacion |1U | n |6 | muestra
AHH

P( 2 =X

=05

Mygs. Mario Sudrez Distribuciones de Probabilidad



TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 9
1) ¢En qué se diferencia la distribucién binomial con la distribucién hipergeométrica?
2) Realice un organizador grafico de la distribucion hipergeométrica.
3) Resolver los siguientes ejercicios de manera manual, empleando Excel y GeoGebra

3.1) En un local de venta de automoviles existen 20 vehiculos de los cuales 8 son de la preferencia de
Mathias. Si Mathias selecciona 3 vehiculos al azar, ¢cuél es la probabilidad de que un vehiculo sea de su
preferencia?.

0,4632

3.2) En un aula de 40 estudiantes hay 16 hombres. ;Cual es la probabilidad de seleccionar una muestra
de 12 en la cual 8 sean hombres?
0,0245

3.3) De un grupo de 9 personas 4 son mujeres. ;Cual es la probabilidad de seleccionar una muestra de 3
personas en la cual no mas que una mujer sea seleccionada?
0,5952

3.4) De 100 establecimientos educativos, 70 disponen de canchas deportivas. Si se pregunta si disponen
de canchas deportivas a una muestra aleatoria de 20 establecimientos educativos, calcular la probabilidad
de que:

a) Exactamente 8 dispongan de canchas deportivas

0,00152
b) Exactamente 8 no dispongan de canchas deportivas

0,11618

3.5) De 40 estudiantes de una clase de Estadistica, a 30 les gusta la asignatura. Si se pregunta por la
preferencia a esta asignatura a una muestra aleatoria de 8 estudiantes, calcular la probabilidad de que:

a) Exactamente a 6 les gusta la asignatura

0,34744
b) Minimo a 6 les gusta la asignatura

0,68826
c¢) Exactamente a 6 no les gusta la asignatura

0,00119
d) Minimo a 6 no les gusta la asignatura

0,00124

4) Plantee y resuelva 3 ejercicios de aplicacién sobre la distribucion hipergeométrica de manera manual,
empleando Excel y GeoGebra
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2.2 DISTRIBUCIONES CONTINUAS

A) INTRODUCCION

Una distribucion de probabilidad es continua cuando los resultados posibles del experimento son
obtenidos de variables aleatorias continuas, es decir, de variables cuantitativas que pueden tomar
cualquier valor, y que resultan principalmente del proceso de medicion.

Ejemplos de variables aleatorias continuas son:

La estatura de un grupo de personas

El tiempo dedicado a estudiar

La temperatura en una ciudad

B) DISTRIBUCION EXPONENCIAL

i) Definicion

La distribucion de Poisson calcula el niUmero de eventos sobre alguna area de oportunidad (intervalo de
tiempo o espacio), la distribucién exponencial mide el paso del tiempo entre tales eventos. Si el nimero
de eventos tiene una distribucion de Poisson, el lapso entre los eventos estard distribuido
exponencialmente.

i) Formula
La probabilidad de que el lapso de tiempo sea menor que o igual a cierta cantidad X es:

PX<x)=1-—e*t
Donde:
t =Lapso de tiempo
e = Base del logaritmo natural aproximadamente igual a 2,718281828
A =Tasa promedio de ocurrencia

Ejemplo ilustrativo
Los buses interprovinciales llegan al terminal a una tasa promedio de 10 buses por hora.

1) ¢Cuadl es la probabilidad de que llegue un bus en no méas de 5 minutos?

2) ¢(Cudl es la probabilidad de que llegue un bus en no mas de 10 minutos?

3) ¢Cudl es la probabilidad de que llegue un bus entre 5 minutos y 10 minutos?
4) ¢Cual es la probabilidad de que llegue un bus en méas de 5 minutos?

Solucion:
A =10 por una hora

1) Como la tasa promedio esta dada por hora, y el problema se plantea en minutos, se calcula el porcentaje
que representa 5 minutos de una hora (60 minutos), el cual es:

> _ 1 =0,0833
60 12

Reemplazado valores de la formula se obtiene:
PX<x)=1-—e*t

1
P(X<5)=1-e %12 = 0,5654

Interpretacion: Existe un 56,54% de probabilidad de que el segundo bus llegue al terminal en 5 minutos
0 menos del primero si la tasa promedio de llegada es de 10 buses por hora.
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Los célculos empleando GeoGebra se muestran en la siguiente figura

o] e

T =

Distribucién ‘ Estadisticas

T T T T T T T T y T y T
008 0.45 05 055 08 085 o7 078 o8 08s o8 085

z Exponencial v
:
BIEE
P -

E Exponencial W
:
BIHH
Pox= -

2) El porcentaje que representa 10 minutos de una hora (60 minutos) es:

10min_ 1_01667
60min 6

Remplazado valores de la formula se obtiene: P(X < x) =1 — et

1
P(X<10)=1-e"'"6=0,8111
Empleando GeoGebra

HEE -

Distribucidn ‘ Estadisticas ‘

E Exponencial v
)
=1 =
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3) P(5<X<10) = P(X<10) — P(X<5)
P(5<X<10) = 0,8111- 0,5654 = 0,2457

TlAle i

Distribucidn | Estadisticas

008 : : : K i 038 05 058 08 088 o7 075 08 035 0o 085

|/ Exponencial v
A 10

AHIH

P(|0.0833 | = X |URLEE )= 0.2458

/7| Exponencial W
A |10

1/HE

F(0.0833 = X =< QLN )= 0.2458

4) P(X>5) = 1 - P(X<5)
P(X>5) = 1 - 0,5654 = 0,4346

En los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E
1t /12 =5/60
2 10
3 P(X<5) 0,5654 =DISTR.EXP(B1:B2:VERDADERO)
4
5 It 1/6  =10/60
6 L 10
7 P(X<10) 08111 =DISTREXP(B5:B6:VERDADERO)
8
9 P(5=X<10) 02457 =B7-B3
10
11 |P(X>3) 04346 =1-B3
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TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 10
1) Demuestre que P(X > x) = e *t

2) Resuelva los siguientes ejercicios de aplicacion empleando la formula, mediante Excel y GeoGebra.

2.1) La tasa promedio de llegada de clientes que compran en un local comercial es de 1,5 por hora.
Calcular la probabilidad de que no méas de dos horas transcurran entre llegadas de los mencionados
clientes?

0,9502
2.2) Los barcos llegan a un puerto en una tasa promedio de 8 por hora. ;Cual es la probabilidad de que
transcurran mas de 15 minutos entre la llegada de 2 barcos?

0,1353
2.3) Plantee y resuelva dos ejercicios de aplicacion similares a los anteriores empleando datos reales
sobre cualquier tema de su preferencia.

2.4) Plantee y resuelva un ejercicio de aplicacion similar al ejemplo ilustrativo de la distribucion
exponencial empleando datos reales sobre cualquier tema de su preferencia.

C) DISTRIBUCION UNIFORME

i) Definicion.- Es una distribucion en el intervalo [a, b] en la cual las probabilidades son las mismas para
todos los posibles resultados, desde el minimo de a hasta el maximo de b. El experimento de lanzar un
dado es un ejemplo que cumple la distribucion uniforme, ya que todos los 6 resultados posibles tienen
1/6 de probabilidad de ocurrencia.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD UNIFORME
DEL LANZAMIENTO DE UN DADO
16  1/6 1/6 1/6 1/6 1/8

Probabilidad

f(x)

a=1 2 3 4 5 b=6

Resultados

ii) Funcion de densidad de una distribucion uniforme (altura de cada rectangulo en la grafica anterior)
es:

f(X) = Altura =
b—a
Donde:

a = minimo valor de la distribucion

b = méximo valor de la distribucién

b —a = Rango de la distribucién

iii) La media, valor medio esperado o esperanza matematica de una distribucion uniforme se calcula
empleando la siguiente férmula:

a+b
2

EX) =n=
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iv) La varianza de una distribucion uniforme se calcula empleando la siguiente formula:

2 (b - a)z
0l =—"—

12
De donde la desviacion estandar es o = Vo2

v) La probabilidad de que una observacion caiga entre dos valores se calcula de la siguiente manera:

X, — X
P(Xlsxsxz)=ﬁ

Ejemplo ilustrativo

Sea X el momento elegido al azar en que un estudiante recibe clases en un determinado dia entre las
siguientes horas: 7:00 - 8:00 - 9:00 - 10:00 - 11:00 - 12:00 - 13:00

1) ¢Cuél es la funcion de densidad de la variable X?

2) Elaborar un grafico de la distribucion de probabilidades

3) Calcular el valor medio esperado

4) Calcular la desviacion estandar

5) Calcular la probabilidad de que llegue en la primera media hora

6) Si recibe clases de Estadistica Aplicada de 10:00 a 12:15, calcular la probabilidad de recibir esta
asignatura.

Solucién:
a=7yb=13
Reemplazando valores en la ecuacion de la funcion de densidad se obtiene:

1
f(X) = Altura = ——
b—a

1 1
f(X) = Altura = 3 _7-g= 0,167

2) Elaborando el gréfico de la distribucién de probabilidad empleando Excel se obtiene:

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD UNIFORME

0,167 0,167 0167 0,167 0,167 0,167

0,167 A

altura

f(x)

7-B 3-9 9-10 10-11  11-12  12-13

Horas
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Interpretacion:
Cada rectangulo tiene 1 de base y 1/6 = 0,167 de altura.

El area de cada rectangulo es:

1
AO = base -altura=1-—==—
ase - attura 6 6

El area total (rectangulo de base el intervalo 7-13 y altura 1/6=0,167) representa a la suma de todas las
probabilidades, y es igual a uno:

1 1
AI:I=base-altura=(13—7)-g=6-g=1

3) Reemplazando valores en la formula del valor esperado se obtiene:

a+b
EX)=pn=
7+ 13
EX)=p=——=10
4) Reemplazando valores en la formula de la varianza se obtiene:
(b —a)?

2

12
, (3-7)% (6)? 36
o0° = = =—=3
12 12 12

Por lo tanto la desviacién estandar es: ¢ = Vo2 = v/3 = 1,732

5) Llegar en la primera media hora significa que llega a la 7:30. Por lo tanto se debe calcular la
probabilidad entre las 7:00 y las 7:30.

Como 7:30 = 7 horas + 30 minutos, y el porcentaje que representa 30 minutos de una hora es:

30
a0 - 0,5=7:30=7,5horas

Por lo tanto se debe calcular la probabilidad entre 7y 7,5

Aplicando la férmula de la probabilidad entre dos valores se obtiene:

X, — X
PX, <X<X,)=
(h<x<x) =222
P(7<X<75)—7'5_7—0'5—00833
-t = 13—-7 6

En el siguiente gréfico se muestra la probabilidad calculada:
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD UNIFORME

0,167 0,167 0,167 0,167 0,167 0,167

0,167 -

altura

fix)

0,083+

7-8 8-9 9-10 10-11  11-12  12-13

Horas
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6) Se debe calcular la probabilidad entre las 10:00 y las 12:15

Como 12:15 = 12horas + 15 minutos, y el porcentaje que representa 15 minutos de una hora es:

15
= =0,25=>12:15 = 12,25 horas

Por lo tanto de debe calcular la probabilidad entre 10 y 12,25

Aplicando la férmula de la probabilidad entre dos valores se obtiene:
X =X

—a
12,25-10 2,25
13—-7 6

P(10 <X <12,25) = = 0,375

En el siguiente grafico se muestra la probabilidad calculada:
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD UNIFORME

0,167 0,167 0,167 0167 0167 0,167

0,167

fiX)=altura

10 12,75
7-8 5-9 9-10 10-11 /11-12 12-13

Horas 0373
Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B i D E
1 7 a 7 =MIN(ALAT)
2 8 b 13 =MAX(ALA7)
3 9
a 10 Altura — 0.167 =1/(D2-D1)
5 11 —a
6 12 _ath 10  =PROMEDIO(D1D2)
7| 13 e
8 2o (b~ 3 =(D2-D1y"2112
9 12
10 o =4c? 1,732 =RAIZ(DS)
11
12 X, 7
13 Xz 15
4| px, <x<x)= X3 —X, 0,083 =(D13-D12)(D2-D1)
15 b—
16
17 X,
18 X, 12,25
;3 P(X, <X < X,)= X; —a;fl 0.375 =(D18-D17)(D2-D1)
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TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 11
1) Realice un organizador gréfico de la distribucion uniforme

2) Los tiempos de terminacion de una obra varian entre 10 dias y 18 dias. ¢Cual es la probabilidad de
que se requiera entre 12 y 16 dias para realizar la mencionada obra?. Realice un grafico que ilustre la
probabilidad calculada. Resuelva el ejercicio de manera manual y empleando Excel.

0,5

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DEL
TIEMPO DE TERMINACTON DE UNA OBRA

2035 OAFS 115 G5 OUAXS OLTS 2335 OAXS
LR

il k- .I.I-I! 1314 5835 1516 6-17 17-18
(Lt

3) Ciertos recipientes contienen agua con un volumen uniformemente distribuido de media igual a 25
litros y un rango de 2 litros. Calcule la probabilidad de seleccionar un recipiente que contenga entre 24,5
y 26 litros. Realice un gréafico que ilustre la probabilidad calculada. Resuelva el ejercicio de manera
manual y empleando Excel.
0,75
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
DE RECIPIENTES DEAGUA

05 05
05 -

fion)

24-15 25-26
Litras
4) Sea X el momento elegido al azar en que un estudiante recibe clases en un determinado dia entre las
siguientes horas: 15:00 - 16:00 - 17:00 - 18:00 - 19:00 - 20:00 - 21:00. Resuelva el ejercicio de manera
manual y empleando Excel.

4.1) ¢(Cual es la funcidn de densidad de la variable X?
0,167
4.2) Elabore un grafico de la distribucion de probabilidades

])ISTR]B'UCI[')N DE PROBABILIDAD DEL
PERIODODE CLASES ENUNDIA
DETERMINADO

0,167 0,167 0167 0,167 0167 0,167

0,167

fiX)

0
15-16  16-17 17-18 18-19 1%8-20 20-21
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4.3) Calcule el valor medio esperado
18

4.4) Calcule la desviacién estandar
1,732

4.5) Calcule la probabilidad de que llegue en los primeros 15 minutos. Realice un grafico que ilustre la
probabilidad calculada.
0,042

4.6) Si recibe clases de Estadistica Aplicada de 19:30 a 21:00, calcular la probabilidad de recibir esta
asignatura. Realice un gréfico que ilustre la probabilidad calculada.
0,25

5) Sea X el contenido de envases de azlcar producidos por la empresa D & M elegido al azar. El
contenido de los envases varia entre 998 y 1002 gramos. Resuelva el ejercicio de manera manual y
empleando Excel.

5.1) ¢Cual es la funcion de densidad de la variable X?.

0,25
5.2) Elaborar un gréafico de la distribucion de probabilidades.
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE ENVASES DE
AZUCAR PRODUCIDOS POR LA EMPRESA D & M
0,25 0,25 0,25 0,25
0,25 -
2
0
998-992  999-1000 1000-1001 1001-1002
Gramos del envase
5.3) Calcular el valor medio esperado.
1000
5.4) Calcular la desviacion estandar.
1,155

5.5) Calcular la probabilidad de que un envase pese entre la esperanza matematica y 1000,5 gramos.
Realice un grafico que ilustre la probabilidad calculada.
0,125

6) Plantee y resuelva 2 ejercicios de aplicacion sobre la distribucion uniforme empleando datos reales
sobre cualquier tema de su preferencia. Resuelva de manera manual y empleando Excel.
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D) DISTRIBUCION NORMAL

i) Resefia histérica

Abrahan De Moivre (1733) fue el primero en obtener la ecuacion matematica de la curva normal. Kart
Friedrich Gauss y Marquez De Laplece (principios del siglo diecinueve) desarrollaron mas ampliamente
los conceptos de la curva. La curva normal también es llamada curva de error, curva de campana, curva
de Gauss, distribucién gaussiana o curva de De Moivre.

Su altura maxima se encuentra en la media aritmética, es decir su ordenada maxima corresponde a una
abscisa igual a la media aritmética. La asimetria de la curva normal es nula y por su grado de
apuntamiento o curtosis se clasifica en mesocurtica.

ii) Ecuacion

Su ecuacion matematica de la funcion de densidad es:
1 &x-mw?

Y =

Donde:

o = desviacién estandar

0% = varianza

T = 3,141592654 .....constante matematica

e =2,7182818 ... ... constante matematica

X = valor en el eje horizontal

Y = altura de la curva para cualquier valor de x

u = media aritmética

Cuando se expresa la variable x en unidades estandar (formula de estandarizacién)
z-X"#

o
La ecuacidn anterior es remplazada por la Ilamada forma canédnica, la cual es

1 1.,

oV2m

e 2
Para calcular Y empleando Excel se procede de la siguiente manera:

Y =

a) Se ubica valores para X del -3 hasta el 3. Se insertar la funcién DISTR.NORM.ESTAND.N. En la
ventana de argumentos de funcidn, en Z se seleccionada A2 que representa al -3, y en Acumulado es
escribe FALSO. Clic en Aceptar. Se arrastra con el mouse para obtener los demas valores.

B2 | i x « k& =DISTR.NORM.ESTAND.N(A2;FALSO)
A B . D E F G H I
1 _x-w®
X Y Y= e 252
1
2 -3
3 -2.5
4 2 DISTR.NORM.ESTAND.N
5 -13 Z [a2 | = 3
6 -1 Acumulado | FALSO B = FALSO
7 -0.5 = 0,004431848
g Devuelve la distribucion normal estandar ftiene una media de cero y una desviacion estandar de una).
9 0.5 Acumulado es un valor I6gico que devuelve la funcidn: funcidn de distribucion
10 1 acumulativa = VERDADERD; funcidon de densidad de probabilidad =
FALSO,
11 1.5
12 2 Resultade de la férmula = 0,0044
13 25
' Ayuda sobre esta funcidn Cancelar
14 3
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b) Para obtener la gréfica se inserta grafico de dispersion.

L= W Y, AR VAR S

[
=

13
14
15

B
Y

0.0044
0,0175
0,0540
0.1295
0.2420
03521
03989
03521
02420
0,1295
0.0540
0.0175
0.0044

C D E

Y=——e 2
ay 2w
=DISTR.NORM.ESTAND N(A2:FALSO)
=DISTR. NORM ESTAND N{A3.FALSO)
=DISTR. NORM ESTAND N{A4.FALSO)
=DISTR. NOEM.ESTAND N(A5.FALSO)
=DISTR. NORM ESTAND N(A6;FALSO)
=DISTR. NORM.ESTAND N(AT.FALSO)
=DISTR.NORM.ESTAND N(A8.FALSO)
=DISTR. NORM ESTAND N{A%FALSO)
=DISTR. NORM ESTAND N{A10;FALSO)
=DISTR. NORM ESTAND N(A11;FALSO)
=DISTR. NORM ESTAND N{A12;FALSO)
=DISTR. NORM ESTAND N{A13;FALSO)
=DISTR._NORM.ESTAND N{A14;.FALSO)

Funcion de densidad

Y=

Distribucién normal

,3989
0,3521% 0,3521

Nota: No existe una Unica distribucion normal, sino una familia de distribuciones con una forma comdn,
diferenciadas por los valores de su media y su varianza. De entre todas ellas, la mas utilizada es la
distribucién normal estandar, que corresponde a una distribucion con una media aritmética de 0 y una
desviacion tipica de 1.

iii) Area bajo la curva

El area total limitada por la curva y el eje “X” es 1, por lo tanto, el area bajo la curva entre X = a 'y
X =b, con a<b, representa la probabilidad de que X esté entre a 'y b. Esta probabilidad se denota por:

Pla<X<b)

Esta probabilidad se ilustra en el siguiente gréafico elaborado con el programa Winstats.

044

03+
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Para elaborar el gréafico se procede de la siguiente manera:

a) Se abre el programa. Clic en Window- Probability

1-var data

Multi-var data

Probability Normal
Simulations Student t
Demos Chi-square

Use defaults F distribution

= Binomial
Exit
Count values
Dice sum

Dice average

Hypergeometric

Match cards
Poisson
Wait for

b) Clic en Normal

Sweses oo T T T | ]

Window Help

File Edit Calc Btns
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c) Para cambiar el color del fondo, maximizar la ventana de la curva. Clic en Edit-Colors y luego en
Window background. Seleccionar el color blanco para el fondo.

L 1.0
File Edit Calc Btns

4
20 30

d) Para escribir, clic en Btns y luego en Text mode. Clic derecho en cualquier parte de la pantalla. Luego
escribir en la venta edit text. Clic en ok

|+ Gauss[ 0.00000, 1.00000

File Edit Calc Btns

tigtextto © frame & figure

™ opaque background
I~ hyphen > dash  ASCIl [150

text angle |0 deg
font I ok I cancel
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e) Se obtiene el siguiente grafico

0.4+

03+

0.2+

0.1+

Pla<X<h)

Ejemplos ilustrativos

1) Calcule el area bajo la curva de distribucion normal

Solucion:
Realizando el gréfico en Winstats y Paint se obtiene:

045

normal calculations

e —

iy 0
03+

highs 21z

019485
sgnficance [008
oritical ¥

close

02+

01T

t
30

entreZ=08yZ=2,12

Areaentre Z=0,8y Z=2,12=0,9830 - 0,7881 = 0,1949

10 20

09830 - 0,7881=10,1949

Area ala izquierda de Z = 2,12 es 0,9830

£=212

Area a la izquierda de Z = 0.8 es 0.7881

Z=08

El &rea a la izquierda de Z = 0,8 con lectura en la tabla de la distribucion normal es 0,7881
El area a la izquierda de Z = 2,12 con lectura en la tabla de la distribucion normal es 0,9830
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TABLAN°3
DISTRIBUCION NORMAL

ol X—u
Z =—

g

-186
. A
Ejemplo:
P(Z < —1,96) = 0,0250

VA 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,8 | 0,7881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 | 0,8078 | 0,8106 | 0,8133
09 | 0,8159 | 0,8186 | 0,8212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0,8389
1 0,8413 | 0,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
1,1 | 0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 0,8830
1,2 | 0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0,9015
1,3 | 0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,9099 | 0,9115 | 0,9131 | 0,9147 | 0,9162 | 0,9177
14 | 09192 | 0,9207 | 0,9222 | 0,9236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
15 | 0,9332 | 0,9345 | 0,9357 | 0,9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
1,6 | 0,9452 | 0,9463 | 0,9474 | 0,9484 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
1,7 | 0,9554 | 0,9564 | 0,9573 | 0,9582 | 0,9591 | 0,9599 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,9633
1,8 | 0,9641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1,9 | 09713 | 0,9719 | 0,9726 | 0,9732 | 0,9738 | 0,9744 | 0,9750 | 0,9756 | 0,9761 | 0,9767
2 0,9772 | 0,9778 | 0,9783 | 0,9788 | 0,9793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2,1 | 0,9821 | 0,9826 | 0,9830 | 0,9834 | 0,9838 | 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857

ElédreaZz=0,8yZ=2,12 es0,9830 — 0,7881 = 0,1949
Los célculos empleando GeoGebra se presentan en la siguiente figura:

.

=

Distribucion | Estadisticas
-45 -4 -35 -3 25 -2 -15 -1 05 o 05 3 35 4 45
p=0 a=1
/| Normal v
o o |l
AHH
P( 08 =X=|212 )= 0.1949
/| Mormal v
b0 o
P(|0.8 =KX= 212 )= 01949
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Los céalculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F
Z 0.8
Z, 2,12

Areaalaizquierdadez;, 0,7881 =DISTRNORM.ESTAND.N(B1:VERDADERO)
Areaalaizquierdadez, 0,9830 =DISTRNORM.ESTAND.N(B2;VERDADERO)

P(0,8 <X <212) 0,1949 =B4-B3

o= W N

2) Calcule Z si el areaentre -1,5y Z es 0,0217
Solucion:

Realizando un grafico ilustrativo empleando Winstats y Paint se obtiene:

04

0.3+

0.2+

0.1

30 20 -10

0,0668 - 0,0217 =0,0451 Z2=169
0.0668 Z=-15

0,0668 +0.0217=0.0885 Z1=-135
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Los céalculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B
Z -1.5
Areaentre Zvy 7, 0,0217
Area a la izquierda de Z 0,0668
Area a la izquierda deZ; 0,0885

Area a la izquierda de Z, 0,0451

S = B B - R TE R R

Zy -1.3500

Z, -1,6943

=DISTR NORM.ESTAND.N(B1:VERDADERO)
=B2+B3

=INV.NORM.ESTAND(B4)

=B3-B2

=INV.NORM.ESTAND(B6)

3) El peso promedio de 200 estudiantes varones de cierta universidad es 151 libras con una desviacién
tipica de 15 libras. Si los pesos estan distribuidos normalmente, calcular la probabilidad y el namero de

estudiantes que pesan Entre 120 y 155 libras

Solucion: La curva normal corresponde a una funcion continua (valor decimal). Para resolver estos
problemas se emplea los limites inferior y superior segin sea el caso, es decir, para este problema es

entre 119,5y 155,5 libras

Para saber la ubicacion de los datos dentro de una distribucion estadistica nos valemos de los puntajes Z.
Para calcular los puntajes Z se normaliza o estandariza los datos de la siguiente manera:

X -
7 = M;Z1=

X, —p_1195-151

o o 15

Graficando se obtiene:

Area ata izquierda de Z= 03 es 0,6179

Areaentre Z1 y Z2 = 0,6179-0,0179 = 0.6

Area 2 la izquierda de Z= 2,1 es 00179
Zi=21

Mgs. Mario Sudrez
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El area a la izquierda de Z = 0,3 con lectura en la tabla de la distribucion normal es 0,6179
El area a la izquierda de Z = -2,1 con lectura en la tabla de la distribucion normal es 0,0179
El &rea entre -2,1 y 0,3 es 0,6179 — 0,0179 = 0,6 = 60%

El nimero de estudiantes es 0,6 x 200 = 120

Los calculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F
1 n 200
2 L 151
3 J 15
4 X, 119,35
5 X, 1555
6 zZ 21 =NORMALIZACION(B4B2B3)  _ X —u
7 z, 0.3 ~NORMALIZACION(B5:B2:B3) p

8 Areaala izquierdade Z; 0,0179 =DISTR.NORM.ESTAND.N(B6;VERDADERO)
9 Areaala izquierda de Z, 0,6179 =DISTR.NORM.ESTAND.N(B7,VERDADERO)
10 Area entre Z, yZ, 0,60 =B9-BS

11 Numero de estudiantes 120 =B10*B1

4) Las calificaciones que obtienen los alumnos en un examen siguen una distribucién normal, siendo la
media igual a 14. El 70% de los alumnos obtienen una calificacion inferior a 16.

a) Calcule la desviacidn tipica de las calificaciones

b) Se escoge un alumno al azar, calcule el porcentaje de obtener una calificacion superior a 18

Solucion

a)

Si el area es inferior al 70%, entonces con lectura en la tabla se obtiene el valor de Z = 0,52
Reemplazando valores en la férmula y realizando las operaciones se obtiene:

X—u 16 — 14 16 — 14
2052=——>0=——-7—=38

7 =
o o 0,52

El gréfico elaborado empleando Winstats es:

Mygs. Mario Sudrez Distribuciones de Probabilidad




b)
Remplazando valores en la férmula se obtiene el siguiente puntaje 0 numero Z:
X—u 18 — 14
Z = >Z=—->7Z=1,05
o 3,8

Con lectura en la tabla para Z = 1,05 se obtiene un area de 0,8531, la cual representa una probabilidad
inferior a la calificacion de 18

Para calcular la probabilidad de obtener una calificacion superior a 18 se realiza la siguiente operacion:
P(X >18) =1-0,8531 = 0,1469 = 14,7%

El grafico elaborado empleando Winstats y en Paint es:

4=

0,8531 P(X > 18) =1—0,8531 = 0,1469 = 14,7%

L
-30 2.0 -1.0 1.0Z=1,05 20 30
X=18

Por lo tanto existe una probabilidad de 14,7% de obtener una calificacion superior a 18

5) Las longitudes de las truchas que se pescan en un lago de Ecuador se distribuyen normalmente con
una media de 48 cm y desviacién estandar 5 cm.

Calcule:

a) El porcentaje de truchas pescadas que superan los 55 cm

b) La probabilidad de que una trucha pescada tenga una longitud comprendida entre 45 y 52 cm

c) Las truchas con longitudes inferiores a la media menos 1,5 desviaciones estandar deben ser devueltas
al lago. En un dia normal se pescan hasta 38 truchas. ;Cuantas truchas deben ser devueltas al lago?

d) Los restaurantes compran a los pescadores todas las truchas cuyas longitudes estén comprendidas entre
40 y 45 cm por considerarlas 6ptimas para fines culinarios. Si durante un mes de pesca se extraen del
lago, en promedio, 750 truchas. ¢Cuantas de ellas se venden a los restaurantes?

e) El 12% de las truchas mas grandes se registran en un anuario de pescadores. ¢Cual es la longitud
minima para que una trucha pueda ser registrada en ese anuario?

Solucién:
Datos:

u=48cm
oc=5cm
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a)
Tipificando (estandarizando) la variable se obtiene

x—u 55cm —48cm
/= = = 1,4
o 5cm

Graficando con Winstats

0, 9191 0.0809 = §,09%

Con lectura de la tabla
P(x >55cm) =P(Z>1,4)=1-0,9192 = 0,0808
El porcentaje para x > 55c¢m es 0,0808 - 100% = 8,08%

Empleando GeoGebra

-4 -2 0 2 4
p=0 o=1
/7| Mormal W
p |0 a |1
H|HH
P( |14 =X )= 0.0808
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Empleando Excel

A B C D E F
1 X 55
2 m 48
3 T 5
4 Z 14 =B1-B2yYB3
5 iraaalaiquﬁerdade Z 091924 =DISTE.NORMESTAND.N(B4.VERDADERQO)
6 | AreaaladerechadeZ 0.08076 =1-B5
7 | Porcentaje superior a X 8.08% =B6
b)
Tipificando la variable
X— U
7 =
T 45cm — 48cm
A = —06
o 5cm
X, — 52cm —48cm
ZZ = = =0,

o S5cm

Con lectura en la tabla

P(x < 45¢cm) = P(Z < —0,6) = 0,2743

P(x < 52cm) = P(Z < 0,8) = 0,7881

Entonces

P(45cm < x < 52cm) = 0,7881 — 0,2743 = 0,5138

Empleando GeoGebra

p=0 ao=1
/| Normal !
oo a |1
HHIH
P(|-0.6 =X=08 )= 0.5138
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Empleando Excel

A B
1 X, 45
2 X2 52
3 m 48
4 o 5
5 Zy -0.6
6 Z4 0.8
7 Areaala izquerda de Z1  0.2743
8 Areaala izquierda de £2 0. 7881
9 Plx; =x =x,) 0.5139

c)

x = 48cm — 1,5(5cm) = 40,5cm

Tipificando la variable

x—u 40,5cm —48cm

Z = = =
o S5cm

Con lectura en la tabla

P(x < 40,5¢cm) = P(Z < —1,5) = 0,0668

-15

Truchas para devolver al lago

=(B1-B3)B4
=(B2-B3)B4

=DISTR NORM ESTAND N(B5:VERDADERO)
=DISTR_ NORM ESTAND N(B6:VERDADERO)
=BS-B7

Numero esperado = E =n-p = 38 truchas - 0,0668 = 3 truchas

Empleando GeoGebra

4 2
p=0 o=1
7 Marmal W
p |0 a1
HIHE
P(X=|-15 )= |0.0668
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Empleando Excel

A B C D E F
1 X 40,5 =B2-1.5*B3
2 i 48
3 o 5
4 Vil -1.5  =B1-B2)/B3
5 Areaalaizquierda de Z 0.0668 =DISTR. NORM ESTAND N(B4;VERDADERO)
6 Truchas pescadas al dia 38
T |Numero de truchas a devolver al lago 3 =B6*B3
d)
Tipificando la variable
X—H
7 =
" 40cm — 48cm
x —_— —_—
7, =2 F_ = —16
o S5cm
X, — U 45cm —48cm
ZZ = = = —0'6

o 5cm

Con lectura en la tabla

P(x < 40cm) = P(Z < —1,6) = 0,0548

P(x < 45cm) = P(Z < —0,6) = 0,2743

Entonces

P(40cm < x < 45cm) = 0,2743 — 0,0548 = 0,2195

Truchas para vender a los restaurantes
Numero esperado = E =n-p = 750 truchas - 0,2195 = 165 truchas

Empleando GeoGebra

-4
p=0 ao=1
/| Mormal b
TR a1
1HE
P(-1.6 =X=|-06 )= 0.2185
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Empleando Excel

A B C D E F
1 X 40
2 X5 45
3 I 48
4 o 5
5 Z4 -1.6  =(B1-B3)/B4
6 Z4 -0.6 =(B1-BE3)/B4
7 |Areaala izquierda de Z1 00548 =DISTR.NOEM.ESTAND N(B5.;VERDADEEQ)
8  Areaala izquierda de 72 0,2743 =DISTE. NORM ESTAND N(B6;VERDADERQ)
9 Plx; =x=x,) 0.2195 =BE-B7
10 Truchas al mes 700
11 Numero esperado 154 =B9*BE10
€)
Porcentaje a la izquierda de Z = 100% — 12% = 88%
Area ala izquierda de Z es 8% = 0,88
100%

Con lectura en la tabla

_117+1,18

= 1,175
2
Despejando x y remplazando valores

x—
z=2"HF

>x=Z0+u=>x=1175-54+48cm = x =53,875cm

Empleando GeoGebra

/| Mormal W

T o [1

ell=]13

P(|1.175 =X)= 012
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Empleando Excel

A B C D
1 Porcentaje ala derecha de Z 12
2 Porcentaje ala izquierda de Z 88 =100-B1
3 Areaala izquierda de Z 088 =B2/100
4 Z 1,175 =[NV NOEMESTAND(B3)
5 u 48
6 T 5
7 X 53,875 =B4*B6+B5

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 12
1) Realice un organizador grafico sobre la distribucion normal

2) Empleando Excel grafique la campana de la distribucién normal calculando previamente los
respectivos valores de funcion de densidad.

3) Calcule el area bajo la curva de distribucion normal empleando la tabla de la distribucion normal,
Excel y GeoGebra entre:

a)Z=0yZ=1.2

0,3849
byz=12yZ=272

0,1012
C)Z=-22yZ=-172

0,1012
dz=-2yz=1

0,8186
e)Zz=-1yz=1

0,6827
NZ=-2yZ=2

0,9545
9Z=-3yZ=3

0,9973
h) A laizquierda de Z =1,54

0,9382
1) A laizquierda de Z = -1,54

0,0618
J) Allaizquierda de Z = -0,6

0,2743
k) A la izquierda de Z=0,6

0,7257

I) Plantee y resuelta un ejercicio similar a los anteriores
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4) Calcule Z de forma manual, empleando Excel y Winstats, si:

a) El areaentre 0y Z es 0,3531

+1.05
b) El &reaentre 0y Z es 0,3972 y Z es positivo
1,266
c) El &rea a la derecha de Z es 0,115
1,20
d) El area a izquierda de Z es 0,8621
1,09
e) El area a la izquierda de Z es 0,6692
0,44
f) El area entre -1y Z es 0,8186
2
g) El reaentre -1y Z es 0,1499
-2,38y-0,5
h) El area entre -0,5y Z es 0,2313
-1,42y0,1
i) El areaentre 0,5y Z es 0,1450
0,12y 0,98

J) Plantee y resuelva un ejercicio similar a los anteriores

5) En cierta area, un conductor promedio recorre una distancia de 1200 millas al mes (1,609 Km al mes),
con una desviacion estandar de 150 millas. Suponga que el nimero de millas se aproxima mediante una
curva normal, encuentre la probabilidad de todos los automovilistas que recorren entre 1200 y 1600
millas por mes. Resuelva empleando la tabla de la distribucion normal, Excel y Winstats

49,6%

6) Se sabe que la longitud de cierto mueble se distribuye en forma normal con una media de 84 cm y una
desviacion estandar 0,4. Calcular el porcentaje de muebles que cumplen con especificaciones 84+1.
Resuelva empleando la tabla de la distribucion normal, Excel y Winstats

98,76%

7) Las calificaciones que obtienen alumnos universitarios en un examen siguen una distribucion normal,
siendo la media igual a 7. El 80% de los alumnos obtienen una calificacion inferior a 8. Resuelva
empleando la tabla de la distribucion normal, Excel y Winstats

a) Calcule la desviacidn tipica de las calificaciones
1,2
b) Se escoge un alumno al azar, calcule el porcentaje de obtener una calificacion superior a 9
4,6%

8) La altura de los arboles de un bosque sigue una distribucion normal con una altura media de 17 m. Se
selecciona un arbol al azar. La probabilidad de que la altura del arbol seleccionado sea mayor que 24
metros es 6%. Si se selecciona al azar 100 arboles. Utilice Excel y GeoGebra.

a) Calcule la desviacion tipica de las alturas de los arboles
4,5
b) Calcule el nimero esperado de arboles cuyas alturas varian entre 17m y 24m.

44

Mgs. Mario Sudrez Distribuciones de Probabilidad ‘m



9) La temperatura en la ciudad de Ibarra durante el mes de septiembre sigue una distribucion normal con
una temperatura media de 19°. Se selecciona un dia al azar. La probabilidad de que la temperatura del
dia seleccionado sea mayor que 24° es 4,78%. Emplee Excel y Winstats.

a) Calcule la desviacion tipica de la temperatura en la ciudad Ibarra durante el mes de septiembre
3

b) Calcule el numero de dias en la ciudad de Ibarra durante el mes de septiembre cuyas temperaturas
varian entre 14°y 24°.
27

10) Cree y resuelva un problema similar al anterior con una ciudad de su preferencia. Utilice Excel y
GeoGebra.

11) Las calificaciones de los estudiantes de un colegio siguen una distribucién normal con una media de
15. Se selecciona un estudiante al azar. La probabilidad de que la calificacion del estudiante sea mayor
que 17 es del 8%. Resuelva empleando la tabla de la distribucion normal, Excel y Winstats

a) Calcule la desviacion tipica de las calificaciones
1,4
b) Calcule la probabilidad de que el estudiante seleccionado tenga una calificacion menor que 17
0,92

c) La probabilidad de que el estudiante tenga una calificaciéon menor que X es 0,08. Calcular el valor de
X.
13

d) Se selecciona al azar 100 estudiantes. Calcule el nimero esperado de estudiantes cuyas calificaciones
varian entre 1y 13
8

12) Las calificaciones que obtienen los alumnos en un examen, cuya maxima nota es 10, siguen una
distribucion normal, siendo la media igual a 7. EI 70% de los alumnos obtienen una calificacion inferior
a 8,5. Se escoge un alumno al azar, éste alumno tiene la misma probabilidad de obtener una calificacién
inferior a 9 que una calificacion superior a X. Emplear la tabla de la distribucion normal, Excel y Winstats

a) Calcule la desviacion tipica de las calificaciones

2,86
b) Calcule el porcentaje de obtener una calificacion inferior a 9
75,78%
c) Calcule el valor de X
5

13) Plantee y resuelva un problema similar al anterior con datos obtenidos en un examen o prueba de
cualquier asignatura de su preferencia. Emplee la tabla de la distribucién normal, Excel y GeoGebra.

14) Investigue en la biblioteca o internet sobre el empleo o aplicacion de los puntajes Z ( nimeros Z).
Presente la consulta empleando un organizador grafico.
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CAPITULO IIT
ESTIMACION DE INTERVALOS DE CONFIANZA

RESULTADOS DE APRENDIZAIE DEL CAPITULO

Al finalizar el presente capitulo el lector podra evidenciar que:

v" Calcula e interpreta estimaciones de intervalos de confianza de manera manual, empleando Excel,
Winstats y GeoGebra.

v" Calcula el tamafio de una muestra a partir de situaciones concretas de la vida cotidiana de manera
manual, empleando Excel y Winstats.

v" Plantea y resuelve ejercicios de aplicacion sobre intervalos de confianza y del tamafio de una muestra
de manera manual, utilizando Excel,Winstats y GeoGebra.

CONTENIDOS

v’ Estimacién del intervalo de confianza para la media (o conocida)

v" Estimacion del intervalo de confianza para la media (o desconocida).- Distribucion t de Student
v' Estimacién del intervalo de confianza para una proporcion

v' Determinacion del tamafio de la muestra
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ESTIMACION DE INTERVALOS DE CONFIANZA

La estadistica inferencial es el proceso de uso de los resultados derivados de las muestras para obtener
conclusiones acerca de las caracteristicas de una poblacion. La estadistica inferencial nos permite estimar
caracteristicas desconocidas como la media de la poblacién o la proporcion de la poblacion. Existen dos
tipos de estimaciones usadas para estimar los parametros de la poblacién: la estimacion puntual y la
estimacion de intervalo. Una estimacion puntual es el valor de un solo estadistico de muestra. Una
estimacion del intervalo de confianza es un rango de numeros, llamado intervalo, construido alrededor
de la estimacion puntual. El intervalo de confianza se construye de manera que la probabilidad del
parametro de la poblacion se localice en algun lugar dentro del intervalo conocido.

Suponga que quiere estimar la media de todos los alumnos en su universidad. La media para todos los
alumnos es una media desconocida de la poblacion, simbolizada como u. Usted selecciona una muestra
de alumnos, y encuentra que la media es de 5,8. La muestra de la media x = 5,8 es la estimacion puntual
de la media poblacional u. ;Qué tan preciso es el 5,8? Para responder esta pregunta debe construir una
estimacion del intervalo de confianza.

Recuerde que la media de la muestra x es una estimacion puntual de la media poblacional p. Sin embargo,
la media de la muestra puede variar de una muestra a otra porque depende de los elementos seleccionados
en la muestra. Tomando en cuenta la variabilidad de muestra a muestra, se aprendera a desarrollar la
estimacion del intervalo para la media poblacional. El intervalo construido tendrd una confianza
especificada de la estimacion correcta del valor del parametro poblacional x . En otras palabras, existe
una confianza especificada de que u se encuentre en algun lugar en el rango de nameros definidos por el
intervalo.

En general, el nivel de confianza se simboliza con (1 — a) - 100%, donde « es la proporcién de las colas
de la distribucion que estan fuera del intervalo de confianza. La proporcion de la cola superior e inferior
de la distribucién es a/2

Ejemplo ilustrativo
Calcular la proporcién de cola superior e inferior para un intervalo del 95% de confianza

Solucion:
Nivel de confianza = (1 — a) - 100%
Remplazando valores en la férmula anterior del nivel de confianza se obtiene:

9506 = (1— ) 100% = 22 - (1—a)sa=1--22 & 4=1-0095 =005
b=L-a °ZT00% o Y TET T T000 T 0= 0

La proporcidn de la cola superior e inferior de la distribucion es:

¢ 2% o025
2 2 7

Otra forma para calcular la proporcion de la cola superior e inferior de la distribucion es aplicando la
siguiente formula:

a 100% — Nivel de confianza

2 200

a_ 100% — 95%

2 200 = 0,025
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El siguiente grafico ilustra lo calculado:

100% — 95%

u 0005 a 100%— 95% 0025
2 200 - 2 200 -

3.1)ESTIMACION DEL INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA (c CONOCIDA)

Se emplea la siguiente formula:

Donde:
Z = valor critico de la distribucion normal estandarizada

Se Ilama valor critico al valor de Z necesario para construir un intervalo de confianza para la distribucion.
El 95% de confianza corresponde a un valor o de 0,05. El valor critico Z correspondiente al area
acumulativa de 0,975 es 1,96 porque hay 0,025 en la cola superior de la distribucion y el area acumulativa
menor a Z = 1,96 es 0,975.

Un nivel de confianza del 95% lleva a un valor Z de 1,96. EI 99% de confianza corresponde a un valor
o de 0,01. El valor de Z es aproximadamente 2,58 porque el area de la cola alta es 0,005 y el area
acumulativa menor a Z = 2,58 es 0,995.

Ejemplo ilustrativo

Si X =24;0 =3 yn =36 construya para la media poblacional u una estimacion de intervalo de
confianza del 95%

D)
A 12
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Solucién:

Realizando un grafico ilustrativo empleando Winstats y Paint se obtiene:

(7 Gauss (000,100

File Edit Calc Btns

lows  [-1.98
T (- —

a_lOO%—95%_0025
20 200 g

27=-1,96
23,02 n

@ 100%-—95%
200

=0,025

Con lectura en la tabla de la distribucion normal para un area de 0,025 se obtiene Z = -1,96. Por simetria

se encuentra el otro valor Z = 1,96

Remplazando valores y realizando lo calculos se obtiene:

3
24 -196—<u<24+19%—
36 H V36

23,02 < pu < 24,98

Los calculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D
1 X 24
2 o 3
3 n 36
4 Confianza 95
5 a 0,05 =(100-B4)/100
6 7 g 0,98 =INTERVALO.CONFIANZA NORM(B5:B2:B3)
7 Vn
8 23,02 <pu< 2498
9 =B1-B6 =B1+B6

Interpretacion: Existe un 95% de confianza de que la media poblacional se encuentre entre 23,02 y

24,98
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Empleando Geogebra se sigue los siguientes pasos:

a) En Entrada, seleccione IntervaloZ[ <Muestra Media>, <o>, <Tamafio Muestra>, <Nivel> ]

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

B BN ER=c) PN e 3
a=
o= Q=
» Vista Algebraica b Vista Grafica *
&4
54
44
34
24
1
<
0 T
4 3 2 1 [ 1 2 3 4 5 5 7 8 ] 10 1 12 13 14 15 ] 7 18
R
2
-
IntervaloT[ <Lista de Datos Muestrales=, =Nivel= | ~
IntervaloT[ <Media Muestral=, <Desviacién Estandar Muestral=, <Medida de la Muestra=, <Nivel=]
IntervaloT2[ =Lista 1 de Datos Muestrales=, <Lista 2 de Dalos Muestrales=, =Nivel=, =Composicién Booleana= |
IntervaloT2[ <Media Muestral 1=, <Desviacion Estandar Muestral 1=, <Medida de Muestra 1=, <Media Muestral 2>, <Desviacidn Estandar Muestral 2=, <Medida de Muestra 2=, =Nivel>, <Composicidn Booleana=]
IntervaloZ[ <Lista de Datos de Muestra=, <ag=, <Nivel=]
IntervaloZ[ <Muesira Media>, <g=, <Tamafio Muestra=, <Nivel= |
Entrada: interval w =

b) En <Muestra Media> escribir 24, en <c> escribir 3, en <Tamafio Muestra> escribir 36 , y en <Nivel>
escribir 0,95. Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas VWentana Ayuda

L\\\,_"‘/ L‘:.@@A:v\vmc_aqu-»

3/
F Vista Algebraica b Vista Grafica
= Lista 8
L-00 listal ={23.02, 24.98)
O también
| » Calculos de Probabilidad *

Distribucidn | Estadisticas

Estimacion de Z de una Media v

Mivel de Confianza |0.95

Muestra
Media |24
o(3
M 36
Resultado 4
Estimacion de Z de una Media
Media 24
a 3
ES 0.5
N 36

Limite Inferior 23.02
Limite Superior 24.98
Intervalo 24 + 0.98
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TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 13
1) Conteste:
1.1) ¢Qué es estadistica inferencial?
1.2) ¢Que permite estimar la estadistica inferencial?
1.3) ¢Qué es estimacion puntual?
1.4) ¢Qué es estimacion de intervalo?
1.5) ¢Para qué se sirve construir una estimacion del intervalo de confianza?
1.6) ¢Qué es la media de la muestra?
1.7) ¢Por qué la media de la muestra puede variar?
1.8) ¢Por qué no se sabe con certeza si el intervalo especifico incluye la media poblacional o no?
1.9) ¢Qué es nivel de confianza?
1.10) ¢Qué es valor critico?
1.11) ¢El valor Z para el 95% de confianza es?
1.12) ¢El valor Z para el 99% de confianza es?

Resolver los siguientes ejercicios de manera manual, Empleando Excel y GeoGebra para realizar los
calculos y con Winstats para los gréaficos

2) Si X = 24,2 ;0 = 3 yn = 36 construya para la media poblacional u una estimacién de intervalo de
confianza del

2.1) 95%

23,22 < <2518
2.2) 99%

22,91 < < 25,49

3) Un fabricante de papel para computadora tiene un proceso de produccidn que opera continuamente a
lo largo del turno. Se espera que el papel tenga una media de longitud de 11 pulgadas y una desviacion
estandar de 0,02 pulgadas. Se selecciona una muestra de 100 hojas con una media de longitud del papel
de 10,998 pulgadas. Calcule la estimacion del intervalo de confianza del

3.1) 95%
10,99408 < pu < 11,00192
3.2) 60%
10,99632 < u < 10,99968

4) El gerente de control de calidad de una fabrica de focos necesita estimar la media de vida de un gran
embarque de focos. La desviacion estandar es de 100 horas. Una muestra aleatoria de 64 focos indic
que la vida media de la muestra es de 350 horas. Calcule la estimacion del intervalo de confianza para la
media poblacional de vida de los focos de este embarque del

4.1) 95%
325,5 < u < 374,5

4.2) 98%
320,875 < p < 379,125

5) Las medias de los didmetros de una muestra aleatoria de 200 bolas de rodamientos producidas por una

maquina es 0,824 cm. Se sabe la desviacién estandar de la poblacion es 0,042 cm. Calcule el intervalo
de confianza a un 90%

0,819 < <0,83

6) Plantee y resuelva un ejercicio de aplicacion similar a cualquiera de los anteriores. W)

0
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32) ESTIMACION DE INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA
(c DESCONOCIDA)

Asi como la media poblacional u suele ser desconocida, rara vez se conoce la desviacion estandar real
de la poblacion a. Por lo tanto, se requiere desarrollar una estimacion del intervalo de confianza de u
usando sélo los estadisticos de muestra x y S.

Se emplea la siguiente formula:

Donde t,_, es el valor critico de la distribucion t con n-1 grados de libertad para un area de o/2 en la
cola superior

La distribucion t supone que la poblacion esta distribuida normalmente. Esta suposicion es
particularmente importante para n < 30. Pero cuando la poblacion es finita y el tamafio de la muestra
constituye mas del 5% de la poblacion, se debe usar el factor finito de correccion para modificar las
desviaciones estandar. Por lo tanto si cumple:
n
N 100% > 5%
Se aplica la ecuacion
¢ S N—n< < T4t S IN—n
X—1ly-1—F— = S X 1= |
n—-1 \/ﬁ N-—1 u n-1 \/ﬁ N -1
Siendo N el tamafio de la poblacion y n el tamafio de la muestra

Antes de seguir continuando es necesario estudiar la distribucion t de Student, por lo que a continuacion
se presenta una breve explicacidn de esta distribucion.

Al comenzar el siglo XX, un especialista en Estadistica de la Guinness Breweries en Irlanda Ilamado
William S. Gosset deseaba hacer inferencias acerca de la media cuando la o fuera desconocida. Como a
los empleados de Guinness no se les permitia publicar el trabajo de investigacion bajo sus propios
nombres, Gosset adopt6 el seudonimo de "Student”. La distribucion que desarroll6 se conoce como la
distribucion t de Student.

Si la variable aleatoria X se distribuye normalmente, entonces el siguiente estadistico tiene una
distribucién t con n - 1 grados de libertad.
X—u
S

Vn

Esta expresion tiene la misma forma que el estadistico Z en la ecuacion para la distribucion muestral de
la media con la excepcidn de que S se usa para estimar la o desconocida.

t =

Entre las principales propiedades de la distribucion t se tiene:

En apariencia, la distribucion t es muy similar a la distribucién normal estandarizada. Ambas
distribuciones tienen forma de campana. Sin embargo, la distribucion t tiene mayor area en los extremos
y menor en el centro, a diferencia de la distribucion normal. Puesto que el valor de o es desconocido, y
se emplea S para estimarlo, los valores t son méas variables que los valores Z.
Los grados de libertad n - 1 estan directamente relacionados con el tamafio de la muestra n. A medida
que el tamafio de la muestra y los grados de libertad se incrementan, S se vuelve una mejor estimacion
de ¢ y la distribucion t gradualmente se acerca a la distribucion normal estandarizada hasta que ambas
son virtualmente idénticas. Con una muestra de 120 o0 mas, S estima ¢ con la suficiente precisién como
9

0
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para que haya poca diferencia entre las distribuciones ty Z. Por esta razon, la mayoria de los especialistas
en estadistica usan Z en lugar de t cuando el tamafio de la muestra es igual o mayor de 30.

Como se establecié anteriormente, la distribucion t supone que la variable aleatoria X se distribuye
normalmente. En la préctica, sin embargo, mientras el tamafio de la muestra sea lo suficientemente grande
y la poblacién no sea muy sesgada, la distribucion t servird para estimar la media poblacional cuando o
sea desconocida.

Los grados de libertad de esta distribucion se calculan con la siguiente formula
n—1
Donde n = tamafio de la muestra

Ejemplo: Imaginese una clase con 40 sillas vacias, cada uno elige un asiento de los que estan vacios.
Naturalmente el primer alumno podra elegir de entre 40 sillas, el segundo de entre 39, y asi el nimero
ird disminuyendo hasta que llegue el dltimo alumno. En este punto no hay otra elecciéon (grado de
libertad) y aquel ultimo estudiante simplemente se sentard en la silla que queda. De este modo, los 40
alumnos tienen 39 o n-1 grados de libertad.

Para leer en la tabla de la distribucion t se procede de la siguiente manera:

TABLAN°4
DISTRIBUCION t DE STUDENT

t=-1,812 t=1,812

5403 2 - 12 3 4 5
Ejemplos:
Para n-1 =10 grados de libertad
P(t>1,812) = 0,05
P(t<—-1,812) = 0,05

n-la 0,25 0,2 0,15 01 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0005
1 1,0000 | 1,3764 | 1,9626 | 3,0777 | 6,3138 | 12,7062 | 31,8205 | 63,6567 | 636,6192
2 0,8165 | 1,0607 | 1,3862 | 1,8856 | 2,9200 | 4,3027 | 6,9646 | 9,9248 | 31,5991
3 0,7649 | 0,9785 | 1,2498 | 1,6377 | 2,3534 | 3,1824 | 4,5407 | 5,8409 | 12,9240
4 0,7407 | 0,9410 | 1,1896 | 1,5332 | 2,1318 | 2,7764 | 3,7469 | 4,6041 | 8,6103
5 0,7267 | 0,9195 | 1,1558 | 1,4759 | 2,0150 | 2,5706 | 3,3649 | 4,0321 | 6,8688
6 0,7176 | 0,9057 | 1,1342 | 1,4398 | 1,9432 | 2,4469 | 3,1427 | 3,7074 | 5,9588
7 0,7111]0,8960 | 1,1192 | 1,4149 | 1,8946 | 2,3646 | 2,9980 | 3,4995 | 5,4079
8 0,7064 | 0,8889 | 1,1081 | 1,3968 | 1,8595 | 2,3060 | 2,8965 | 3,3554 | 5,0413
9 0,7027 | 0,8834 | 1,0997 | 1,3830 | 1,8331 | 2,2622 | 2,8214 | 3,2498 | 4,7809
10 0,6998 | 0,8791 | 1,0931 | 1,3722 | 1,8125| 2,2281 | 2,7638 | 3,1693 | 4,5869
11 0,6974 | 0,8755 | 1,0877 | 1,3634 | 1,7959 | 2,2010 | 2,7181 | 3,1058 | 4,4370

Usted encontrara los valores criticos de t para los grados de libertad adecuados en la tabla para la
distribucion t. Las columnas de la tabla representan el area de la cola superior de la distribucion t. Cada
fila representa el valor t determinado para cada grado de libertad especifico. Por ejemplo, con 10 grados
de libertad, si se quiere un nivel de confianza del 90%, se encuentra el valor t apropiado como se muestra
en la tabla. El nivel de confianza del 90% significa que el 5% de los valores (un area de 0,05) se
encuentran en cada extremo de la distribucion. Buscando en la columna para un area de la cola superior
y en la fila correspondiente a 10 grados de libertad, se obtiene un valor critico para t de 1.812. Puesto
que t es una distribucion simétrica con una media 0, si el valor de la cola superior es +1.812, el valor para
el area de la cola inferior (0,05 inferior) seria -1.812. Un valor t de -1.812 significa que la probabilidad
de que t sea menor a -1.812, es 0,05, 0 5% (vea la figura). o

0
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Ejemplos ilustrativos:

1) Determinar el valor critico de t con lectura en la tabla, Excel y Winstats en cada una de las siguientes
condicionesparal —a = 0,95;n =13

Solucién:
Con lectura en la tabla
Sil—-a=095=>a=1-0,95=0,05

Para leer en la tabla se necesita calcular el area de una cola, la cual es:
a 0,05
= = 0,025

2 2

O también el area de una cola se calcula de la siguiente manera:
a_l—(l—a) 0(_1—0,95_0025

— =
2 2 2 2

Calculando los grados de libertad se tiene:
n—1=13-1=12

TABLA N° 4
DISTRIBUCION t DE STUDENT

t=-1,812 t=1,812

S o403 -2 -1 1 2 3 4 5
Ejemplos:
Para n-1 =10 grados de libertad
P(t > 1,812) = 0,05
P(t< —1,812) = 0,05

n_l”‘ 025 | 02 | 045 | 01 | 005 | 0,025 | 001 | 0005 | 0,0005
1 | 1,0000 | 1,3764 | 1,9626 | 3,0777 | 6,3138 | 12,7062 | 31,8205 | 63,6567 | 636,6192
2 |0,8165 | 1,0607 | 1,3862 | 1,8856 | 2,9200 | 4,3027 | 6,9646 | 9,9248 | 31,5091
3 | 0,7649 | 0,9785 | 1,2498 | 1,6377 | 2,3534 | 3,1824 | 4,5407 | 5,8400 | 12,9240
4 | 0,7407 | 0,0410 | 1,1896 | 1,5332 | 2,1318 | 2,7764 | 3,7469 | 4,6041 | 8,6103
5 |0,7267 | 0,9195 | 1,1558 | 1,4759 | 2,0150 | 2,5706 | 3,3649 | 4,0321 | 6,8688
6 | 0,7176 | 0,0057 | 1,1342 | 1,4398 | 1,9432 | 2,4469 | 3,1427 | 3,7074 | 5,9588
7 | 0,7111|0,8960 | 1,1192 | 1,4149 | 1,8946 | 2,3646 | 2,9980 | 3,4995 | 5,4079
8 | 0,7064 | 0,8889 | 1,1081 | 1,3968 | 1,8595 | 2,3060 | 2,8965 | 3,3554 | 5,0413
9 | 0,7027 | 0,8834 | 1,0007 | 1,3830 | 1,8331 | 2,2622 | 2,8214 | 3,2498 | 4,7809
10 | 0,6998 | 0,8791 | 1,031 | 1,3722 | 1,8125 | 2,2281 | 2,7638 | 3,1693 | 4,5869
11 | 0,6974 | 0,8755 | 1,0877 | 1,3634 | 1,7959 | 2,2010 | 2,7181 | 3,1058 | 4,4370
12 | 0,6955 | 0,8726 | 1,0832 | 1,3562 | 1,7823 | 2,1788 | 2,6810 | 3,0545 | 4,3178
13 | 0,6938 | 0,8702 | 1,0795 | 1,3502 | 1,7709 | 2,1604 | 2,6503 | 3,0123 | 4,2208

En la tabla con 12 grados de libertad y 0,025 de area se obtiene un valor de t =2,1788, y por simetria es
igual también at=-2,1788
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Para realizar los calculos empleando Excel se procede de la siguiente manera:

a) Llenar los datos y hacer los
funcion. En la casilla seleccion

calculos del area de una cola y de los grados de libertad. Luego insertar
ar una categoria, seleccionar Estadisticas. Seleccionar la funcién INV.T.

Be | X v
- ; - Buscar una funcion:

1| {_gqg 0095 _ S

Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a
2 n 13 continuacion, haga clic en Ir
3 E "t]'=[]'25 =(1'Bl)-’12 O seleccionar una categoria: | Estadisticas
4 2 .

Seleccionar una funcion:

5| n—1 12 =B1-1

INW, GAMPLA
6 | ty |: ‘l INV.LOGNORM
7 INV.MORM

tz 1NV, MORM,ESTAND

2 INV.T

INWV.T.2C
9 JERARQUIAEQV
10 INV.T{probabilidad;grados_de_libertad)
11 Devuelve el inverso de cola izquierda de la distribucion t de Student.
12
13
14
15 Ayuda sobre esta funcion Cancelar
16

b) Clic en Aceptar. En la ventana Argumentos de la funcién, en Probabilidad seleccionar B3, y en Grados

de libertad seleccionar B6.

BS lilx v &
A B C

1 1—_g 095

2 n 13

3@ 0025  =(1-BI)R2

a 2

s et [T

6| |BS;BS)!

(AN

a8

9

10

11

12

13

14

=INV.T(B3;B5)

D E F G H 1 ] K

Probabilidad E3
Grados_de_libertad | 5|

-2,17381283
Devuelve el inverso de cola izquierda de la distribucion t de Student.

Grados_de_libertad es un entero positivo que indica el nimero de grados de libertad que
caracteriza la distribucidn.

Resultado de la férmula = -2,17881283

Ayuda sobre esta funcin Cancelar

c) Clic en Aceptar. Los demas calculos se muestran en la siguiente figura:

Mgs. Mario Sudrez

A B C
1—q 095

n 13

a 0025  =(1-BD2

2

n-1 12 =B2-1
¢, -21788 =INV.T(B3B5)
2,17881 =B6*-1
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Para resolver con Winstats se procede de la siguiente manera:

a) Clic en Window y luego en Probability seleccionar Student t

1-var data
Multi-var data F2
Probability > Neormal
Simulations » Student t
Demos » Chi-square
Probability plots » F distribution
Integer lists [ Binomial

v Usedefaults l Hypergeometric
Bt Poisson

Dice sum

Dice average

Count values
Match cards
Wait for

b) Clic en Student t

[ Winstae
Window Help

| Student (5496641 =

File Edit Calc Btns

| L i | ! '
t t t 1 t t i
—-60 -50 —40 -30 -20 -10 10 20 30 40 50 60
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¢) Maximizar la ventana de la distribucion

L

d) Para cambiar el color del fondo, clic en Edit + Colors + Window background

S

Parameter ...

Colors  Windowbsckground. |
Pen widths Curve ...

Decimal places ... Critical value ...

Auis scale font ...

Grid ...

Help
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e) Clic Window background. En la venta de background seleccionar el color deseado, que este caso se
selecciono el color blanco. Luego clic en Close para cerrar la venta background.

" Student [5.49664]
File Edit Calc Btns

t t
—6.0 -5.0

f) Para editar lo grados de libertad, clic en Edit + Parameter...(Parametros). Clic en Parametros. En la
casilla de la ventana input escribir 12. Clic en ok

[ Student [5.49664.]
File

Parameter ... ‘
Colors >
Pen widths >
Decimal places ...
Auxis scale font ...
Grid ... Ctrl+G

Help

t T t t t t t t t
6.0 -5.0 —4.0 -3.0 20 3.0 4.0 50 6.0
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g) Para calcular el valor critico de t, clic en Calc + Probabilities. En la ventana Student calculations, en
significanse escribir 0,025 y luego clic en critical x. Clic en close para cerrar la ventana Student
calculations.

File Edit Btns

Probabilities ... Ctrl+C
v | Shade under curve
Table Ctrl+T
Range ...
Significance tests
Confidence intervals 2 3
S
i) wvalue [2 17881
Gicln tail prob_| 0.02500
significance |0.025
ciitical x| 2.17881
degrees close
u
=50 -4.0 40 50

h) Para escribir textos, clic en Btns. Luego clic derecho en cualquier parte de la ventana y aparece la
ventana edit text. En la casilla de la ventana edit text escribir el texto deseado.

=" Student [12,4]
File Edit Calc [Btns

Text mode
Paste graphics

v Coordinates Jt-2178d
¥ | Opague tie: text to ( frame @ figure

Help [~ apaque backgiound
[~ hyphen -> dash  ASCH [150

text angle |0 deg
fon o
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i) Clic en ok de la ventana edit text. Luego arrastar con el mause el texto al lugar deseado

-50 -40 -0 -20 -10 10 20¢=21788 30 40 50

Empleando GeoGebra

Seleccione DistribucionTInversa] <Grados de Libertad>, <Probabilidad> ]

Archiva Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

% .AV /v "'FF:"-FF? I>v ®v @T .1{0.7 NV AEC? _aii_ ‘%’_

F Vista Algebraica =| | ¥ Vista Grafica
= Mdmero 8
Ca=-218

|Nﬂmern a: DistribucionTinversa[12, [J.D3]|
[

2) Sea X = t(1¢y hallar el valor de P(X <-1,3722) + P(X > 2,7638) con lectura en la tabla, Excel y Winstats
Solucién:

TABLAN°4
DISTRIBUCION t DE STUDENT

t=-1,812 t=1,812

S5 403 2 1 2 3 4 5
Ejemplos:
Para n-1 =10 grados de libertad
P(t>1,812) = 0,05
P(t<-1,812) = 0,05

o 025 | 02 | 015 | 01 | 005 | 0025 | 0,01 | 0005 | 00005
1 | 1,0000 | 1,3764 | 1,9626 | 3,0777 | 6,3138 | 12,7062 | 31,8205 | 63,6567 | 636,6192
2 |0,8165 | 1,0607 | 1,3862 | 1,8856 | 2,9200 | 4,3027 | 6,9646 | 9,9248 | 31,5001
3 |0,7649 | 0,9785 | 1,2498 | 1,6377 | 2,3534 | 3,1824 | 4,5407 | 58409 | 12,9240
4 | 0,7407 | 0,9410 | 1,1896 | 1,5332 | 2,1318 | 2,7764 | 3,7469 | 4,6041 | 8,6103
5 | 0,7267 | 0,995 | 1,1558 | 1,4759 | 2,0150 | 2,5706 | 3,3649 | 4,0321 | 6,8688
6 | 0,7176 | 0,9057 | 1,1342 | 1,4398 | 1,9432 | 2,4469 | 3,1427 | 3,7074 | 5,9588
7 | 0,7111|0,8960 | 1,1192 | 1,4149 | 1,8946 | 2,3646 | 2,9980 | 3,4995 | 54079
8 | 0,7064 | 0,8889 | 1,1081 | 1,3968 | 1,8595 | 2,3060 | 2,8965 | 3,3554 | 5,0413
9 [0,7027 | 0,8834 | 1,0997 | 1,3830 | 1,8331 | 2,2622 | 2,8214 | 3,2498 | 4,7809
10 | 0,6998 | 0,8791 | 1,0031 | 1,3722 | 1,8125 | 2,2281 | 2,7638 | 3,1693 | 4,5869
11 | 0,6974 | 0,8755 | 1,0877 | 1,3634 | 1,7959 | 2,2010 | 2,7181 | 3,1058 | 4,4370
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Con lectura en la tabla se obtiene:
P(X<-1,3722)=0,1y P(X>2,7638) = 0,01

Entonces:
P(X<-1,3722) + P(X> 2,7638) = 0,1 + 0,01 = 0,11

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D c
= t, -1.3722
2 ts 2.7638
3 n—1 10
4| p(t,<-13722) 01  =DISTRTN(B1:B3:VERDADERO)
5| p(t,>27638) 001  =DISTRT.CD(B2B3)
6 | p(X<t)+P(X>ty) 011  =B4+BS5

El grafico elaborado empleando Winstats y Paint se muestra en la siguiente figura:

0.38

0.194

: 1 2 1=2,76383 1 s

3) Un fabricante de papel para computadora tiene un proceso de produccion que opera continuamente a
lo largo del turno. Se espera que el papel tenga una media de longitud de 11 pulgadas. De 500 hojas se
selecciona una muestra de 29 hojas con una media de longitud del papel de 10,998 pulgadas y una
desviacidn estandar de 0,02 pulgadas. Calcular la estimacion del intervalo de confianza del 99%

Solucion:

Los datos del problema son:
u=11

N =500

n=29

X = 10,998

S =0,02

Confianza = 99%
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Como en los datos aparece el tamafio de la poblacion, se debe verificar si el tamafio de la muestra es
mayor que el 5% para emplear la formula con el factor finito de correccion. Se remplaza valores en la
siguiente formula:

m00% > 5% = 2 - 100% = 5.8%
N 500

Por lo tanto se debe utilizar la férmula con el factor finito de correccion.
Calculando la proporcion de la cola superior e inferior de la distribucion se obtiene:
Nivel de confianza = (1 — a) - 100%

a 100% — Nivel de confianza a 100% —99%
~ = = —=————=0,005
2 200 2 200

Calculando los grados de libertad se obtiene:
n—1=29-1=28

Con lectura en la tabla para un area de 0,005 y 28 grados de libertad se obtiene t = +2,7633

Remplazando valores y realizando lo célculos se obtiene:

B S [N -— n S IN—n
X = n 1\/— 1 - :u < x+ tn 1 \/H N1

0,02 (500 — 29 0,02 [500 — 29
10,998 — 2,7633 < u<10998 + 2,7633

V29, 500—-1 — V29 . 500 —1

10,988 < u < 11,008

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

B C D E F

1 i 11
2 N 500
3 n 29
4 7 10,998
5 5 0,02
& Conﬂanza 99
7 —.100 = 5% 5.8 =B3/BI)*100
8 N
g a 0,01 =(100-B6)/100
10 " i 0.0103 =INTERVALO CONFIANZA T(B9:B5B3)
11 "t n
L | |
13 _ 5 |.I"|||r — T _ |.I"|||r — Tl

X—tia— |y SpHEXTL L — =
14 \fﬂ,‘}h—l \fﬂdh—l
15 10988 =u< 11008
16 =B4-B10*RAIZ((B2-B3)/(B2-1)) =B4+B10*RAILZ((B2-B3)/(B2-1))

Interpretacion: Existe un 99% de confianza de que la media poblacional se encuentra entre 10,998 y
11,008
: 9

0
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El grafico elaborado empleando Winstats y Paint se muestra en la siguiente figura:

File Edit Calc Btns

100% — 999 -
a_ % AJ:O,OOS a_ 100% 99%=0005
2 200 2 200 3
-5 -4 -3t=-2,7633 -2 -1 0 1 2 t=2,76333 4 5
10,988 u 11,008

El grafico elaborado empleando GeoGebra se muestra en la siguiente figura:

HRE :

Distribucian | E: i ‘

45 A EE]

p=0 o=10377
[ student v
.
A/HH

P(2763 J=xs[erens  |)= 0o

/| Student v

df |28

AHE

P(|-2.7633

1A
-
14

27633 )= 099
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TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 14

1) ¢Cual fue el origen del nombre de la distribucion t de Student
2) Describa las diferencias entre la distribucion t y la distribucion normal
3) ¢En qué caso la distribucidn t es virtualmente idéntica a la distribucion normal?
4) Defina con sus propias palabras el concepto de grados de libertad. Ilustre con un ejemplo
5) Realice un organizador grafico (cuadro sinOptico, mapa conceptual, etc.) sobre la distribucién t de
Student
6) Determinar el valor critico de t con lectura en la tabla, Excel y Winstats en cada una de las siguientes
condiciones:
6.1) 1-a =0,95; n =10

2,2622
6.2) 1-a.=0,99; n =10

3,2498
7) Sea X =t(1) - Calcule el valor de las siguientes probabilidades con lectura en la tabla, Excel y Winstats

7.1) P(X <-1,8125) + P(X >1,8125)

0,1
7.2) P(X<-1,3722) + P(X > 1,3722)

0,2
8) Sea X = t(19) .Calcule el valor de las siguientes probabilidades con lectura en la tabla, Excel y
GeoGebra

8.1) P(X< 0,6998)

0,75
8.2) P (-1,0931<X<2,7638)

0,84
8.3) P (-0,6998<X<4,58609)

0,75

9) Si X =50, S = 15, n=16, construya una estimacion del intervalo de confianza del 99% de la media
poblacional p con lectura en la tabla, Excel y Winstats.
38,95 < u<61,05

10) Si X =30, S = 6, n=15 construya una estimacion del intervalo de confianza del 99,9% de la media
poblacional p con lectura en la tabla, Excel y GeoGebra.
23,59 < <36,41

11) Determine el intervalo de confianza de 95% con lectura en la tabla, Excel y Winstats para los casos
siguientes:

11.1) Si X =15,S=2,n=16 y N=200

13,975 < 1 <16,025
11.2) Si X =14, S =2,n=16 y N= 150

12,975 < n <15,025

12) Una empresa manufacturera produce aislantes eléctricos. Si los aislantes se rompen al usarse, muy
posiblemente tendremos un corto circuito. Para probar la fuerza de los aislantes, se lleva a cabo una
prueba destructiva para determinar cuanta fuerza se requiere para romperlos. Se mide la fuerza
observando cuantas libras se aplican al aislante antes de que se rompa. La siguiente tabla lista 30 valores
de este experimento de la fuerza en libras requerida para romper el aislante. Construya una estimacion
del intervalo de confianza del 95% para la poblacion media de fuerza requerida para romper al aisla
empleando Excel y Winstats.
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1870 | 1728 | 1656 | 1610 | 1634 | 1784 | 1522 | 1696 | 1592 | 1662
1866 | 1764 | 1734 | 1662 | 1734 | 1774 | 1550 | 1756 | 1762 | 1866
1820 | 1744 | 1788 | 1688 | 1810 | 1752 | 1680 | 1810 | 1652 | 1736

1689,96 < u <1756,84

13) Plantee y resuelva un problema similar al anterior empleando Excel y GeoGebra

3.3) ESTIMACION DEL INTERVALO DE CONFIANZA PARA UNA PROPORCION

Sirve para calcular la estimacion de la proporcién de elementos en una poblacion que tiene ciertas
caracteristicas de interés. La proporcion desconocida de la poblacion, se representa con la letra griega .

. ., ., X ~
La estimacion puntual para m es la proporcion de la muestra, p = o donde n es el tamafio de la muestra

y X es el nimero de elementos en la muestra que tienen la caracteristica de interés. La siguiente ecuacion
define la estimacion del intervalo de confianza para la proporcion de la poblacion.

p—zP£%123n3p+zﬁgi£2

y X numero de elementos con caracteristica de interés
p = proporcion de la muestra = — =
n

Donde:

tamafio de la muestra
T = proporcion de la poblacion

Z = valor critico para la distribucion normal estandarizada

n = tamafio de la muestra

Cuando la poblacion es finita (N) y el tamafio de la muestra (n) constituye mas del 5% de la poblacion,
se debe usar el factor finito de correccion. Por lo tanto, si cumple:

n
—+100% > 59
N %) %o

se aplica la ecuacién

p(1-p) [IN—n p(1—-p) IN—-n
_ < <
p Z\/ n \/N_l_n_p+Z n N-1

Ejemplo ilustrativo

En un almacén se esta haciendo una auditoria para las facturas defectuosas. De 500 facturas de venta se
escoge una muestra de 30, de las cuales 5 contienen errores. Construir una estimacion del intervalo de
confianza del 95%.

Solucion:

Los datos del problema son:
N =500

n =30

X=5

Confianza = 95%

Como en los datos aparece el tamafio de la poblacion, se debe verificar si el tamafio de la nuestra es
mayor que el 5% para emplear la formula con el factor finito de correccion. Se remplaza valores e
siguiente formula:
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n 30
—-1009 0 —-100% = 69
N OOA)>5/o=>500 00% = 6%

Por lo tanto se debe utilizar la formula con el factor finito de correccion.
Calculando la proporcion de la cola superior e inferior de la distribucion se obtiene:
Nivel de confianza = (1 — a) - 100%

100% — Nivel de confianza a 100% —95%
= = —-—=———=0,025

200 2 200

a
2

Con lectura en la tabla de la distribucion normal para un area de 0,025 se obtiene Z =-1,96, y por simetria
Z=1,96

Calculando la proporcion de la muestra se obtiene:

X5 o167
P=y T30 "

Calculando el intervalo de confianza se obtiene:

1-p) [N - 1-p) [N-—
_ij(np)\[N—rllsnSp_i_Z\/p(np)\/N—rll

0,167(1 - 0,167) |500 — 30 0,167(1 - 0,167) [500 — 30
0,167 — 1,96 <m <0167 + 1,96

30 500 -1 30 500—-1
0,037 <m < 0,296

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F G H
1 N 500
2 . 30
3 ¥ 5
4 Confianza 95
5 Z .1009% > 5% 6
6 N
7 a 0.025
8 2
9 7 -1.96 =INV NORM ESTAND(BT)
10 7 1.96 =B9*-1
11 b X 0.167 =B3/B2
12 k | | | |
13 p_zmtl—:o) |N—ﬂgngp+z|p(1—:ﬂ) (N—mn
o J o JN-1 J o -1
15 0037 =u< 0296
16 | =B11-B10*RAIZ(B11*(1-B11)B2*RAIZ(B1-B2)/(B1-1)) =B11+B10*RAIZ(B11#{1-B11)B2)*RAIZ((B1-B2)/(B1-1))

0
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El grafico elaborado empleando Winstats y Paint se muestra en la siguiente figura:

[ Gauss [0.00,1.00
File Edit Calc Btns

lows  [1.96
highx  [1.96

significance  |0.025
ciitical x | 1.96

parameters close

05_100%—95%_0025
2 200 g

a 100%—95%70025
2 200 Y

0,037 n 0,296

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 15

1) Sin=200y X =50, construya una estimacion del intervalo de confianza con lectura en la tabla, Excel
y Winstats para la proporcion de la poblacion con confianza del

1.1) 95%

0,19 <n<0,31
1.2) 99%

0,171 <1 <0,3
2) Sin=400y X = 25, construya una estimacion del intervalo de confianza con lectura en la tabla, Excel
y Winstats para la proporcion de la poblacion con confianza del

2.1) 90%
0,0426 < 1t <0,0824
2.2) 99%
0,031 < 7 <0,094

3) En un almacén se esta haciendo una auditoria para las facturas defectuosas. Se escoge una muestra de
100 facturas de venta, 10 de ellas contienen errores.

3.1) Construir una estimacion del intervalo de confianza del 95% para la proporcién de la poblacion con
lectura en la tabla, Excel y Winstats

0,041 < <0,159
3.2) ;Como interpreta el resultado obtenido en el inciso 3.1?

4) Plantee y resuelva un ejercicio similar al anterior con lectura en la tabla, Excel y Winstats
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5) El editor de un periddico desea estimar la proporcion de periddicos impresos con algun defecto, tal
como borraduras en exceso, disposicion erronea de las hojas, paginas faltantes o duplicadas. Se
selecciona una muestra aleatoria de 200 periddicos, 35 de ellos contienen algun tipo de defecto. Realice
e interprete un intervalo de confianza del 90% para la proporcion de periodicos impresos que tienen
defectos con lectura en la tabla, Excel y Winstats.

13,1% < 1 <21,9%

6) Una empresa telefonica desea estimar la proporcion de hogares en los que se contrataria una linea
telefonica adicional. Se selecciond una muestra aleatoria de 500 hogares. Los resultados indican que a
un costo reducido, 135 de los hogares contratarian una linea telefonica adicional. Construya e interprete
una estimacion del intervalo de confianza del 99% de la proporcion poblacional de hogares que
contratarian una linea telefénica adicional con lectura en la tabla, Excel y Winstats.

21,9% < 1 <32,1%

7) Plantee y resuelva un ejercicio similar al anterior con lectura en la tabla, Excel y GeoGebra.

8) Miles de ecuatorianos organizan sus planes de viaje al exterior por Internet. En una encuesta reciente,
se reportd que el 25% compra boletos de avidn en Internet. Suponga que la encuesta se baso en 180
ecuatorianos que respondieron.

8.1) Construya una estimacion del intervalo de confianza del 95% para la proporcion poblacional de
ecuatorianos que compran boletos de avion en Internet con lectura en la tabla, Excel y Winstats.
18,7% < 1 <31,3%

8.2) Construya una estimacion del intervalo de confianza del 90% para la proporcion poblacional de
ecuatorianos que compran boletos de avion en Internet con lectura en la tabla, Excel y Winstats.

19,7 % <1 <30,3%
8.3) ¢Cual intervalo es mas amplio?. Explique por qué esto es cierto

9) Se hace una encuesta entre mujeres trabajadoras en Ecuador. De 1000 mujeres encuestadas, el 55%
piensa que las empresas deben reservar los puestos de trabajo durante seis meses 0 menos para aquellas
con permiso de maternidad, y el 45% considera que deberian reservar sus puestos durante mas de seis
meses.

9.1) Con lectura en la tabla, Excel y Winstats construya un intervalo de confianza del 95% para la
proporcién de las mujeres trabajadoras de Ecuador quienes creen que las empresas deberian reservar los
puestos de trabajo durante seis meses 0 menos para aquellas con permiso de maternidad.

51,9 % <t <58,1 %

9.2) Con lectura en la tabla, Excel y Winstats construya un intervalo de confianza del 95% para la
proporcién de las mujeres trabajadoras de Ecuador quienes creen que las empresas deberian reservar los
puestos de trabajo durante mas de seis meses para aquellas con permiso de maternidad.

419% <n<481%
9.3) ¢Cual intervalo es mas amplio?. Explique por qué sucede

10) Plantee y resuelva un problema similar al anterior con lectura en la tabla, Excel y GeoGebra
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3.4) DETERMINACION DEL TAMANO DE LA MUESTRA

En cada ejemplo de la estimacion del intervalo de confianza, usted selecciond un tamafio de muestra sin
considerar la amplitud del intervalo de confianza. En el mundo de los negocios, determinar el tamafio
adecuado de la muestra es un procedimiento complicado, ya que esta sujeto a las restricciones de
presupuesto, tiempo y cantidad aceptada de error de muestreo. Si por ejemplo usted desea estimar la
media de la cantidad de ventas en délares de la facturas de ventas o la proporcién de facturas de ventas
que contienen errores, debe determinar por anticipado cuan grande seria el error de muestreo para estimar
cada uno de los parametros. También debe determinar por anticipado el nivel del intervalo de confianza
a usar al estimar el parametro poblacional.

Recordemos los siguientes conceptos basicos

Poblacion.- Llamado también universo o colectivo, es el conjunto de todos los elementos que tienen una
caracteristica comun. Una poblacion puede ser finita o infinita. Es poblacion finita cuando esta
delimitada y conocemos el nimero que la integran, asi por ejemplo: Estudiantes de la Universidad UTN.
Es poblacién infinita cuando a pesar de estar delimitada en el espacio, no se conoce el nimero de
elementos que la integran, asi por ejemplo: Todos los profesionales universitarios que estan ejerciendo
su carrera.

Muestra.- La muestra es un subconjunto de la poblacién. Ejemplo: Estudiantes de 2do Semestre de la
Universidad UTN.

Sus principales caracteristicas son:

Representativa.- Se refiere a que todos y cada uno de los elementos de la poblacion tengan la misma
oportunidad de ser tomados en cuenta para formar dicha muestra.

Adecuada y vélida.- Se refiere a que la muestra debe ser obtenida de tal manera que permita establecer
un minimo de error posible respecto de la poblacion.

Para que una muestra sea fiable, es necesario que su tamario sea obtenido mediante procesos matematicos
que eliminen la incidencia del error.

Elemento o individuo.- Unidad minima que compone una poblacién. El elemento puede ser una entidad
simple (una persona) o una entidad compleja (una familia), y se denomina unidad investigativa.

A) DETERMINACION DEL TAMANO DE LA MUESTRA PARA LA MEDIA

Para desarrollar una formula que permita determinar el tamafio apropiado de la muestra para construir
una estimacién del intervalo de confianza para la media, recuerde la ecuacién

— o
X Us<X+7Z—

_7 %
Vi Vi
La cantidad sumada o sustraida de X es igual a la mitad de la amplitud del intervalo. Esta cantidad

representa la cantidad de imprecision en la estimacion que resulta del error de muestreo. El error de
muestreo e (también conocido como margen de error) se define como:

ZO’
e=7—
Vn

Al despejar n se obtiene el tamafio de muestra necesario para construir una estimacion del intervalo de
confianza adecuado para la media. “Adecuado” significa que el intervalo resultante tendra una cantidad

aceptable de error de muestreo. - W)
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El proceso de despejar n se muestra a continuacion:

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

(e)? = (z%)z

Resolviendo la potencia:

2
o
eZ=ZZ
n

Transponiendo n a la izquierda de la igualdad:
e’n = Z%0?
Transponiendo e? a la derecha de la igualdad y ordenando se obtiene la férmula buscada:

O'ZZZ

e’

n =
Donde:

o = Desviacion estandar de la poblacion que rara vez conoce su valor. En algunas ocasiones es posible
estimar la desviacion estandar a partir de datos pasados. En otras situaciones, puede hacer una cuidadosa
conjetura tomando en cuenta el rango y la distribucion de la variable. Por ejemplo, si supone que hay una
distribucion normal, el rango es aproximadamente igual a 6o (es decir, =30 alrededor de la media).
Generalmente cuando no se tiene su valor, suele utilizarse un valor constante de 0,5.

Z = Valor obtenido mediante niveles de confianza. Es un valor constante que, si no se tiene su valor, se
lo toma en relacion al 95% de confianza equivale a 1,96 (como mas usual) o en relacién al 99% de
confianza equivale 2,58, valor que queda a criterio del investigador.

e = Limite aceptable de error muestral que, generalmente cuando no se tiene su valor, suele utilizarse un
valor que varia entre el 1% (0,01) y 9% (0,09), valor que queda a criterio del encuestador, sin embargo,
se aconseja emplear el 5% o el 1%, por ser valores que guardan relacion con el 95% y 99% de confianza,
respectivamente.

Cuando en los datos se tiene el tamafio de la poblacion se utiliza la siguiente formula:

No?Z?
n =
(N —1)e? + 0222

La formula anterior se obtiene de la formula de la estimacion del intervalo de confianza para la media,
la cual es:

7 ZG N—n< <X+ZJ N-—n
mdN=—1=H= JnJdN—1
De donde el error es:
_Za N—-—n
CT e MmN =1
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De esta férmula del error de la estimacion del intervalo de confianza para la media se despeja la n, para
lo cual se sigue el siguiente proceso:

Elevando al cuadrado a ambos miembros de la formula se obtiene:

2

(0)? = ZG N-—n - 2_ZZUZN—n
€)= ¢ = nN-1

JndN—1

Multiplicando fracciones y eliminando denominadores:

_ Z?¢*(N —n)
- a(N-1)

2 = e’n(N—-1) = Z?0%(N —n)

Eliminando paréntesis y transponiendo n a la izquierda:
e’nN —e?n = Z%0%N — Z%0%n = e?nN — e’n + Z%0%n = Z?6°N

Factor comdn de n y Despejando n:
Z%0%N
e?N —e? + Z?%g?

n(e?N —e? + Z%0%) = Z?6°N = n =

Sacando factor comin e? y ordenando se obtiene la formula para calcular el tamafio de la muestra para
la media cuando se conoce el tamarfio de la poblacion:

No2Z2
(N —1)e? + ¢222

n

B) DETERMINACION DEL TAMARNO DE LA MUESTRA PARA LA PROPORCION

Dado el intrevalo de confianza

1- f 1-
7 p( p)SnSerZ r(1—p)
n n

El error de muestreo e se define como:

p(1—p)
n

e=17

Al despejar n se obtiene la ecuacion para calcuilar el tamafio de la muestra conocida la proporcion.
_p(1-p)z*

n=— 5 —
Al determinar p se tiene dos alternativas. En muchas situaciones se cuenta con informacién anterior o
experiencias relevantes que proporcionan una estimacion cuidadosa de p. 0 también, si no se cuenta con
informacion anterior o experiencias relevantes, se trata de proporcionar un valor para p que nunca
subestime el tamafio de muestra necesario. Con referencia a la ecuacion anterior, observe que la cantidad
p(1 — p) aparece en el numerador. Por eso, se requiere determinar el valor de p que haga la cantidad
p(1 — p) lo més grande posible. Cuando p = 0,5, el producto p(1 — p) logra su resultado maximo. Para
mostrar esto, los valores de p junto con los productos que los acompafian de p(1 — p) son como sigue:

Cuandop = 0,9 =p(1—-p) =0,9(1-0,9) =0,09
Cuandop =0,7=>p(1-p)=0,7(1-0,7) = 0,21

Cuandop = 0,5 = p(1 — p) = 0,5(1 — 0,5) = 0,25 r,m”
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Cuandop =0,3=p(1—-p)=0,3(1-0,3) =0,21
Cuandop =0,1=p(1-p)=01(1-0,1) = 0,09

Por lo tanto, cuando no se tiene conocimiento previo o una estimacion de la proporcion muestral p, se
deberia emplear p = 0,5 para determinar el tamafio de la muestra. Esto produce el tamafio de muestra
mas grande posible y deriva en el mayor costo posible del muestreo.

La expresion que permite calcular el tamafio de la muestra para la proporcion cuando se conoce el tamafio
de la poblacién es:
_ Np(1 - p)Z*
"TIN-Der+pl-p2z?

Ejemplo ilustrativo

Calcule el tamafio de la muestra de una poblacion de 500 elementos con un nivel de confianza del 95%
y o = 0,5 y un error de muestreo del 5%.

Solucién:

Remplazando valores de la férmula se tiene:

No?Z? 500 0,52 - 1,962
nE N—De+0222 "~ (500 — 10,052 + 0,521,067 _ 17
Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:
A B C D = F
1 N 500
2 € 0,05 5 %
3 o 0.5
4 Confianza 95
5 Areaala izquierdade -Z 0,025 =(100-B4)/200
6 -Z -1,96 =[NV.NORM.ESTAND(BS5)
7 Z 1.96 =B6*-1
8| _ Ng?Z? 217.49 =B1*B3/2*B7/2/((B1-1)*B2/2+B3"2*B7"2)
9 (N—1)e*+g2z° 217 =REDONDEAR(BS:0)

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 16
1) Realice un organizador grafico sobre el tamafio de la muestra
2) Proponga 3 ejemplos de poblacion, de muestra y de elemento.

3) Escriba
3.1) ¢Queé significa “adecuado” para una estimacion del intervalo de confianza que permite calcular el
tamafio de la muestra?
3.2) ¢A partir de qué ecuacion se obtiene el error de muestreo para la media cuando se conoce el tamafio
de la poblacion?
3.3) ¢Con qué otro nombre se le conoce al error de muestreo?

9

0
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3.4) ¢Por qué se emplea la distribucidn Z en lugar de la distribucién t para determinar el nivel de confianza
deseado del tamafio de la muestra?

3.5) ¢Qué valores suelen utilizarse para Z y e cuando no se conocen sus valores?

3.6) ¢Por qué cuando no se tiene conocimiento previo o una estimacion de la proporcion poblacional
se debe empelarp = 0,5 ?

4) Calcule el valor de o si se sabe p = 0,5

0,5
5) Escriba el proceso para obtener la siguiente expresion
_r(—-p)Z?
n=——-m-m—
62

6) Escriba el proceso para obtener la siguiente expresion
Np(1 - p)Z?
n=
(N—-1)e?+p(1l —p)Z?

7) Con lectura en la tabla, Excel y Winstats calcule el tamafio de la muestra con un error de muestreo del
5% para N =500, si se desea tener un nivel de confianza en la estimacion del:
7.1) 95%

218
7.2) 99 %

285
8) Una Parroquia de una determinada ciudad esta compuesta de 3 barrios, el barrio A de 3500 habitantes,

el barrio B de 2500 habitantes y el barrio C de 1000 habitantes. Se va a realizar un estudio de mercado.
Realice los célculos en forma manual, empleando Excel y Winstats.

8.1) ¢Cuantas encuestas se debe aplicar si se emplea el calculo del tamafio de la muestra al 95% de
confianza con un error de muestreo del 5%?
364
8.2) ¢Cuantas encuentras se deben aplicar en cada barrio?
A=182; B=130; C=52
9) Cree y resuelva empleando Excel y Winstats un ejercicio similar al anterior.

10) Una muestra de 280 fue calculada de una poblacion con un nivel de confianza del 95% y un error de
muestreo del 5%. Calcule el tamafio de la poblacion.
1030

11) Una muestra de 286 fue calculada de una poblacion de 500 con un error de muestreo del 5%. Calcule
el nivel de confianza empleado para calcular la mencionada muestra.

99%
12) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre los tipos de muestreo y presente la consulta a través
de un organizador grafico.

0
Mgs. Mario Sudrez Estimacion de Intervalos de Confianza im



CAPITULO IV
PRUEBA DE HIPOTESIS

RESULTADOS DE APRENDIZAIE DEL CAPITULO

Al finalizar el presente capitulo el lector podra evidenciar que:

v Interpreta las definiciones, caracteristicas, propiedades y aplicaciones de las hipdtesis para toma de
decisiones.

v Aplica algoritmos para comprobar hipétesis segin sus distintas opciones de manera manual,
empleando Excel, Winstats y GeoGebra.

v" Plantea y resuelve ejercicios y problemas de aplicacion sobre prueba de hipétesis de manera manual,
utilizando Excel, Winstats y GeoGebra.

CONTENIDOS
v' Prueba de hipotesis para medias: De una y dos muestras

v" Analisis de varianza: Estimacién interna, intermediante y la razén F de Fisher
v Prueba de hip6tesis para proporciones: De una, dos, k muestras (y2) y bondad de Ajuste y?

)
(16
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4.1) PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA MEDIAS

En vez de estimar el valor de un parametro, a veces se debe decidir si una afirmacion relativa a un
parametro es verdadera o falsa. Es decir, probar una hipoétesis relativa a un parametro. Se realiza una
prueba de hipotesis cuando se desea probar una afirmacion realizada acerca de un pardmetro o parametros
de una poblacién.

Una hipotesis es un enunciado acerca del valor de un pardmetro (media, proporcion, etc.).

Prueba de Hipdtesis es un procedimiento basado en evidencia muestral (estadistico) y en la teoria de
probabilidad (distribucion muestral del estadistico) para determinar si una hipétesis es razonable y no
debe rechazarse, o si es irrazonable y debe ser rechazada.

La hipotesis de que el parametro de la poblacién es igual a un valor determinado se conoce como hipdtesis
nula. Una hipotesis nula es siempre una de status quo o de no diferencia. Se simboliza con el simbolo H,,
.Y cuando se desarrolla la prueba se asume que la hipotesis nula es verdadera y este supuesto serad
rechazado solo si se encuentran suficientes evidencias en base a la informacion muestral.

Siempre que se especifica una hip6tesis nula, también se debe especificar una hip6tesis alternativa, o
una que debe ser verdadera si se encuentra que la hipétesis nula es falsa. La hipdtesis alternativa se
simboliza H,. La hipotesis alternativa representa la conclusion a la que se llegaria si hubiera suficiente
evidencia de la informacion de la muestra para decidir que es improbable que la hipotesis nula sea
verdadera, y por tanto rechazarla. Es siempre opuesta a la Hipotesis Nula.

En toda prueba de hipdtesis se presentan 3 casos de zonas criticas o llamadas también zonas de rechazo
de la hipotesis nula, estos casos son los siguientes:

1) Prueba Bilaterial o a dos colas: Hy: u = X; Hy # X

0.4

Zona de rechazo de la Hy Zona de rechazo de la Ho
a

a ’
Area=— I Zona de No rechazo de laH, Area = >
2 k

-3 -2 -1 1 2 3

2) Prueba Unilateral con cola hacia la derecha: Hy: u < X; H; > X

044

. Zona de rechazo de la Hy

* Zona de No rechazo de laH, l Area =«

-3 -2 -1 1 2 3
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3) Prueba Unilateral con cola hacia la izquierda: Hy:u = X; H; < X

04

Zona de rechazo de la Hy

7 Zona de No rechazo de laH,
Area=«a ‘

-3 -2 -1 1

En toda prueba de hip6tesis se pueden cometer 2 tipos de errores:

1) Error tipo I: se comete error tipo I, cuando se rechaza la H,, siendo esta realmente verdadera. A la
probabilidad de cometer error tipo 1, se le conoce como nivel de significacion y se le denota como a

2) Error tipo 1l: se comete error tipo 1, cuando no se rechaza la Hy, siendo esta realmente falsa. A la
probabilidad de cometer error tipo I, se le denota como S

El complemento de la probabilidad de cometer error tipo 11, se le [lama potencia de la prueba y se denota
comol—p

Como resumen se da la siguiente tabla:

Se Acepta H, Se Rechaza H,,
H, es Verdadera | Decision Correcta | Error de Tipo |
H, es Falsa Error de Tipo 1l Decision Correcta

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 17
Conteste

1) ¢Qué es probar una hipdtesis relativa a un pardmetro?

2) ¢Cuando se realiza una prueba de hipdtesis?

3) ¢Qué es una hipotesis?

4) ¢Qué es prueba de hipotesis?

5) ¢Qué es hipotesis nula?

6) ¢Qué es hipotesis alternativa o alterna?

7) ¢Cuales son los casos de zonas de rechazo de la hipotesis nula?

8) ¢Cuales son los tipos de errores que se pueden cometer en toda prueba de hipotesis?

9) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre la importancia de la prueba de hipotesis. Presente la
consulta mediante un organizador gréafico.

10) Consulte en la biblioteca o en el internet un ejercicio resuelto sobre prueba de hipétesis de medias de
una muestra. Presente el ejercicio resuelto empleando Excel.
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A) PRUEBA MEDIAS DE UNA MUESTRA

Se utiliza una prueba de una muestra para probar una afirmacion con respecto a una media de una
poblacion unica.

Si se conoce la desviacion estandar de la poblacion (o), la distribucion de muestreo adecuada es la
distribucion normal. Si la poblacion que se muestra es normal, la distribucion de muestreo serd normal
en el caso de todos los tamarfios de la muestra, y el valor estadistico de prueba a utilizar es:

X—HU
Zprueba =~

Vn

Si la poblacién no es normal, o si se desconoce su forma, se emplea la ecuacion anterior solamente para
tamafios de muestra iguales o mayores 30, es decir, para n > 30

Si no se conoce la desviacion estandar de la poblacion (o), el valor estadistico de prueba es:

X—pu
tprueba = s

Vn

Nota: Se considera practico utilizar la distribucion t solamente cuando se requiera que el tamafio de la
muestra sea menor de 30, ya que para muestras mas grandes los valores t y z son aproximadamente
iguales, y es posible emplear la distribucion normal en lugar de la distribucion t.

Las anteriores ecuaciones se aplican para poblaciones infinitas, pero cuando la poblacion es finita y el
tamafio de la muestra n constituye méas del 5% del tamafio de la poblacion N, es decir:

n
—-100% > 59
N Yo Yo

En este caso se debe usar el factor finito de correccion para modificar las desviaciones estandar, por lo
tanto se aplican las siguientes ecuaciones para (o) conocida y desconocida, respectivamente.

_ X—u _ X—u
Zprueba T tprueba -
N—n N—n

sle
Nk

Ejemplos ilustrativos:

1) La duracién media de una muestra de 300 focos producidos por una compafiia resulta ser de 1620
horas. Se conoce que desviacion tipica de la poblacion es 150 horas. Comprobar la hipétesis u = 1600
contra la hipotesis alternativa ¢ # 1600 horas con un nivel de significacion de 0,05 si la muestra fue
tomada de 5000 focos.

Solucién:

Los datos son:
n =300;x =1620;0 = 150; « = 0,05; N = 5000

Las hipotesis son:
Ho:p = 1600 ; Hy:p # 1600
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Al observar Hy: p # 1600 se trata de una prueba a dos colas, por lo que se tiene que calcular:
a 0,05
= = 0,025

2 2

Como se conoce la desviacion estandar de la poblacion o se debe utilizar la distribucién normal. Con
lectura en la tabla para un area de 0,025 le corresponde un valor Z,,;;, = £1,96. Se toma en cuenta el
valor positivo y el negativo porque se trata de una prueba de hipotesis a dos colas.

Como se tiene como dato el tamafio de la poblacion se tiene que verificar si cumple con la condicién para
utilizar el factor finito de correccion.

% 100% > 5% = —2 . 100% = 6%
N ° 72775000 TR

Entonces para calcular el valor de Z,,.p, Se emplea la siguiente ecuacion:
X—U 1620 — 1600

Zpruoha = ———e =5 Z b =
et s [IN=n "™ 150  [5000 — 300
7 AN=T 7300 N 50001

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente imagen:

= 2,24

A - c i i F
1 N 5000
2 n 300
2 i 1620
4 T 150
2 u 1600
e Hp: i = 1600
7 Hy: i+ 1600
g a 0,05
: a 0.025 =B8N~
10 E
= . 1009 = 5% 6.00 =B2B1)*100
12| N
B Ziana 196 =INV NORM ESTAND(B9)
“ 196 =B13*1
15 7 spa = — e 224 =@3-BS/BARAIZE2)"RALZ(BL-B2)/B1-1)
16 prusha - |N —
17 \,'_E -,J N —1
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El grafico elaborado con Winstats y Paint se muestra en la siguiente imagen:

04t

Zprueba = 2,24

=30 2.0 -1.0 1.0 20 a0
Ztapia = -1,96 Ziapla = 1,96

Decision: Dado que Zy,yepq 2,24 > Zianiq £ 1,96 N0 se acepta la Hy, y por lo tanto se acepta H,

2) La duracion media de lamparas producidas por una compafiia han sido en el pasado de 1120 horas.
Una muestra de 8 lamparas de la produccion actual dio una duracion media de 1070 horas con una
desviacion tipica de 125 horas. Comprobar la hipétesis u = 1120 horas contra la hipotesis alternativa
1 < 1120 horas mediante un error tipo I de 0,05.

Solucién:

Los datos son:
u=1120;n=8;x = 1070; S = 125; ¢ = 0,05

Las hipdtesis son:
Ho:pu = 1120; Hy:p < 1120

Como se conoce la desviacion estdndar de la muestra S se debe utilizar la distribucion t de Student. Con
lectura en la tabla para un area de 0,05 y con n—1 =8 — 7 grados de libertad le corresponde un
valor t;,,1 = —1,8946. Se toma en cuenta el valor negativo porque se trata de una prueba de hipotesis
a cola izquierda como se puede observar en la H;.

Entonces para calcular el valor de t,,-,.p, S€ emplea la siguiente ecuacion:

X— U
tprueba = s
Vn
1070 — 1120
tprueba = — 125 —1,131
V8
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Los calculos empleando Excel se muestran en la siguiente imagen:

W 0~ @ LWLk

10
11
12

tprueba -

A B C D
n 8
X 1070
S 125
u 1120
Hy:pp = 1120
Hy-p <1120
a 0,05
n-1 7 =B1-1
tiabia -1,.895 =INV.T(B7:BS8)

X—K  -1,131 =(B2-B4)/(B3/RAIZ(B1))

S

N

Los célculos empleando GeoGebra se realizan se la siguiente forma:

a) Ingrese a GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A D OO N =)

@,

b Vista Algebraica

b

P Vista Grafica

[

5

Entrada:
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b) Clic en Vista

Archivo Edita |Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
Vista Algebraica Ctrl+Mayis+A pal =4
A a=2
A Hoja de Célculo Ctrl+Mayis+S ABCV ) ‘%'v ? 2*
Vista Algebi [ Calculo Simbélico (CAS) Ctri+Maylis+K
|z| Vista Grafica Ctri+Mayis+1 s
rﬂ Vista Gréfica 2 Ctrl+Maylis+2
& vista Grafica 3D Cirl+May(is+3
_ Protocolo de Construccién Ctri+Mayis+L °
E Célculos de probabilidad Cirl+Mayls+P
Teclado 4
. Barra de entrada
¢ Dispaosicidn .. 2
@ Actualiza las Vistas (limpia rastros) Cirl+F
Recdlculo de todos los objetos Ctrl+R
1
]
4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 1 12 12 14 15 18 7 18
-1
2
-a
-4
-5
Emrada.l ‘ c1)
- P age , ags
c) Clic en Calculos de probabilidad. Aparece la ventana de Célculos de probabilidad
(v GeoGebra - a
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
S ERANEE -
(] AL B O O) &) Npeq =) ) P
} Vista Algebraica } Vista Grafica
[
)
M =
4 Distribucion | Estadisticas
3
2
1
.
1]
4 3 2 1 q T ) 7 1 12 13 14 15 16 17 18
-1
Z Normal v
2
3
-4
-5
Entrada: ‘ 1]
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d) Maximece la venta de Célculos de probabilidad

MR

Distribucién ‘ Estadisticas

1.5 2 25 3 35 4 45
u=0 o=1

-45 -4 -35 -3 -25 -2 -1.8

ENnrmal v
wo e
HIEH

e) Clic en Estadisticas

‘ Distribucion  Estadisticas

‘Testzde una media vl

Hipdtesis nula p=

Hipdtesis alternativa (= (= (@ =

Mugstra

SC—

Resultado
Test Z de una media
Media || ?
a ?
ES ?
N ?
z ?
p ?
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f) Clic en la pestafia deTest

x

-

‘ D|smbuc\ﬁn‘ Estadisticas ‘

TestZ de una media v
TestZ de una media

TestT de una media

TestZ, diferencia de medias

TestT, diferencia de medias

TestZ de una proporcién

‘TestZ, diferencia de proporciones

Z Estimada de una Media

Intervalo T de una media

Z Estimada, Diferencia de Medias
Intervalo T, diferencia de medias

Z Estimada de una Proporcidn

\Z Estimada, diferencia de Proporciones
Test de bondad de ajuste

[Test ChiCuadrado
Test Z de una media

Media |[ 7
a ?
ES ?
N ?
Z ?
B

g) En la pestafia de Test, clic en Test T de una Media

-

‘ Distribucign Estadisticas

TestT de una media v

Hipdtesis nula p=

Hipdtesis alternativa (= (> @ =

Muestra

Resultado

Test T de una media

Media |[ 7
s ?
ES ?
N ?

glib || ?
t ?
p ?
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h) En el espacio para Hipotesis Nula escribrir 1120. En Hipdtesis Alternativa, clic en <, porque en este
caso se esta realizando una prueba de hip6tesis a cola izquierda. En el espacio para Media, escriba 1070.
En el espacio para la desviasion estandar “s”, escriba 125. En el espacio para N, escriba 8. Enter

N

-

Distribucién | Estadisticas

TestT de una media W

Hipdtesis nula p= 1120

Hipdtesis alternativa @ = (= (=

Muestra
Media [1070

s 125
I |8
Resultado

Test T de una media

Media || 1070

| |
| s || 125 |
| Es | 44.1042]
L v [ 8 |
[ aib | 7 |
| ¢t | -11314]
| p | 0.1475 |

El gréafico elaborado con Winstats y Paint se muestra en la siguiente imagen:

tpruspa = —1,131

-20 10

=70 6.0 =50 L =30 =
trapia = —1,8946

60 70

Decision: Dado que tpryepq — 1,131 > trqpq — 1,8946 se Acepta la Hy
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TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 18
1) Contestar

1.1) ¢En qué caso se emplea la distribucion normal para la pruebas de significacion de medias?
1.2) ¢En qué caso se emplea la distribucidn t para la pruebas de significacion de medias?
1.3) ¢En qué caso se emplea el factor finito de correccion para modificar las desviaciones estandar?

Los siguientes problemas resolver con lectura en la tabla, Excel y GeoGebra (para los célculos) y el
programa Winstats (para las gréaficas)

2) La duracion media de una muestra de 200 tubos fluorescentes producidos por una compafiia resulta
ser de 1620 horas. Se sabe que la desviacion tipica de la poblacion es de 100 horas. Comprobar la
hipotesis 4 = 1600 contra la hipotesis alternativa u # 1600 horas con un nivel de significacion de 0,05.

Dado que Zp,yepq 2,83 > Zigpia £ 1,96 no se acepta la Hy

3) La duracion media de las bombillas producidas por una compaiiia han sido en el pasado de 1000 horas.
Una muestra de 28 bombillas de la produccion actual dio una duracién media de 1050 horas con una
desviacién tipica de 120 horas. Comprobar la hipétesis 4 = 1000 horas contra la hipotesis alternativa
1 < 1000 horas mediante un nivel de significancia de 0,05.

Dado que tpryuepa 2,205 > trapiq — 1,703 se acepta la Hy

4) Plantear y resolver un problema de prueba de hipotesis conociendo la desviacion estandar de la
poblacion.

5) Plantear y resolver un problema de prueba de hip6tesis conociendo la desviacion estandar de la muestra
y el tamafio de la poblacion.

B) PRUEBA MEDIAS DE DOS MUESTRAS

Las pruebas de dos muestras se utilizan para decidir si las medias de dos poblaciones son iguales. Se
requieren dos muestras independientes, una de cada una de las dos poblaciones. Considérese, por
ejemplo, una compafiia investigadora que experimentan con dos diferentes mezclas de pintura, para ver
si se puede modificar el tiempo de secado de una pintura para uso doméstico. Cada mezcla es probada
un determinado nimero de veces, y comparados posteriormente los tiempos medios de secado de las dos
muestras. Una parece ser superior, ya que su tiempo medio de secado (muestra) es 30 minutos menor que
el de la otra muestra. Pero, ¢son realmente diferentes los tiempos medios de secado de las dos pinturas,
0 esta diferencia muestral es nada mas la variacion aleatoria que se espera, aun cuando las dos férmulas
presentan idénticos tiempos medios de secado? Una vez mas, las diferencias casuales se deben distinguir
de las diferencias reales.

Con frecuencia se utilizan pruebas de dos muestras para comparar dos métodos de ensefianza, dos marcas,
dos ciudades, dos distritos escolares y otras cosas semejantes.

La hipotesis nula puede establecer que las dos poblaciones tienen medias iguales:

HO: H1i= H2

Las alternativas pueden ser alguna de las siguientes:

Hl:ﬂl?é,uZ Hl: HL> W Hl:/,ll<ﬂ2
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Cuando se conocen las desviaciones estandar de la poblacién o; y o, el valor estadistico de prueba es
el siguiente:

X1 — X3
Zprueba =
2 2
01,02
ng n;

Cabe suponer que el valor real de Z, cuando H, es verdadera, esta distribuido normalmente con una
media de 0 y una desviacién estandar de 1 (es decir, la distribucién normal estandarizada) para casos en
los que la suma n; + ny es igual o mayor de 30. Para tamafios mas pequefios de muestra, Z estard
distribuida normalmente sélo si las dos poblaciones que se muestrean también lo estan.

Cuando no se conocen las desviaciones estandar de la poblacion, y n1 + n2 es menor a 30, el valor
estadistico de prueba es como el que se presenta a continuacion.

X1 X
tprueba -
2 2
3.8
n, n;

Cuando los tamarios de las dos muestras no son iguales, y su suma es menor de 30, la férmula para el
valor estadistico de prueba se convierte en:

_ X1 — X
tprueba -
(ny — 1)ST + (n; — 1S3 (LJFL)
ng+n,; — 2 ng n,

El valor de t cuando H, es verdadera, tiene una distribucion t con ny + n, — 2 grados de libertad, si se
puede suponer que ambas poblaciones son aproximadamente normales.

Ejemplo ilustrativo

La media de las calificaciones de dos muestras de 15 estudiantes de primer semestre en la asignatura de
Estadistica de la universidad UTN resulta ser de 7 y 8,5. Se sabe que la desviacién tipica de las
calificaciones en esta asignatura fue en el pasado de 1,5. Comprobar la hipdtesis u1 = p2 contra la
hipotesis alternativa p1 < p2 con un nivel de significacion de 0,025.

Solucién:

Los datos son:
n1 = nz = 15

X1 =7

X, = 8,5
op=0,=15
a = 0,025

Las hipotesis son:
Ho:py =
Hytpy <

Como se conoce la desviacion estandar de la poblacion o se debe utilizar la distribucién normal. Con
lectura en la tabla para un area de 0,025 le corresponde un valor Z;,;,;, = —1,96. Se toma en cuenta el
valor negativo porque se trata de una prueba de hipdtesis a cola izquierda. A

0
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Se remplaza valores en la siguiente formula porque se conoce la desviacion estandar de la poblacion o y
el tamarfio de las muestras son iguales y n1 + n, es igual o mayor de 30:

X1 — Xy 7—8,5
Zprueba _— = Zprueba = T =—-274
o2 o2 1,5 n 1,5
142 15 715
ny Ny

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E
1 ny 15
2 L5 15
3 Xy 7
4 iy 8.5
5 ay 1.5
] o 1.5
7 a 0.025
8 Hy:ppy = pia
9 Hy:py < pip
10 Ztabia -1.96  =INV.NORMESTAND(BT)
11 - _ Xy — X 2274 =B3-BHRAIZ(B52/B1+B62B1)
12 prushea - -
13 || le + z—
14

Los célculos empleando GeoGebra se muestran en la siguiente figura:

b Calculos de Probabilidad =
Distribucidn | Estadisticas

Prueba Z, Diferencia de Medios v

Hipdtesis Mula pi-pi1= |0

Hipdtesis Alternativa @ < (= ()=
Muestra Muestra 2
Media |7 Media 8.5
o185 o|15
N 15 N |15
Resultado

Prueba Z, Diferencia de Medios

Muestra 1 | Muestra 2
Media 7 8.5
a 1.5 1.5
N 15 15
ES 0.5477
-2.7386
0.0031
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El grafico elaborado con Winstats y Paint se muestra en la siguiente imagen:
0.4+

meeha =274

:
-3 -2 -1 1 2 3

Ztapia = —1,96

Decision: No se acepta Ho, Ya que Zpryepa < Ztabia

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 19
1) Responder
1.1) ¢Para qué se utilizan las pruebas de dos muestras?

1.2) ¢Qué son muestras independientes?. Explique con un ejemplo
1.3) ¢En qué se concentra la prueba de hipdtesis de dos muestras?

1.4) ¢En qué caso se emplea la prueba z?, y ;Qué elementos estan presentes en la formula de la prueba
z?.

1.5) ¢Qué cabe suponer para el valor real de z cuando Ho es verdadera?

1.6) ¢En qué caso se emplea la prueba t?, y ;Qué elementos estan presentes en la férmula de la prueba
t?.

1.7) ¢En qué caso el valor de t, suponiendo que Ho es verdadera se puede aproximar mediante z?

1.8) ¢Qué formula para el valor estadistico de prueba de hipétesis se emplearia cuando los tamafios de
las dos muestras no son iguales, y su suma es mayor de 30?.

Realizar la prueba de hipotesis con lectura en la tabla, Excel y GeoGebra (para los calculos) y el programa
Winstats (para las gréaficas)

2) Ho: p1 = po, Hi: 1 > po, a=0,05, x; = 20, X, = 18, 61=62=3, n1=n= 36
No se acepta Ho, ya que Zprueba = 2,83> Ztania=1,65

3) Ho: p1 = po, Hi: w1 # w2, a=0,05, x; = 5,4, X, =5, S1=1,1, S»=1,2, ;== 14
Se aprueba Ho, ya que tporuena=0,92 se encuentra dentro del intervalo de aceptacion

)
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4) La media de las edades de dos muestras de 36 estudiantes de primer semestre de una universidad
resulta ser de 20 afios y 18 afios. Se sabe que la desviacidn tipica de todos los estudiantes fue en el pasado
de 3 afos. Comprobar la hipdtesis p1 = p2 contra la hipdtesis alternativa p1 > p2 con un nivel de
significacion de 0,05

No se acepta Ho, ya que Zpruena=2,83 > Ztabia=1,65

5) La duracion media de dos muestras de 10 y 14 pantalones producidos por dos empresas resulta ser de
5,4 afos y 5 afios, con una desviacion tipica de 1,1 afios y 1,2 afios, respectivamente. Comprobar la
hip6tesis w1 = p2 contra la hipdtesis alternativa p1 # 2 con un nivel de significacion de 0,05

Se acepta Ho, ya que tpruena=0,83 se encuentra dentro del intervalo de aceptacion tiwni==+2,0739

6) Seleccione dos cursos de diferente paralelo de su institucion educativa. Seleccione dos muestras
iguales y menores a 30 de cada curso. Investigue las calificaciones de cada curso en la asignatura que
usted crea conveniente y que imparta clases el mismo maestro. Con esas calificaciones calcule la media
y la desviacion tipica de cada muestra. Comprobar la hipdtesis pu1 = po contra la hipdtesis alternativa
1 # W2 con un nivel de significacion de 0,05.

7) Plantee y resuelva un problema de prueba de hipétesis similar al anterior de cualquier tema de su
preferencia.

4.2) ANALISIS DE VARIANZA

El analisis de varianza es una técnica que se puede utilizar para decidir si las medias de dos 0 mas
poblaciones son iguales. La prueba se basa en una muestra Gnica, obtenida a partir de cada poblacion. El
analisis de varianza puede servir para determinar si las diferencias entre las medias muestrales revelan
las verdaderas diferencias entre los valores medios de cada una de las poblaciones, o si las diferencias
entre los valores medios de la muestra son mas indicativas de una variabilidad de muestreo.

Si el valor estadistico de prueba (analisis de varianza) nos impulsa a aceptar la hipotesis nula, se
concluiria que las diferencias observadas entre las medias de las muestras se deben a la variacion casual
en el muestreo (y por tanto, que los valores medios de poblacion son iguales). Si se rechaza la hipétesis
nula, se concluiria que las diferencias entre los valores medios de la muestra son demasiado grandes
como para deberse Unicamente a la casualidad (y por ello, no todas las medias de poblacion son iguales).

Los datos para el analisis de varianza se obtienen tomando una muestra de cada poblacion y calculando
la media muestral y la variancia en el caso de cada muestra.

Existen tres supuestos basicos que se deben satisfacer antes de que se pueda utilizar el analisis de
variancia.

1) Las muestras deben ser de tipo aleatorio independiente.
2) Las muestras deben ser obtenidas a partir de poblaciones normales.
3) Las poblaciones deben tener variancias iguales (es decir, 6 = g2=......07)

El andlisis de varianza, como su nombre lo indica, comprende el célculo de varianzas. La varianza de
una muestra es el promedio de las desviaciones elevadas al cuadrado de la media del grupo.
Simbolicamente, esto se representa de la siguiente manera:

X(x;-x)?

varianza de la muestra = s* = 1
n —_—
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Cabe observar que se debe utilizar n - 1, ya que se esta trabajando con datos muestrales. De ahi que, para
obtener la varianza muestral, el procedimiento sea el siguiente:

1) Calcular la media muestral

2) Restar la media de cada valor de la muestra.

3) Elevar al cuadrado cada una de las diferencias.
4) Sumar las diferencias elevadas al cuadrado.

5) Dividirentren - 1

A) ESTIMACION INTERNA DE VARIANZA (WITHIN ESTIMATE) s2,

Aunque parezca extrafio un examen de las varianzas puede revelar si todas las medias de la poblacién
son iguales o no. El anéalisis de varianza utiliza dos métodos un poco diferentes para estimar las varianzas
de la poblacion (iguales). Si las dos estimaciones son aproximadamente iguales, esto tiende a confirmar
H,; si una de las dos estimaciones es mucho mayor que la otra, esto tiende a confirmar H,. Si la hipétesis
nula es verdadera, entonces las muestras se habran obtenido de poblaciones con medias iguales. Y como
se supone que todas las poblaciones son normales y poseen variancias iguales, cuando H, es verdadera
se presenta una situacion conceptualmente idéntica a otra en la que todas las muestras hayan sido tomadas
realmente a partir de una poblacion Gnica. Si H, es falsa, entonces las muestras provendran de
poblaciones que no presentan todas la misma media, sin embargo, cabe observar que, ain en ese caso, se
debe suponer que las poblaciones son normales y tienen variancias iguales.

Una forma de calcular la varianza poblacional es sacar el promedio de las varianzas de las muestras. Es
evidente que se podréa utilizar cualquiera de las varianzas muestrales, pero el promedio de todas ellas por
lo general proporcionard la mejor estimacion debido al mayor nimero de observaciones que representa.
Como cada varianza muestral sélo refleja la variacion dentro de una muestra en particular, la estimacion
de la varianza basada en el promedio de las varianzas muestrales se llama estimacion interna de
variancia. La estimacion interna de variancia se calcula de la siguiente manera:

2, 2 2 2
SZ _ S1 +SZ +SB+-- [EEREE] ----Sk
v k

Donde:
s2 = variancia de la muestra 1 ; s2 = variancia de la muestra 2; s2 = variancia de la muestra 3
sZ = variancia de la muestra k ; k = nmero de muestras

B) ESTIMACION INTERMEDIANTE DE VARIANZA (BETWEEN ESTIMATE) s2

Como se supone que las varianzas de la poblacion son iguales, independientemente de si las medias lo
son o no, la estimacién interna de varianza no se altera por la verdad o falsedad de H,. Por tanto, no se
puede utilizar por si misma para determinar si las medias de la poblacion podrian ser iguales. No
obstante, sirve como una norma de comparacion respecto a la cual puede evaluarse una segunda
estimacion llamada estimacion intermediante de varianza. Esta segunda estimacion es sensible a
diferencias entre las medias de poblacion.

La estimacion interna de varianza sirve como una norma respecto a la cual se puede comparar la
estimacion intermediante de varianza.

La estimacion de varianza entre muestras determina una estimacion de las varianzas iguales de la
poblacién de una forma indirecta a través de una distribucion de muestreo de medias. Recuérdese que si
H,, es verdadera, esto equivale a tomar todas las muestras de la misma poblacion normal. Ademas, por
el Teorema del Limite Central, se sabe que la distribucion de muestreo de medias, obtenida de una
poblacion normal, estara distribuida normalmente, y que la desviacion estandar de la distribucion de
muestreo (raiz cuadrada de su varianza) esta directamente relacionada con el tamafio de la desviaci
estandar de la poblacién (raiz cuadrada de la varianza de la poblacion). Es decir, -
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Donde:

sz = desviacion estandar del muestreo de distribucion de medias

s, = desviacion estandar de la poblacién

n = tamafo de la muestra

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacion, se obtiene la relacion en términos de variancias:

=2
n

Ahora, si se conoce la variancia de la distribucidn de muestreo, inicamente multiplicandola por el tamafio
de la muestra, se obtendra exactamente el valor de o2 decir,

2
0% = no,
Pero como por lo general no se conoce o2 se emplea

s2 = ns?

Donde

=2
: . o x)
sZ = varianza de las medidas aritméticas = 1

7 —
k —
Ejemplos ilustrativos

1) Calcular la varianza muestral de 16, 19, 17, 16, 20, 19, 20

Solucion:
Calculando la media aritmética se obtiene:

_ Yx; 164+19+17+16+20+19+20 127
x: = =
n 7 7

= 18,143

Llenando la tabla para obtener datos para reemplazar valores de la formula de la varianza se obtiene:

x| (g —%) | (g —%)°
16 -2,143 4,592
19 0,857 0,734
17 -1,143 1,306
16 -2,143 4,592
20 1,857 3,448
19 0,857 0,734
20 1,857 3,448
Total 18,854
Remplazando valores en la formula y realizando las operaciones respectivas se tiene:
Y(x; —x)> 18,854 18,854
- n-1  7-1 6

SZ

= 3,14

)
(q1os
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Los calculos empleando Excel y GeoGebra se muestran en la siguientes figuras:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

O 00 N O W N

A
16
19
17
16
20
19
20

n—1

B

G

¥ Vista Algebraica

= Nimero

L0 a=344

2 Z(x; — %)% 3,14 =VAR.S(A1:A7)

P I 1) ) (P2 (N

#| | ¥ Vista Grafica

[Mimero a: VarianzaMuestral{16, 19, 17, 16, 20, 19, 20}]|

2) Dado la siguiente tabla con datos acerca del peso en kg por 1,7 m de estatura

Muestra
Observacion | 1 | 2 | 3 | 4
1 70|74 |68 | 75
2 75|77 |70 70
3 74 |70 65|73
4 72180 (60|72
5 68|72 |72 |71
6 59|76 | 73|72
a) Calcular la estimacién interna de variancia
b) Calcular la estimacion intermediante de variancia
Solucion:
Calculando las medias aritméticas se obtiene:
_ XX
X = n
_ 70+75+74+72+68+59 418
X1 = c = = 69,667
_ 74+77+70+80+72+76 449
Xy = c = = 74,833
_  68+70+65+60+72+73 408
_ 754704+ 734+72+71+72 433
X, = 6 = = 72,167
Se llena la siguiente tabla:
Muestra (o1 = %)% | (xp = %)% | (3 — X3)% | (xg — %y)?
Observacion | 1 2 3 4
1 70 |74 |68 |75 0,111 0,694 0 8,026
2 75 |77 |70 |70 28,441 4,696 4 4,696
3 74 |70 |65 |73 18,775 23,358 9 0,694
4 72 180 |60 |72 5,443 26,698 64 0,028
5 68 |72 |72 |71 2,779 8,026 16 1,361
6 59 |76 |73 |72 113,785 1,362 25 0,028
Total 418 | 449 | 408 | 433 | 169,334 64,834 118 14,833
9
D
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Remplazando los datos en la férmula de la varianza se obtienen las varianzas de las 4 muestras.
=\ 2
o2 = 2(x; — %)
n—1
Varianza de la muestra 1

, 169,334
s = r—

Varianza de la muestra 2

= 33,867

. 64,3834
Sz =

= 12,967

Varianza de la muestra 3

s2 === 23,6

Varianza de la muestra 4

14,833
-5

s

= 2,967

a) Calculando la estimacidn interna de varianza se obtiene:

St+si+si+-+sp
k

33,867 + 12,967 + 23,6 + 2,967 _ 73,401
4 T4

Nota: La estimacion interna de varianza es la media aritmética de la varianzas.

b) Para calcular la estimacién intermediante de varianza primero se calcular la varianza de las medias
aritméticas

NG - 0
T T

Para calcular la varianza de las medias aritméticas se calcula la media aritmética de las medias
aritméticas, la cual es:
_ Y X _ 69,667 + 74,833 + 68 + 72,167 _ 284,667

k 4 4

=l

= 71,167

Se llena la siguiente tabla:

X (x — X)?
69,667 2,25
74,833 13,44

68 10,03
72,167 1

Total 26,72

Se remplaza los datos de la tabla para calcular varianza de las medias aritméticas
, X(x—-X)?* 2672
T TE-1 T3

)
(167
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Finalmente se calcula la estimacion intermediante de varianza, la cual queda:
s?=n-s2=6-8907 = 53,44

Los célculos en Excel se muestra en la siguiente figura:

A B C D E F G

1 Muestra
2 | Observacion 1 2 3 4 X
3 1 70 74 68 75 69.667 =PROMEDIO(B3BE)
4 2 75 77 70 70 74,833 =PROMEDIO{C3:CE)
5 3 74 70 65 73 68,000 =PROMEDIO(D3DE)
b 4 72 80 60 72 72.167 =PROMEDIO(E3ES)
7 5 68 72 72 71
8 ] 50 76 73 72
9 33.87 12,97 23.60 2.97
10 g2 =VAR S(B3BE) =VAR 5(C3:C8) =VAR S(D3DE8) =VARS(E3EE)
11

: o ., 51 t+5; S§+"'+s§
12 Estimacion interna 18.350 =PROMEDIO(B9ES) s3 = .
13 Varianza de las medias aritméticas 8,907 =VAR S(F3F6) S:- - ZL?‘ — .‘1‘]‘

R

14 |n 6 =CONTAR(AIAR)
15 Estimacion intermediante 53,44 =C14*C13 s:i=n-si

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 20

1) Realizar un organizador grafico sobre el andlisis de varianza

2) Obtenga la varianza de los siguientes datos muestrales empleando la formula, Empleando Excel y
GeoGebra:
2.1)7, 8,10, 15,20,20y 25

s% =48
2.2) 16, 19, 20, 21, 20, 20, 24
s?=5,67
3) Dado la siguiente tabla con datos acerca del kilometraje por litro de gasolina
Muestra
Observacion | 1 2 3 4
1 15,2 | 14,8 | 15,6 | 154
2 15,4 | 15,3 | 15,4 | 15,8
3 149 | 14,8 | 16,2 | 15,6
4 15,8 | 14,6 | 15,4 | 15,2
5 15,6 | 14,2 | 152 | 15,5
6 15,2 | 15,2 | 15,4 | 15,3
3.1) Realizar una estimacion interna de varianza de manera manual y empleando Excel
s2, = 0,1085
3.2) Calcular la estimacion intermediante de varianza de manera manual y empleando Excel
s2 =0,636
4) Crear y resolver un ejercicio similar al anterior D

1 188
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C) LARAZONF

A diferencia de otras pruebas de medias que se basan en la diferencia existente entre dos valores, el
analisis de varianza emplea la razon de las estimaciones, dividiendo la estimacion intermediante entre la
estimacion interna

ns2

2
X
st (s2+si+si+os2)/k

Razon F =

Esta razén F fue creada por el matematico britanico Ronald Fisher (1890-1962). El valor estadistico de
prueba resultante se debe comparar con un valor tabular de F, que indicara el valor maximo del valor
estadistico de prueba que ocurria si Ho fuera verdadera, a un nivel de significacion seleccionado. Antes
de proceder a efectuar este célculo, se debe considerar las caracteristicas de la distribucion F

i) Caracteristicas de la distribucion F

- Existe una distribucion F diferente para cada combinacion de tamafio de muestra y nimero de muestras.
En el caso de la distribucion F, los valores criticos para los niveles 0,05 y 0,01 generalmente se
proporcionan para determinadas combinaciones de tamafios de muestra y nimero de muestras.

- La distribucion es continua respecto al intervalo de 0 a + oo. La razén mas pequefia es 0. La razon no
puede ser negativa, ya que ambos términos de la razén F estan elevados al cuadrado.

- La forma de cada distribucion de muestreo tedrico F depende del nimero de grados de libertad que
estén asociados a ella. Tanto el numerador como el denominador tienen grados de libertad relacionados.

ii) Determinacion de los grados de libertad

Los grados de libertad para el numerador y el denominador de la razén F se basan en los calculos
necesarios para derivar cada estimacion de la variancia de la poblacion. La estimacion intermediante de
variancia (numerador) comprende la division de la suma de las diferencias elevadas al cuadrado entre el
ndmero de medias (muestras) menos uno, o bien, k - 1. Asi, k - 1 es el nimero de grados de libertad
para el numerador.

En forma semejante, el calcular cada variancia muestral, la suma de las diferencias elevadas al cuadrado
entre el valor medio de la muestra y cada valor de la misma se divide entre el nimero de observaciones
de la muestra menos uno, o bien, n - 1. Por tanto, el promedio de las variancias muestrales se determina
dividiendo la suma de las variancias de la muestra entre el nimero de muestras, o k. Los grados de
libertad para el denominador son entonces, k(n -I).

iii) Uso de la tabla de F del andlisis de variancia (ANOVA)

En la tabla 5 se ilustra la estructura de una tabla de F para un nivel de significacion de 0,01 0 1% y 0,05
0 5%. Se obtiene el valor tabular, localizando los grados de libertad del numerador n, (que se listan en
la parte superior de la tabla), asi como los del denominador n, (que se listan en una de las columnas
laterales de la tabla) que corresponden a una situacion dada. Utilizando el nivel de significacion de 0,05
paran; = 7y n, = 3 grados de libertad, el valor de F es 8,89
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TABLAN®S
DISTRIBUCION F DE FISHER

5% de area 1% de area
2,80 4,39

—
1 2 3 4 5 6 7
Ejemplos:

Paran, =9; n, = 12 grados de libertad
P(F > 2,80) = 0,05 =5%
P(F>4,39)=0,01=1%

5% (normal) y 1% (negritas)
n, = grados de libertad del numerador
n, = grados de libertad del denominador

n, S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 25 50 100
1 161,45 | 199,50 | 215,71 | 224,58 | 230,16 | 233,99 | 236,77 | 238,88 | 240,54 | 241,88 | 245,95 | 248,01 | 249,26 | 251,77 | 253,04
4052,2 | 4999,5 | 5403,4 | 5624,6 | 5763,6 | 5859,0 | 5928,4 | 5981,1 | 6022,5 | 6055,8 | 6157,3 | 6208,7 | 6239,8 | 6302,5 | 6334,1
2 1851 | 19,00 |19,16 |19,25 |19,30 | 19,33 [19,35 |19,37 |19,38 |19,40 [19,43 |1945 |19,46 |19,48 |19,49
98,50 [99,00 |99,17 99,25 [99,30 |99,33 |99,36 |99,37 |99,39 [99,40 |99,43 [99,45 |99,46 |99,48 |99,49
3 10,13 | 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 8,70 8,66 8,63 8,58 8,55
34,12 30,82 [29,46 | 28,71 |2824 [2791 |27,67 |2749 |2735 [27,23 |26,87 |26,69 |2658 |2635 |26,24

iv) Célculo de la razon F a partir de datos muestrales

estimacion intermediante de variancia F sz nsz
- P — = ba = 5 =
estimacion interna de variancia prueda g2 (s?+4s2+s2+--s2)/k

F prueba =

v) Hipétesis Nula y Alternativa

Ho: Todas las proporciones de la poblacion son iguales.

H1: No todas las proporciones de la poblacion son iguales.

Ejemplo ilustrativo

Los pesos en kg por 1,7 m de estatura se ilustran en la siguiente tabla. La finalidad es determinar si

existen diferencias reales entre las cuatro muestras. Emplear un nivel de significacion de 0,05

Muestra
Observacion | 1 | 2 | 3 | 4
1 70|74 |68 | 75
75177 |170| 70
741 70| 65|73
72180 |60 |72
68 72|72 |71
59 76| 73|72

OO IWIN

Solucion:

Las hipotesis Nula y Alternativa son:

Ho: Todas las proporciones de la poblacion son iguales.
H1: No todas las proporciones de la poblacion son iguales.

Calculando los grados de libertad de numerador se tiene:
k—1=4-1=3

Calculando los grados de libertad del denominador se tiene:
k(n—1)=4(6-1) =20
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Con 3 grados de libertad en el numerador, 20 grados de libertad en el denominador y con un nivel de
significacion a = 0,05 con lectura la tabla se obtiene F;;p;, = 3,10
Para calcular Fy,,¢pq Se procede de la siguiente manera:

Calculando las medias aritméticas se obtiene:

XX

X =
n

. 70+75+74+72+68+59 418

%, = - =~ 69,667
_ 74+77+70+80+72+76 449

%, = - =2 74833
_  68+70+65+60+72+73 408

. 75470+73+72+71+72 433

%, = ="~ 72167

6 6

Se llena la siguiente tabla para calcular las varianzas muestrales:

Muestra (1 — %)% | (p = %)% | (x3 — %3)? | (x4 — X4)?
Observacion | 1 2 3 4
1 70 |74 |68 |75 0,111 0,694 0 8,026
2 75 |77 |70 |70 28,441 4,696 4 4,696
3 74 |70 |65 |73 18,775 23,358 9 0,694
4 72 180 |60 |72 5,443 26,698 64 0,028
5 68 |72 |72 |71 2,779 8,026 16 1,361
6 59 |76 |73 |72 113,785 1,362 25 0,028
Total 418 | 449 | 408 | 433 | 169,334 64,834 118 14,833

Remplazando los datos en la formula de la varianza se obtienen las varianzas de las 4 muestras.

, X —x%)?
St =—7
n—1
, 169,334
s2=—""""_ =33867
, 64,834
s§ = ———=12967
, 118
S3 = T = 23,6
, 14,833
s§=—7—=2967

Calculando la estimacion interna de varianza se obtiene:

SZ 455+ 554+ s}
k

Siy

33,867 + 12,967 + 23,6 + 2,967 _ 73,401
4 T4

= 18,35

Siy

Para calcular la estimacion intermediante de varianza primero se calcular la varianza de las medias
aritméticas
Y(x - X)?

S i

9
(9 101 |
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Para calcular la varianza de las medias aritméticas se calcula la media aritmética de las medias
aritméticas, la cual es:

). X; 69,667 + 74,833+ 68+ 72,167 284,667

X = 2 2 7 = 71,167
Se llena la siguiente tabla:
X (k — %)?
69,667 2,25
74,833 13,44
68 10,03
72,167 1
Total 26,72

Se remplaza los datos de la tabla para calcular varianza de las medias aritméticas

Y(x—%)? 2672
2 = = =
sf="0— - =18907

Calculando la estimacion intermediante de varianza se obtiene:
s,? = n-s,% =6-8,907 = 53,44

Finalmente calculando Fy,cpq SE tiene:
si 53,44
s2 1835

Fprueba =

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F G H
1 Muestra k
2 |Observacion ¢ 1 2 3 4 i
3 1 10 12 15 18 12,833 =PROMEDIO(E3ES)
4 2 11 14 16 15 13,667 =PROMEDICO(C3:CE)
5 3 13 15 14 14 16,167 =PROMEDIO(D3DE)
& 4 14 15 20 15 16,167 =PROMEDIO(E3IES)
7 3 15 10 16 20
g 6 14 16 16 15
] 52 3.77 5.07 4,17 5.37
10 VAR S(B3BS) =VAR S(C3:C8) =VAR S(D3:D§) =VAR S(E3-ES)
11
5 Estimacion interna 4,59 =PROMEDIO(BO:EQ) s2=C1[2 7 '1 T %
. Varianza de las medias aritméticas 2,05 =VAR S(F3F6) o2 = E':";;}

2 =

= n 6 =CONTAR(A3:AS)
15 |Estimacion intermediante 17.71 =C14*C13 52 =mn-s2
16 Fprueba 3.86 =C15/C12 F =%
- pruspa =z
18 k 4 ~CONTAR(B2E2)
19 k-1 3 =(18-1
20 k(n—1) 20 =C18*(C14-1)
21 a 0,05
2 Frabia 3.10 =INV_F.CD(C21:C19:C20)
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La gréfica elaborada empleando Winstats y Paint se muestra en la siguiente figura:

File Edit Calc Btns

®-value |3_1|:|
tail prob I 0.049392

significance |U. 05

degrees I

Fprueba = 2,91

1 2 3 Ftabla — 3;10 4 S 6

La grafica elaborada empleando GeoGebra se muestra en la siguiente figura:

RE :

Distribucidn | Estadisticas

0z 04 0B oe 1 12 14 15 18 2 22 B 2% i) 3 32 3.4 EL 38 4 42 24 45 48 B 52 54 55

p=11111 0=10393

|/ Distribucién F v
dfl |3 df2 |20

=1 =]1=!

P( 30984 |=X)= 0.0§

Decision: Como Fy,yepq €S MeNor que Fyqpiq, Hy S€ acepta, por lo tanto no existen diferencias reales en
los pesos de las 4 muestras, es decir, todas las proporciones de la poblacion son iguales.
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TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 21
1) ¢Qué es razon F?
2) Describa brevemente las caracteristicas de la distribucion F
3) ¢En qué se asemeja la distribucion F a la distribucion t?. y ¢En qué se diferencian?

4) Las calificaciones promedio de 4 asignaturas de un curso de cierta universidad se ilustran en la
siguiente tabla. La finalidad es determinar si existen diferencias reales entre las calificaciones de las
cuatro asignaturas. Emplear un nivel de significacion de 0,05. Resuelva de forma manual, Empleando
Excel, Winstats y GeoGebra.

Muestra
Observacion | 1 | 2 | 3 | 4
1 515 |7 |9
2 107 |9 |8
3 9 |[10|8 |10
4 6 |8 |10|4
5 7 19 |10|7

Como Fyryepq = 0,52 €5 menor que Fiqpiq = 3,24, Ho se acepta, por lo tanto no existen diferencias
reales en las calificaciones de las 4 asignaturas.

5) Determinar si existen diferencias reales entre 4 asignaturas que usted recibe, empleando 7
observaciones y un nivel de significacion de 0,05. Resuelva de forma manual, Empleando Excel y
Winstats

4.3) PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA PROPORCIONES

Las pruebas de proporciones son adecuadas cuando los datos que se estan analizando constan de cuentas
o frecuencias de elementos de dos 0 mas clases. El objetivo de estas pruebas es evaluar las afirmaciones
con respecto a una proporcion (o Porcentaje) de poblacion. Las pruebas se basan en la premisa de que
una proporcion muestral (es decir, X ocurrencias en n observaciones, 0 x/n) seré igual a la proporcion
verdadera de la poblacion si se toman margenes o tolerancias para la variabilidad muestral. Las pruebas
suelen enfocarse en la diferencia entre un ndmero esperado de ocurrencias, suponiendo que una
afirmacion es verdadera, y el nimero observado realmente. La diferencia se compara con la variabilidad
prescrita mediante una distribucion de muestreo que tiene como base el supuesto de que H,, es realmente
verdadera.

En muchos aspectos, las pruebas de proporciones se parecen a las pruebas de medias, excepto que, en el
caso de las primeras, los datos muestrales se consideran como cuentas en lugar de como mediciones. Por
ejemplo, las pruebas para medias y proporciones se pueden utilizar para evaluar afirmaciones con
respecto a:

1) Un parametro de poblacién Gnico (prueba de una muestra)
2) La igualdad de parametros de dos poblaciones (prueba de dos muestras), y

3) La igualdad de pardmetros de mas de dos poblaciones (prueba de k muestras). Ademas, para tamafios
grandes de muestras, la distribucion de muestreo adecuada para pruebas de proporciones de una y dos
muestras es aproximadamente normal, justo como sucede en el caso de pruebas de medias de una y dos
muestras.
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A) PRUEBA DE PROPORCIONES DE UNA MUESTRA

Cuando el objetivo del muestreo es evaluar la validez de una afirmacion con respecto a la proporcion de
una poblacion, es adecuado utilizar una prueba de una muestra. La metodologia de prueba depende de si
el nimero de observaciones de la muestra es grande o pequefio.

Como se habré observado anteriormente, las pruebas de grandes muestras de medias y proporciones son
bastante semejantes. De este modo, los valores estadisticos de prueba miden la desviacién de un valor
estadistico de muestra a partir de un valor propuesto. Y ambas pruebas se basan en la distribucién normal
estandar para valores criticos. Quiza la Unica diferencia real entre las ambas radica en la forma corno se
obtiene la desviacion estandar de la distribucion de muestreo.

Esta prueba comprende el calculo del valor estadistico de prueba Z

X _
n— Po

Z =
prueba
/M
n

Donde:
X = ocurrencias
n = observaciones

X

" = proporcién de la muestra

Po = proporcion propuesta
Po(1 —po)

= desviacion estandar de la proporcion
n

Si se muestrea a partir de una poblacion finita
n
N 100% > 5%

Se debe utilizar el factor finito de correccion
X
n_ Po

\/Po(ll: Po) \/g:rll

Posteriormente este valor es comparado con el valor de Z, obtenido a partir de una tabla normal a un
nivel de significacion seleccionado.

Zprueba =

Como ocurri6 con la prueba de medias de una muestra, las pruebas de proporciones pueden ser de una o
dos colas. El tipo de prueba refleja Hi. Por ejemplo, hay tres posibilidades para H:

Hi: p> po Hi: p < po Hi: p # po
La hipdtesis nula es: Ho: p = po

La primera alternativa establece una prueba de cola derecha, la segunda, izquierday la tercera, una prueba
de dos colas.
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Ejemplo ilustrativo

En un estudio se afirma que 3 de 10 estudiantes universitarios trabajan. Pruebe esta aseveracion, a un
nivel de significacion de 0,025, respecto a la alternativa de que la proporcién real de los estudiantes
universitarios trabajan es mayor de lo que se afirma, si una muestra aleatoria de 600 estudiantes
universitarios revela que 200 de ellos trabajan. La muestra fue tomada de 10000 estudiantes.

Los datos son:

3
Po = 0° 0,3;a = 0,025; n = 600; X = 200; N = 10000

Las hipotesis son:

Ho:p = Do

Hy:p > po

Con lectura en la tabla para un area de 0,025 le corresponde un valor Z;,5;, = 1,96. Se toma en cuenta
el valor positivo porque se trata de una prueba de hipoétesis a cola derecha.

Como en los datos aparece el tamafio de la poblacion, se debe verificar si el tamafio de la nuestra es
mayor que el 5%. Se remplaza valores en la siguiente formula:

n 600

_. 0, 0 - . 0/, — /O,

N 100% > 5% = 10000 100% = 6%

Por lo tanto se debe utilizar la formula con el factor finito de correccion.
X 200

= — —=—0,3
Zprueba = L P = 600 =184
Jp0(1 — Do) _JN —n \/0,3(1 —0,3) (10000 — 600
n N-1 600 10000 — 1
Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:
A B C D E F G H
1 Po 0.3  =3/10
2 ] 600
3 X 200
4 a 0,025
5 N 10000
] % 100% > 5% 6 =(B2/B5)*100
7 Ho:p = po
8 Hy:p = pg
9 Zabla -1,96 =DISTR.NORM.ESTAND.INV(B4)
10 1.96 =B&*-1
11 X
12 M— n~Po 1,84 =(B3/B2-B1)/(RAIZ(B1*(1-B1)/B2)*RAIZ((B5-B2)/(B5-1)))
ii [Po(l —Po) [N—n
d n YyN-—1
15

9
(9 106 |
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El grafico elaborado empleando Winstats y Paint se muestra a continuacion:

0.4+

normal calculations

lows » 1.96
highs |5

probability | 0,025

significance IU.UZE

0.2 T parameters | close

Z.

prueba

= 1,84

2
Ziapia = 1,96

Decision: H, es aceptada, ya que Zpyyepq = 1,84 €s menor que Zqqp = 1,96, por lo tanto es cierto que
3 de 10 estudiantes universitarios trabajan.

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 22
Los siguientes problemas resolver en forma manual (con lectura en la tabla), Empleando Excel y Winstats

1) Un fabricante asegura que un embarque de ciertos sacos contiene menos del 0,5% de piezas
defectuosas. Una muestra aleatoria de 100 de ellos presenta 2 defectuosos. Se desea evitar que acepte
una remesa con mas del 0,5% de sacos defectuosos. Realiza una prueba al nivel 0,02

Ho no se acepta, ya que Zprueva (2,13) €S mayor que Ztabia (2,05)

2) En un estudio se afirma que 6 de 10 estudiantes universitarios trabajan. Pruebe esta aseveracion, a un
nivel de significacion de 0,025, respecto a la alternativa de que la proporcion real de los estudiantes
universitarios trabajan es menor de lo que se afirma, si una muestra aleatoria de 200 estudiantes
universitarios revela que 110 de ellos trabajan.

Ho es aceptada, ya que Zprueba (-1,44) €S mayor que Ztapia (-1,96)

3) En una ciudad se afirma que aproximadamente el 90% de los jovenes en su &rea terminan la educacion
secundaria. Ponga a prueba esta aseveracién contra la alternativa de que el porcentaje verdadero no es el
90%, y utilice una probabilidad del 5% de que se comete un error de tipo I. Una muestra de 100 jovenes
indica que el 80% de ellos terminan la educacion secundaria.

Ho no se acepta, ya que Zpruena (-3,3) esta en la zona de rechazo de Zabia (£1,96)

4) Una empresa fabricante de zapatos asegura que menos del 2% de las cajas de zapatos estan con
defectos. Una comprobacion aleatoria revela que 2 de 50 cajas estan con defectos. La muestra fue tomada
de una remesa de 200 cajas de zapatos. Se quiere evitar que haya demasiadas cajas con defectos. Realice
la prueba con un 0,0075 nivel de significacion.

Ho es aceptada, ya que Zprueba (1,16) esta en la zona de aceptacion de Ztania (2,43)

5) Consulte en la biblioteca o en el internet un ejercicio resuelto sobre prueba de hipotesis para
proporciones. Presente el ejercicio resuelto empleando Excel y Winstats. o)

0
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B) PRUEBA DE PROPORCIONES DE DOS MUESTRAS

El objetivo de una prueba de dos muestras es determinar si las dos muestras independientes fueron
tomadas de dos poblaciones, las cuales presentan la misma proporcion de elementos con determinada
caracteristica. La prueba se concentra en la diferencia relativa (diferencia dividida entre la desviacion
estandar de la distribucion de muestreo) entre las dos proporciones muestrales. Diferencias pequefias
denotan Unicamente la variacion casual producto del muestreo (se acepta Ho), en tanto que grandes
diferencias significan lo contrario (se rechaza Ho). El valor estadistico de prueba (diferencia relativa) es
comparado con un valor tabular de la distribucion normal, a fin de decidir si Ho es aceptada o rechazada.
Una vez mas, esta prueba se asemeja considerablemente a la prueba de medias de dos muestras.

La hipdtesis nula en una prueba de dos muestras es
o _ _ Ho:py = p,
Las hipotesis alternativas posibles son
Hy:py #p2 Hy:p1>p2 Hiipr <p2

La estimacion combinada de p se calcula de la siguiente manera:
X1 + X2
- nyq + n,
Donde:
p = proporcion muestral; x; = numero de aciertos en la muestra 1
X, = numero de aciertos en la muestra 2 ; n; = nimero de observaciones de la muestra 1
n, = nimero de observaciones de la muestra 2

Este valor de p se utiliza para calcular el valor estadistico de prueba

X1 _X2
ng n,

\/p(l - P) (nl1 + ,%2)

Zprueba =

Ejemplo ilustrativo

Se ponen a prueba la ensefianza de la Estadistica empleando Excel y Winstats. Para determinar si los
estudiantes difieren en términos de estar a favor de la nueva ensefianza se toma una muestra de 20
estudiantes de dos paralelos. Del paralelo A 18 estan a favor, en tanto que del paralelo B estan a favor
14. ¢Es posible concluir con un nivel de significacion de 0,05 que los estudiantes que estan a favor de la
nueva ensefianza de la Estadistica es la misma en los dos paralelos?.

Los datos son:
ny = 20, n, = 20, X1 = 18;x2 = 14;x2 =14

Las hipdtesis son:
Ho:py = p2; Hi:py # D2

Como se trata de una prueba de hipotesis a dos colas se debe calcular

“ 2% o025
2 2 7

Con lectura en la tabla para un area de 0,025 le corresponde un valor Z;,;;, = £1,96.
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Calculando la proporcion muestral se obtiene:

_xp+x, 18+14
T ny+n, 20420

p 0,8

Calculando Z,;ep, S€ Obtiene:

XX 18 14
Zyrueba = N _ 20 20 _ 158
\/p(l—p)(i+i) \/08(1—08)(i+i)
ny N, ’ ©2\20 20
Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:
A B C D E F
1 My 20
2 Ny 20
3 X 18
4 X 14
5 a 0.05
6 Hy:py = po
7 Hy:py # p2
8 0.025
9 2
10 Z,aia -1.96 =DISTR. NOERMESTAND INV(BEE)
11 196 =B10*-1
12 p= +x; 0.8  =B3+B4)(B1+B2)
13 ny +ng
14 X, X
15 Zsspa = ng  mn 1,58 =B3B1-B4B2)RAIZ(B12*(1-B12)*(1/B1+1/B2))
T o)

El grafico elaborado empleando Winstats y Paint se muestra a continuacion:

044

lowx  |1.95
bighx [5

probabilty | 0,025

Z

prueba

=158

-2
Ziapla = ~1.96
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Los célculos empleando GeoGebra se muestran en la siguiente figura:

= Calculos de Probabilidad =

Distribucian | Estadisticas

Prueba Z, Diferencia de Proporciones W

Hipdtesis Mula pi-pz= |0

Hipatesis Alternativa (= ()= (@) =
Muestra Muestra 2
Exitos 18 Exitos 14
M 20 M 20
Resultado

Prueba Z, Diferencia de Proporciones

Muestra 1 | Muestra 2
Exitos 18 14
M 20 20
ES 0.1225
1.5811
0.1138

Decision: H, es aceptada, ya que Z,,yuep, = 1,58 esta en la zona de aceptacion Ziqpq = £1,96,

entonces, la proporcion de los estudiantes que estan a favor de la nueva ensefianza de la Estadistica es la
misma en los dos paralelos.

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 23
1) ¢Cuédl es el objetivo de una prueba de proporciones de dos muestras?

2) Los siguientes problemas resolver en forma manual (con lectura en la tabla), Empleando Excel,
GeoGebra y Winstats

a) A los votantes de dos ciudades se les pregunta si estdn a favor o en contra de una ley que esta
actualmente en estudio en la Asamblea Constituyente. Para determinar si los votantes de las dos ciudades
difieren en términos del porcentaje que esta a favor, se toma una muestra de 100 votantes de cada ciudad.
Treinta de los muestreados de una ciudad estan a favor, en tanto que, en la otra, lo estan veinte. ¢Se podria
decir que la proporcion de votantes que estan a favor de la aprobacion de la ley es la misma en estas
ciudades?. Realice la prueba con un nivel de significacion de 0,05

Ho es aceptada, ya que Zprueba (1,63) esté en la zona de aceptacion de Ztania (£1,96)

b) Se ponen a prueba dos métodos posibles para tapar botellas. En un lote de 1000, la maquina A genera
30 rechazos, en tanto que la maquina B solamente genera 20. ¢(Es posible concluir con un nivel de
significacion de 0,05 que las dos maguinas son diferentes?

Ho es aceptada, ya que zprueba (1,43) esta en la zona de aceptacion de Ziapia (£1,96)

3) Consulte en la biblioteca o en internet un problema similar a cualquiera de los anteriores y presente
resuelto empleando Excel y GeoGebra.
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C) PRUEBA DE PROPORCIONES DE k MUESTRAS

La finalidad de una prueba de k muestras es evaluar la aseveracion que establece que todas las k muestras
independientes provienen de poblaciones que presentan la misma proporcion de algin elemento. De
acuerdo con esto, las hip6tesis nula y alternativa son:

H:Todas las proporciones de la poblacion son iguales.
H,: No todas las proporciones de la poblacion son iguales.

€6 .9

La estimacion combinada de la proporcion muestral “p” se calcula de la siguiente manera:

x1+x2+x3+--~xn
n1+n2+n3+---nn

p:

“ 2

En una muestra se puede dar un conjunto de sucesos, los cuales ocurren con frecuencias observadas
(las que se observa directamente) y frecuencias esperadas o teoricas “e” (las que se calculan de acuerdo
a las leyes de probabilidad).

(P2

La frecuencia esperada “e” se calcula asi:

€ =P O¢otal
Donde:
= proporcion muestral
0totqr = Trecuencia total observada

El estadistico de prueba es

(01 —e)? (0,—e)* (03— e3)? (0p — en)z (0; — el)z
= + + + - prueba z

X =
prueba e, e, es e,

Donde:
x es la letra griega ji ; x2 se lee ji cuadrado

Por lo tanto el valor estadistico de prueba para este caso es la prueba ji cuadrado o conocida también
como chi cuadrado. La prueba chi cuadrado se emplea para determinar si dos variables cualitativas
son independientes.

Como sucede con las distribuciones t y F, la distribucion ji cuadrado tiene una forma que depende del
namero de grados de libertad asociados a un determinado problema.

Para obtener un valor critico (valor que deja un determinado porcentaje de area en la cola) a partir de una
tabla de ji cuadrado, se debe seleccionar un nivel de significacion y determinar los grados de libertad
para el problema que se esté resolviendo.

Los grados de libertad son una funcion del nimero de casillas en una tabla de 2 - k. Es decir, los grados
de libertad reflejan el tamafio de la tabla. Los grados de libertad de la columna son el nimero de filas
(categorias) menos 1, o bien, r — 1 .Los grados de libertad de cada fila es igual al nimero de columnas
(muestras) menos 1, o bien, k — 1. El efecto neto es que el nimero de grados de libertad para la tabla es
el producto de (nimero de filas -1) por (nimero de columnas -1), o bien, (r — 1)(k — 1).Por lo tanto
con 2 filas y 4 columnas, los grados de libertad son (2 —1)(4 —1) = 3
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La prueba ji cuadrado requiere la comparacion del )(f,meba conel y2,,.4. Si el valor estadistico de prueba
es menor que el valor tabular, la hipétesis nula es aceptada, caso contrario, Ho no es aceptada.

S ta H I
e aceptaHy No se acepta Hy

2 2
XF"“Eb"‘ Ip rusha

1 3 5 7 © 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
2
mel'a

Nota: Un valor estadistico de )(f,ruebamenor que el valor critico y2,,,, 0 igual a €l se considera como
prueba de la variacion casual en donde Ho es aceptada.

Ejemplos ilustrativos:

1) El siguiente valor 4 - 5 representa el tamafio de una tabla r - k. Determine el nimero de grados de
libertad y obtenga el valores critico en el niveles 0,05 se significacion.

Solucién:
Los grados de libertad se calculan aplicando la férmula:
Grados de libertad = (r — 1)(k — 1); Grados de libertad = (4 —1)(5—-1) =12

TABLA N° 6
DISTRIBUCION y?

10% de drea

15,99

h

13 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
Ejemplo:
Para 10 grados de libertad
P(x*>15,99)=0,10 = 10%

0,995 | 0,990 | 0,975 | 0,950 | 0,900 | 0,750 | 0,500 | 0,250 | 0,200 | 0,050 | 0,025 | 0,010 0,005
1 | 0,000 | 0,000 | 0,001 | 0,004 [ 0,016 | 0,102 | 0455 | 1,323 | 2,706 | 3,841 | 5024 | 6,635 7,879
2 | 0,010 | 0,020 [ 0,051 | 0,203 | 0,211 | 0575 | 1,386 | 2,773 | 4,605 | 5991 | 7,378 | 9,210 | 10,597
3 [ 0072 | 0,115 | 0,216 | 0,352 | 0,584 | 1,213 | 2,366 | 4,108 | 6,251 | 7,815 | 9,348 | 11,345 | 12,838
4 0207 [ 0297 | 0,484 | 0,711 | 1,064 | 1,923 | 3357 | 5385 | 7,779 | 9,488 | 11,143 | 13,277 | 14,860
5 | 0412 [ 0,554 | 0,831 | 1,145 | 1,610 | 2,675 | 4351 | 6,626 | 9,236 | 11,070 | 12,833 | 15,086 | 16,750
6 | 0,676 | 0,872 | 1,237 | 1,635 | 2,204 | 3,455 | 5348 | 7,841 | 10,645 | 12,592 | 14,449 | 16,812 | 18,548
7 10989 [ 1,239 | 1,690 | 2,167 | 2,833 | 4,255 | 6,346 | 9,037 | 12,017 | 14,067 | 16,013 | 18,475 | 20,278
8 | 1,344 | 1,646 | 2,180 | 2,733 | 3,490 | 5071 | 7,344 | 10,219 | 13,362 | 15,507 | 17,535 | 20,090 | 21,955
9 [ 1,735 | 2,088 | 2,700 | 3,325 | 4,168 | 5899 | 8343 | 11,389 | 14,684 | 16,919 | 19,023 | 21,666 | 23,589
10 | 2,156 | 2,558 | 3,247 | 3,940 | 4,865 | 6,737 | 9,342 | 12,549 | 15,987 | 18,307 | 20,483 | 23,209 | 25,188
11 | 2,603 | 3,053 | 3,816 | 4575 | 5578 | 7,584 | 10,341 | 13,701 | 17,275 | 19,675 | 21,920 | 24,725 | 26,757
12 | 3,074 | 3,571 | 4,404 | 5226 | 6,304 | 8438 | 11,340 | 14,845 | 18,549 | 21,026 | 23,337 | 26,217 | 28,300
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Con lectura en la tabla con 12 grados de libertad y 0,05 de area se obtiene y2,,,, = 21,026
Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

il B C D E
1 T 4
2 L
3
4| (-Dk-1) 12 =(B1-1)*®2-1)
3
& V) 0,05
7 | xEme 21.0261 =INV.CHICUAD.CD(B6:B4)
8
9 o 001
10 Xfapia 262170 =INV.CHICUAD.CD(BY:B4)

2) La siguiente tabla muestra las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas al lanzar un dado 60
veces. Contrastar la hipétesis de que el dado es bueno, con un nivel de significacion de 0,01.

Cara del dado 1|2 |3 |4 |5 |6
Frecuenciaobservada |6 |8 |9 |15|14 |8
Frecuencia esperada | 10| 10| 10| 10| 10| 10

Solucion:
r=2
k=6
a= 0,01

Las hipotesis son:

H,:Todas las proporciones de la poblacién son iguales.

H;: No todas las proporciones de la poblacién son iguales.

Los grados de libertad se calculan aplicando la férmula:

Grados de libertad = (2 - 1)(6 — 1)

Grados de libertad = 5

Con lectura en la tabla con 5 grados de libertad y 0,01 de area se obtiene xZ,,,, = 15,086

Calculando 5, Se Obtiene:

2 N\ (0, —)?
Xprueba = e,
i

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
. =(6 10) +(8 10) +(9 10) +(15 10) +(14 10) +(8 10)
prueba 10 10 10 10 10 10

Xiruera =16 +04+01+25+16+04

X 12)rueba = 616

9
(9 202 |
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Los calculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F G
1 |Cara del dado 1 2 3 4 5 3]
2 |Frecuencia observada 6 g8 o 15 14 8
3 |Frecuencia esperada 10 10 10 10 10 10
4
5 o 0,01
6 r 2 =CONTAR(BIE3)
7 k 6 =CONTAR(B2:G21)
8 r-1)k-1) 5 =(B6-1)*(B7-1)
9 Xtabia 15.086 =INV.CHICUAD.CD(B5:BS)
10
11 |Probabilidad de I:rusbﬂ 0,2521 =PRUEBA CHICUAD(B2:G2;B3:G3)
12 2 _ (0; — e))* 6.6 =INV.CHICUAD CD(BE11;BE)
13 KXprusba — Z T

Los calculos empleando GeoGebra (en Entrada se escribe TestChiCuadrado) se muestran en la
siguiente figura:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R A P OO L N e e &)

i

¥ Vista Algebraica =] | ¥ Vista Grafica

- Lista "
~- (0 lista1={0.25, 6.6}

[Lista lista1: TestChiCuadrado[{s, 8, 9, 15, 14, 8}, {10, 10,10, 10, 10, 10}

El grafico elaborado Empleando GeoGebra se muestra a continuacion:

M=

Distribucian | Estadisticas

u=5 0=3.1623

L/ |ChiCuadrado v

df |5

1[I0

P( 150863 |=X)=

0
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/7| Chi Cuadrado v
df |5

el =13
P(|15.0863 =x)= [N
El grafico elaborado empleando Winstats y Paint se muestra a continuacion:

o —
e e o . —

File Edit Calc Bins

| chi-square calculations

w-value [15.097
tail prob | 0.010

significance |0.01

dearees I close |

2 ==
X prueba —

10 ) 20
Xtabla = 15'086
Decision: Ho es aceptada, ya que x,yepq (6,6) €s menor que x7,,;,(15,086), por lo tanto, se concluye

que todas las proporciones de la poblacion son iguales, es decir, el dado es bueno.

3) En una fabrica se producen piezas para repuestos en tres turnos distintos: mafiana, tarde y noche. Las
piezas pueden resultar de calidad excelente, buena o mediocre. Los resultados de un dia de trabajo se
muestran a continuacion

Mafana | Tarde | Noche | Totales
Excelentes 65 68 62 195
Buenas/Mediocres 35 32 38 105
Totales 100 100 100 300

Aplique el test de chi-cuadrado para determinar si la calidad de la pieza fabricada es independiente del
turno con un nivel de significacion de 0,01

Solucion:

Las Hipotesis son:

Hy: La calidad de la pieza fabricada es independiente del turno
H,: La calidad de la pieza fabricada no es independiente del turno

Calculando las frecuencias esperadas
Excelentes:
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195

%-100 = 65

Buenas/Mediocres:

105 100 = 35

300 B

Mafiana | Tarde | Noche | Totales

Excelentes 65 65 65 195
Buenas/Mediocres 35 35 35 105
Totales 100 100 100 300

Calculando los grados de libertad
Grados de libertad = (N2 de filas —1)(N2de columnas —1) = (2—-1)(3—-1) =2

Con lectura en la tabla con 2 grados de libertad y a un nivel de 5% de calidad se obtiene 2, = 5,991

DISTRIBUCION y?

10% de area

15.99

13 5 7 9 11 13 15
Ejemplo:
Para 10 grados de libertad
P(x*>15,99) =0,10 = 10%

0,995 | 0,990 | 0,975 | 0,950 | 0,900 0,750 0,500 0,250 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005
1 | 0,000 | 0,000 [ 0,001 | 0,004 | 0,016 0,102 0,455 1,323 2,706 3,841 5,024 6,635 7,879
2 | 0,010 | 0,020 | 0,051 | 0,103 | 0,211 0,575 1,386 2,773 4,605 5,991 7,378 9,210 10,597
3 |0072 | 0115 | 0,216 | 0,352 | 0,584 1,213 2,366 4,108 6,251 7,815 9,348 | 11,345 | 12,838

Empleando Excel

9 |filas 2

10 colhmnas 3

11 Grados de libertad 2 =Bo2-1*B10-1)

12 Significacion 0,03

13 ¥ bia 5.991 =INV.CHICUAD.CD(B12.C11)
Calculando y;yep, cON la formula

(0; — €;)?
Xgrueba = Z e—l
(65 —65)> (68—65)? (62—65)?% (35—35)2 (32-35)?2 (38-35)?
2 —

Xorueba =gzt g5t g5t 35 t7 35 1T 35

9
(9 206 |
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X;z)rueba = 01791

Calculando ¢, Empleando Excel

A B C D E F
1 Frecuencia observada
2 65 68 62
3 35 32 38
4
5 Frecuencia esperada
6 65 63 65
7 35 35 35
8

9 |Probabilidad de yZmepe  0.67327299 =PRUEBA CHICUAD(A2:C3:A6:CT)
10
11 Xprueba  0.79120879 =INV.CHICUAD.CD(C9:2)

Calculando y ;... Empleando GeoGebra

Distribucian | Estadisticas

Test ChiCuadrado W

Filas 2 « Columnas 3

[JFila% []Columna% [ | Frecuenciaesperada [ ] Contribucion X°

65 les ez |

T

100 100 62
Resultado

Test ChiCuadrado

K= || 0.7912

0.6733

oan
32l

9
9 207 |
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Graficando en Winstats

chi-square [2 , x] -
File Edit Calc Btns

= 0,791

2
Xprueba

value |5.93147

significance 005
criical & | 599147

degrees clase

thabla = 5991

Decision: Dado que xpruepa = 0,791 < xfapia = 5,991 se acepta la hipétesis nula, es decir, existe
evidencia para afirmar que la calidad de la pieza fabricada es independiente del turno

4) Caso de experimentacion sobre la germinacion de semillas de fréjol en tres ambientes diferentes

Los ambientes son:

Ambiente A Ambiente B Ambiente C
8 semillas 8 semillas 8 semillas
Luz roja y azul (12 horas diarias) | Luz rojay azul (12 horas diarias) | Luz natural (12 h diarias)
Mdsica clésica ( 2 horas diarias) | Musica Pop (2 horas diarias) Sin musica

Realizado el experimento se observa:

NUmero observado de geminaciones
°deDia|1(2|3|4|5|6
Ambient
A 0/0|0|1|3]|7
B 0012|334
C 0|0j0|1]1]|2

El experimento planteado como ejercicio:

Una estudiante del 2do Bl de la Unidad Educativa Ibarra realiza el experimento de plantar 24 semillas
de fréjol en el mismo terreno. Las semillas las divide en 3 grupos de 8 semillas cada uno. Cada grupo de
semillas los expone a tres ambientes diferentes cado uno (A, B, C). El ambiente A fue exponer al primer
grupo a luz roja y azul (12 horas diarias) con musica clasica (2 horas diarias), el ambiente B fue exponer
al segundo grupo a luz roja y azul (12 horas diarias) con musica Pop (2 horas diarias) y el a
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fue exponer al tercer grupo a luz natural (sol) y sin masica. Al cumplirse el 6to dia de plantar las semillas
no todas germinaron. La estudiante desea determinar si el nimero de germinaciones son independientes
del tipo de ambiente expuesto a un nivel de significacion de 0,05 empleando la prueba y2. Los resultados

se muestran en la siguiente tabla:

Ambiente A B C | Totales
Resultado
Germinaron 7 4 2 13
No Germinaron 1 4 6 11
Totales 8 8 8 24
Solucion:

Planteando las hipdtesis

Hy: El numero de germinaciones de las semillas de frejol son independientes del tipo de ambiente

expuesto

H;: El nimero de germinaciones de las semillas de frejol no son independientes del tipo de ambiente

expuesto
Calculando la proporcion muestral “p” se tiene:

Xyt Xt X3t Xy
g +n, +ng+-en,

p

Para las semillas que germinaron
7+4+2 13

Pa=g¥8+8 24
Para las semillas que no germinaron

14446 11
Prg=8r8+8 24

Calculando las frecuencias esperadas
€ =D Ootal

Para las semillas que germinaron:

13 g — 13 433

24~ 3 7

Para las semillas que no germinaron:

11 8= 11 — 367

24~ 3 7

Ambiente A B C Totales

Resultado
Germinaron 4,33 4,33 4,33 13
No Germinaron 3,67 3,67 3,67 11
Totales 8 8 8 24
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Calculo de los grados de libertad

Grados de libertad = (N2 de filas — 1)(N2de columnas — 1) = (r —1)(k — 1)

Grados de libertad = (2 —-1)(3—1)

Grados de libertad = 2

Obtencion de xZ,;,, con lectura en la tabla

Con 2 grados de libertad y 0,05 de area se obtiene y2,,,, = 5991

TABLA N°6

v 10% de area

15,99

1 3 5 7

9 11 13 15 17

Ejemplo:

DISTRIBUCION y?

19 21 23 25 27 29

Para 10 grados de libertad
P(x* >15,99) = 0,10 = 10%

0,995/0,990| 0,975/ 0,950| 0,900 0,750 | 0,500 | 0,250 | 0,100 | 0,050 | 0,025 | 0,010 | 0,005
110,000 0,000 0,001 |0,004|0,016|0,1020,455|1,323|2,706| 3,841 |5,024|6,635| 7,879
2{0,010|0,020|0,051|0,103|0,211|0,575|1,386|2,773|4,605|5,991|7,378|9,210| 10,597

Célculo de X2 ueba
2 _ Z (0; — )?
Xprueba = e;
) _ (7 — 4,33)2 4 (4 —4,33)%2 (2 -—4,33)? + (1-3,67)2 (4—-3,67)* (6—3,67)*
Xprueba = 4,33 4,33 4,33 3,67 3,67 3,67
2 —
Xprueba - 6'38
)
0
Mgs. Mario Sudrez Prueba de Hipotesis im



Calculo de las frecuencias esperadas y de xf,rueba Empleando GeoGebra:

R

-

|Distribuciﬁn Estadisticas

Test ChiCuadrado (¥

Filas 2 » Columnas|3 w

[JFila® [ ]Columna®% [+]Frecuencia esperadad [ | Contribucidn X*

7
43333

4
4 3333

2
43333

1 4 G
3.6667 || 3.6667 | 3.6667

8 8 8

Fesultado

Test ChiCuadrado

glib 2
£z || 83776
P 0.0412
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Graficando x2,p;4 Y xf,meba empleando Winstats y Paint se tiene

L chi-square [2 , x]

wvalue |5.99147

significance |0.05
critical x| 5.99147

degrees |

X;grueba = 6,38

Xtapia = 5,99
Decision:

Debido a que xjruepa > Xiania SE cOncluye que el nimero de germinaciones de las semillas de frejol
no son independientes del tipo de ambiente expuesto

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 24
1) ¢Cuédl es la finalidad de la prueba Chi cuadrado?
2) ¢Qué es valor critico?
3) Elabore un organizador grafico sobre Prueba de significacion de proporciones de k muestras
Resuelva los ejercicios y problemas de forma manual, empleando Excel, GeoGebra y el Winstats

4) Cada uno de los siguientes valores representa el tamafio de una tabla r - k. Determine el nmero de
grados de libertad y obtenga los valores criticos en los niveles 0,05 y 0,01
41)3-4

6; 12,59; 16,81
4.2)4-3

6; 12,59; 16,81
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5) La siguiente tabla muestra las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas al lanzar un dado 60
veces. Contrastar la hipdtesis de que el dado es bueno, con un nivel de significacion de 0,05.

Cara del dado 12 |3 |4 |5 |6
Frecuenciaobservada | 13 |8 |7 |12 |12 |8
Frecuencia esperada | 10| 10|10 10|10 | 10

Ho es aceptada, ya que )(f,meba (3,4) es menor que x2,,,4(11,07), por lo tanto, se concluye que todas las
proporciones de la poblacion son iguales, es decir, el dado es bueno.

6) Un fabricante de helados desea determinar cual de los sabores es el mas popular entre sus clientes.
Una muestra de 200 clientes revel6 lo siguiente:

Helados Chocolate | Mora | Fresa | Coco
Frecuencia observada 62 55 45 38
Frecuencia esperada 50 50 50 50

¢Es razonable concluir que hay una diferencia en la proporcion de clientes que gustan cada sabor? Use
el 0,05 nivel de significacion.

Ho es aceptada, ya que )(;meba (6,76) es menor que y2,,14(7,81), por lo tanto, se concluye que no existe
una diferencia en la proporcion de clientes que gustan cada sabor.

7) En un estudio para determinar la preferencia por determinados sabores de helados en diferentes
regiones del pais, se recopilaron los siguientes datos:

Sabor del Frecuencias observadas por region
helado Costa Sierra Amazonia
Vainilla 86 44 70
Chocolate 45 30 50
Fresa 34 6 10
Otros 85 20 20
Total 250 100 150

a) Plantee las hipdtesis

b) Calcule la proporcion muestral “p” de cada sabor del helado
Respuesta: pv=0,4; pcn=0,25; ps=0,10 ; po=0,25

c) Calcule las frecuencias esperadas de cada sabor del helado en cada region

Respuesta:
Sabor del helado | Frecuencias esperadas por region
Costa | Sierra Amazonia
Vainilla 100 40 60
Chocolate 62,5 25 37,5
Fresa 25 10 15
Otros 62,5 25 37,5

d) Determine si la preferencia por cierto sabor es independiente de la region (es la misma en cada region),
utilizando el nivel de significacion 0,05

Ho no se acepta, ya que Xﬁmeba (37,87) es mayor que y2,,,,(12,592), por lo tanto, se concluye que la

preferencia por cierto sabor no es independiente de la region.
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8) Los estudiantes de un determinado curso de una universidad practican tres deportes, fatbol, basquet y
natacion. La siguiente tabla muestra el nimero de estudiantes, por sexo, que practican con mayor
frecuencia uno de los tres deportes. Se utiliza la prueba Chi cuadrado con un nivel de significacion del
1% para determinar si la eleccion del tipo de deporte de los estudiantes es independiente del sexo. Realice
la prueba de hipotesis en forma manual, Empleando Excel y Winstats.

~——_Deporte | Fulbol | Basquet | Natacion
Sexo

Hombre 4 3 3
Mujer 5 6 4

Ho se acepta, ya que )(gmeba = 0,26 es menor que x2,,;; = 9,21, por lo tanto, se concluye la eleccion

del tipo de deporte que practican los estudiantes de un determinado curso de la universidad es
independiente del sexo de los estudiantes.

9) A los habitantes del barrio “La Florida” de la ciudad de Ibarra se les pregunta sobre la preferencia de
tres tipos de flores. La siguiente tabla muestra el nimero de habitantes, por género, que les gusta con
mayor frecuencia uno de los tres tipos de flores. Se emplea la prueba Chi cuadrado con un nivel de
significacion del 5% para determinar si la preferencia del tipo de flor es independiente del género. Realice
la prueba de hipétesis en forma manual, Empleando GeoGebra y Winstats.

“~__ Flor Rosas  Claveles | Girasoles
Género—_

Masculino | 35 37 28
Femenino | 28 43 29

Ho se acepta, ya que ¥5,uepa = 0,11 €S menor que x7,,, = 5,99, por lo tanto, se concluye la preferencia
por el tipo de flor es independiente del género de los habitantes del barrio “La Florida™.

10) Plantee y resuelva un problema de aplicacion de la prueba chi cuadrado en forma manual y empleando
Excel, GeoGebra y Winstats.

11) Realice un experimento sobre cualquier tema de su preferencia en el que aplique la prueba chi
cuadrado (el ejemplo ilustrativo presentado en este tema puede darle orientaciones para realizar el
experimento). Presente resuelto en forma manual, Empleando GeoGebra y Winstats.

12) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre la correccion de Yates (el autor es Frank Yates,

matematico inglés 1902-1994) para calcular Chi cuadrado. Presente un problema resuelto empleando la
correccion de Yates de forma manual , empleando Excel y Empleando GeoGebra.
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D) BONDAD DE AJUSTE DE LA PRUEBA JI CUADRADO

La prueba y? de bondad de ajuste es una variante de la prueba y?2. El célculo del valor estadistico de
prueba y su evaluacion son muy semejantes en ambos casos, aunque existen unas cuantas excepciones.
Entre las principales excepciones se encuentran la forma como se plantea Ho y Hi, cdmo se calculan las
frecuencias esperadas y como se determinan los grados de libertad. Se emplea para determinar la calidad
del ajuste mediante distribuciones tedricas (como la distribucion normal o la binomial) de distribuciones
empiricas (0 sea las obtenidas de los datos de la muestra)

En realidad, una prueba de bondad de ajuste es una prueba de una muestra, pero en la que la poblacién
se ha dividido en k proporciones. Asi pues, difiere de una prueba de proporciones de una muestra,
estudiada anteriormente, la cual incluye sélo dos categorias (éxito y fracaso) en la poblacion.

Los grados de libertad para una prueba de bondad de ajuste son (k-1) — ¢, en donde

k = nimero de categorias o clases

¢ = numero de valores estadisticos o parametros utilizados de la muestra que se utilizan para determinar
frecuencias esperadas (nimero de decimales de la frecuencia esperada)

Ejemplo ilustrativo
La siguiente tabla muestra las frecuencias observadas al lanzar un dado 100 veces. Contrastar la hipotesis

de que el dado es bueno empleando la Bondad de Ajuste de la Prueba Ji Cuadrado, con un nivel de
significacién de 0,01.

Cara del dado 12 |3 |4 |5 |6
Frecuencia observada | 18 | 13 | 17 | 22 | 12 | 18

Solucion:

Las hipdtesis son:

H,:Todas las proporciones de la poblacion son iguales.
H;: No todas las proporciones de la poblacion son iguales.
El nivel de significaciones: ¢ = 0,01

Se calcula la frecuencia esperada e

€ =D " Ototal L
p = proporcién muestral = probabilidad = .
Ototar = frecuencia total observada = 100

Cada numero del dado (categoria) tiene la misma probabilidad o frecuencia esperada
1
€ =D " Ototal = i 100 = 16,67

Numero del dado 1 2 3 4 5 6
Frecuencia observada | 18 13 17 22 12 18
Frecuencia esperada | 16,67 | 16,67 | 16,67 | 16,67 | 16,67 | 16,67

Observando la tabla se tiene que:
k=6c=2

Calculando los grados de libertad se tiene:
Grados de libertad = (k—1)—c=(6—-1)—2=3

Con lectura en la tabla con 3 grados de libertad y 0,01 de area se obtiene 2, = 11,345

2 H .
Calculando ypyepq S€ Obtiene:
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2 _ (18 —-16,67)2 (13-16,67)2 (17—-16,67)> (22-16,67)> (12-16,67)> (18— 16,67)?
Xprueba = 16,67 16,67 16,67 16,67 16,67 16,67

2 =214
Xprueba ’

El gréfico elaborado empleando Winstats y Paint se muestra en la siguiente figura:

R IRIET e — e S

File Edit Calc Btns

0.20

2 =
X prueba —

r.;hi-squave calculations -
wvalue [11.345

tail prob | 0.010

significance |0.01

degrees | |

a= 0,01

12 14 16

X2 = 11,345

10

Decision: Ho es aceptada, ya que )(f,meba (2,14) es menor que x2,,,4(11,345), por lo tanto, se concluye
que todas las proporciones de la poblacion son iguales, es decir, el dado es bueno.

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 25

1) Elabore un organizador grafico sobre Bondad de Ajuste de la Prueba Ji Cuadrado

2) Se pone a prueba un dado para verificar si esta cargado o no (trucado o no), es decir, se quiere probar
que Ho: El dado no esta cargado (es decir, las diferencias se deben Gnicamente a la variacion casual en el
muestreo); Hi: El dado est4 cargado (es decir, que las categorias no son igualmente probables). Cabe
esperar que la frecuencia de ocurrencias de cada uno de los seis posibles resultados (categorias) sean
igualmente probables. Se lanza el dado 180 veces, con los siguientes resultados

2.1) Calcule las frecuencias esperadas

2.2) Calcule los grados de libertad

Mgs. Mario Sudrez
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2.3) Calcule el valor estadistico de y2,,,, con un nivel de significacion de 0,05 empleando la tabla y
Empleando Excel.
11,07
2.4) Calcule el valor estadistico de )(f,meba con la formula y Empleando Excel
6,27
2.5) Elabore un grafico empleando Winstats

2.6) Realice la comprobacion de hipotesis
Se acepta Ho, ya que xj yepq (6,27) €s menor que x7,,,,(11,07)

3) Consulte en la biblioteca o en el internet un problema de aplicacién de la Bondad de Ajuste de la
Prueba Ji Cuadrado. Presente resuelto en forma manual, empleando Excel (para los calculos) y Winstats
(para la grafica)

4) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre las aplicaciones de la Bondad de Ajuste de la Prueba Ji
Cuadrado. Presente la consulte a traves de un organizador grafico.

Mgs. Mario Sudrez Prueba de Hipotesis Eﬁ



CAPITULO V
APLICACIONES DE GRAFICAS ESTADISTICAS ENEL
CONIROL DE LA CALIDAD

RESULTADOS DE APRENDIZAJE DEL CAPITULO

Al finalizar el presente capitulo el lector podra evidenciar que:

v Interpreta las definiciones, caracteristicas, propiedades y aplicaciones de las graficas de control de la
calidad.

v" Aplica algoritmos relativos a las graficas de control de la calidad en la resolucion de ejercicios y
problemas précticos de manera manual, empleando Excel y Graph.

v' Plantea y resuelve ejercicios de aplicacion sobre las graficas de control de la calidad de manera
manual, utilizando Excel y Graph.

CONTENIDOS
v Introduccién

v' Graéficas de control para variables: Graficas Ry X
v" Graficas de control para atributos: Gréficaspy ¢
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5.1) INTRODUCCION

Las gréaficas de control permiten monitorear la variacion en una caracteristica del producto o servicio a
lo largo del tiempo. Las graficas de control se utilizan para estudiar el desempefio pasado, para evaluar
las condiciones presentes, o para predecir los resultados futuros. La informacién obtenida al analizar una
grafica de control constituye la base para el proceso de mejoramiento.

Para construir una grafica de control se recolectan muestras de las salidas de un proceso a lo largo del
tiempo. Los estadisticos utilizados cominmente incluyen la fraccién disconforme y la media y el rango
de una variable numérica. Entonces se grafican los valores contra el tiempo y se agregan los limites de
control a la gréfica. La forma mas comun de grafica de control establece limites de control que estan
dentro de +£3 desviaciones estandar de la medida estadistica de interes.

5.2) GRAFICAS DE CONTROL PARA VARIABLES

Estas graficas de control ayudan a la detecciéon de la variacion de causa asignable (variacion en el
producto o proceso de produccién que sefiala que el proceso esta fuera de control y que se requieren
medidas correctivas)

A) La GraficaR
Mide la variacién en el rango de las muestras. Aunque la desviacion estandar es una medida que depende
de la dispersién, las técnicas de control de calidad generalmente confian en el rango como un indicio de
la variabilidad del proceso.
Limite superior de control para el rango

LSCr = R + 3sp
Limite inferior de control para el rango

LICk, = R — 3sg
Donde sy es la desviacidn estandar en los rangos muestrales. Sin embrago, en la practica, es mas simple
de utilizar

Limite superior de control para el rango

LSCR == D4I_?
Limite inferior de control para el rango
LIC; = D;R
Los valores D, y D5 se toman de la tabla de factores criticos de las graficas o cartas de control de acuerdo
» . =~ _ 3R . .
al tamafio n de la muestra y el rango promedio de los rangos muestrales R = s siendo K = numero

de muestras

B) La Gréfica X
Se disefia para medir la variacion en las medias muestrales alrededor de algin nivel generalmente
aceptado.
Limite superior de control para el rango

LSCz = X + 30y
Limite inferior de control para el rango

LICz =X — 305
Donde o es la desviacion estandar para las medias. Sin embrago, en la practica, se estima 3a; como
A,R , en donde R es el rango promedio de los rangos muestrales, y A, es una constante basada en el
tamafio de la muestra. Los valores de A, se hallan en la tabla de factores criticos de las gréficas o cartas

de control. Utilizando A,R en lugar de 305 produce resultados similares y es considerablemente mas
facil de calcular. Se tiene entonces:
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Limite superior de control para las medias

LSCx =X + A,R
Limite inferior de control para las medias
LICx = X — A,R
Donde:
% X
k
Siendo k = numero de muestras
TABLA
Factores criticos de las graficas o cartas de control
Grafica para Grafica para
medias rangos
Factor para el Factor para la
limite de control |  recta central Factores de los limites de control

n Az =3/(dn/n) d> D3=1-3(ds/ d2) Da=1+3(ds/ d2) ds
2 1,881 1,128 -1,267=0 3,267 0,8525
3 1,023 1,693 -0,574=0 2,574 0,8884
4 0,729 2,059 -0,282=0 2,282 0,8798
5 0,577 2,326 -0,114=0 2,114 0,8641
6 0,483 2,534 -0,004=0 2,004 0,8480
7 0,419 2,704 0,076 1,924 0,8330
8 0,373 2,847 0,136 1,864 0,8200
9 0,337 2,970 0,184 1,816 0,8080
10 0,308 3,078 0,223 1,777 0,7970
11 0,285 3,173 0,256 1,744 0,7870
12 0,266 3,258 0,284 1,716 0,7780
13 0,249 3,336 0,308 1,692 0,7700
14 0,235 3,407 0,329 1,671 0,7620
15 0,223 3,472 0,348 1,652 0,7550
16 0,212 3,532 0,364 1,636 0,7490
17 0,203 3,588 0,379 1,621 0,7430
18 0,194 3,640 0,392 1,608 0,7380
19 0,187 3,689 0,404 1,596 0,7330
20 0,180 3,735 0,414 1,586 0,7290
21 0,173 3,778 0,425 1,575 0,7240
22 0,167 3,819 0,434 1,566 0,7200
23 0,162 3,858 0,443 1,557 0,7160
24 0,157 3,895 0,452 1,548 0,7120
25 0,153 3,931 0,459 1,541 0,7090

Fuente: Webster, Allen, (2000), Estadistica Aplicada a los Negocios y a la Economia, Ed. McGraw Hill.
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Ejemplo ilustrativo

Una fabrica elabora planchas de madera para tapas de mesas, las cuales deben cumplir ciertas
especificaciones de tamarfio. Para garantizar que se cumplan estos estandares de calidad, se recolecta
K= 24 muestras (subgrupos) de tamafio n = 6, y mide su largo. Los resultados aparecen en la siguiente
tabla:

N° de muestra Medias muestrales
1 14,5/15,9|15,7/16,3|14,5|16,2
2 15,4(15,2115,9/15,2|14,5|14,5
3 16,5|15,9|14,8|16,2|16,5|16,2
4 14,8|16,8|15,5|15,2|15,2 (14,2
5 15,7|14,5|16,9|14,2|14,5|15,2
6 15,9|15,4|17,1|14,8|16,8|14,8
7 15,2|14,2|18,5/15,8|15,9|15,7
8 145(14,8|17,2|16,2|15,0| 16,8
9 15,6|15,7|19,2|16,1|16,8|15,9
10 16,5/16,8|18,4|14,8|18,9|16,1
11 14,5/15,8|14,2|14,5|18,7|16,3
12 17,1/15,8|16,2|15,4|15,7|16,2
13 18,5|15,9|17,2|14,2|15,9|14,7
14 17,2|15,7|16,8|14,8|14,8|14,9
15 19,2|15,7|15,9|15,7|15,5|14,8
16 18,4|16,8|15,0|16,8|16,9|14,7
17 14,2/16,9/16,8/15,8|17,1|15,4
18 16,2|17,2|18,9|15,8|18,5|18,9
19 17,2|117,6118,7/15,9(17,2|16,0
20 16,8/14,5|19,8|15,7(18,2|18,7
21 15,9|17,9|18,7|15,7|18,4 (17,5
22 15,0|18,0|18,2|16,8|14,2|17,8
23 16,8|18,9|20,0(/16,9|16,2 (18,5
24 18,9(17,9|17,4|17,5|17,2(16,5

a) Calcular el rango promedio

b) Calcular el limite superior de control para el rango
c) Calcular el limite inferior de control para el rango

d) Elaborar la gréfica R.

e) Calcular X

f) Calcular el limite superior de control para las medias
g) Calcular el limite inferior de control para las medias
h) Elaborar la grafica X.
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Solucién:

Calculando manualmente el rango se obtiene:
Recuerde que el rango es igual al valor mayor menes el valor menor, es decir:

R = Xpmsxima — Xminima

N° de muestra Medias muestrales R
1 145 115,9|15,7|16,3|14,5|16,2| 1,8
2 15,4 115,2115,9(15,2(145(145| 1,4
3 16,5/15,9|14,8/16,2|16,5/16,2| 1,7
4 14,8 |16,8|15,5|15,2|15,2|14,2| 2,6
5 15,7 1145|16,9|14,2|14,5/15,2| 2,7
6 159 |15,4|17,1|14,8/16,8|14,8| 2,3
7 15,2 114,2118,5/15,8|15,9|15,7| 4,3
8 145114,8|17,2|16,2|15,0|16,8| 2,7
9 15,6 |15,7|19,2|16,1|16,8|15,9| 3,6
10 16,5/16,8|18,4114,8/18,9|16,1| 4,1
11 14,5 115,8|14,2|14,5|18,7|16,3| 4,5
12 17,1|15,8|16,2|15,4|15,7|16,2| 1,7
13 18,5(15,9|17,2|14,2|15,9|14,7| 4,3
14 17,2 115,7|16,8|14,8/14,8|149| 2,4
15 19,2 115,7(15,9|15,7|155(14,8| 4,4
16 18,4 116,8|15,0|16,8|16,9|14,7| 3,7
17 14,2 116,9/16,8|15,8(17,1|15,4| 2,9
18 16,2 |{17,2|18,9|15,8/18,5|18,9| 3,1
19 17,2 117,6|18,7|159|17,2|16,0| 2,8
20 16,8 114,5/19,8|15,7|18,2|18,7| 5,3
21 15,9 (17,9|18,7|15,7|18,4|17,5| 3,0
22 15,0 /18,0(18,2|16,8(14,2|17,8| 4,0
23 16,8 {18,9|20,0|16,9|16,2|18,5| 3,8
24 18,9 17,9|17,4|17,5(17,2|16,5| 2,4
Total 75,5
a) Calculando el rango promedio se tiene:
_ XR 75,5
R = iy = 3,146

b) Calcular el limite superior de control para el rango
Con lectura en la tabla para n = 6 se obtiene D, = 2,004

Calculando el limite superior se obtiene:

LSCr = D4R = 2,004 - 3,146 = 6,3

¢) Calcular el limite inferior de control para el rango
Con lectura en la tabla para n = 6 se obtiene D; = 0

Calculando el limite inferior se obtiene:

LICR =DsR=0-3146 =0
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d) Elaborando la gréfica R en Graph se obtiene:

Archrvo Editar Funcién Zeom Calcular  Ayuda

DEM |+ 41|V o omA SadE |2 PDD

@ Serie 1
¥ 16963 Ty
W4 Limite superior = 6,3
M 60=0

(¥4 Limite inferior = 0
W™\ f5=3.146 s+
¥4 Cuadro de texto

Limite superior = 6,3

La grafica R

(24.2.4)

osd
Limite inferior =0 x
, . . , , , , . . . . , , . . . . , , . . . . 3
) T2 3 4 s & 1 & ¢ 1w 11 1 1 11 15 1 1 18 13 20 21 2 2 35
054
Graph Limited Shool Edition
. .. .
Elaborando la grafica en Minitab se tiene
ol x
i Archivo Editr Datos Calc Fstadisticas Gréfica Editor Heramientss Ventana Ayuda  Asistente
=N~ k=T s =Y B4+ 388 09 SRBOEE NN SEO|I B Al S bl L2
|G + ¥ 2| Sl %R TEON o M|
& Sesion == =]
~
15/03/2017 23:15:19
Bienvenido & Minitab, presicne Fl para cbtener ayuda. v GraficaRde C1;..; Co EI
Grafica Rde C1;...; C6 Grafica Rde C1: .- C6
T
LC5=6,304
13
zs v
< g >
g
- : /\ . Cieis]
v a [ e | e | o | o | e ||| T v e ’ e | ar cz cs | co A
| | | | | Ul & | |
L]
1 145 159 15,7 163 145 16,2 =
2 154 15,2 15,0 152 145 145 -
3 165 15,9 148 162 16,5 162
n 143 16,8 15,5 152 152 142 0 La-o
5 157 14,5 16,9 142 14,5 15,2 13 s 7 9 m B 15w 1w 2 2
159 154 17, 1438 16,8 148 Muestra
7 152 14,2 185 153 15,9 157
s 145 148 17,2 162 15,0 16,8
9 156 157 192 161 168 159 v
< >
[pr.. EI= =]
Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1

Interpretacion: Observando la gréafica se concluye que la misma esta bajo control, ya que no existen
variaciones de causa asignable, es decir, no existe ningun punto que se salga de los limites de control.

Mgs. Mario Sudrez

Aplicaciones estadisticas en el control de la calidad



Para elaborar la gréfica R en Minitad se procede de la siguiente manera

Ingrese al programa

I Archive Editar Dates Calc Estadisticas Gréfica Editor Herramientss Ventana Ayuda  Asistente
BHIS Y NBlocDtIARI00ESBROANEEBLI B A|F= Ll 42
ERANI A &1 I XIQE TOON = 1M

15/03/2017 22:00:41

Bienvenido a Minitab, presicne Fl para obtener ayuda.

< >
=) Hoja de trabajo 1 *** [= ==

+ 1 c2 c3 c4 C5 co c7 o] c9 C10 cn C12 Cc13 C14 Ci5 C16 c17 Ci8 c19 €20 ~

1

2

3

4

5

(]

7

8

& v
<l >

pr.. ==

Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1 Editable

Copie los datos

i Archivo Editar Datos Calc Estadisticas Gréfica FEditor Herramientas Ventana Ayuda Asistente

SHS s DBoc D 30800 SRGOHE NN SELIBIA FE L& Y42

i Cwlksteall XA TOON o L]

= Sesion [= &)=

15/03/2017 22:00:41

Bienvenido a Minitab, presione Fl para obtener ayuda.

1 145 159 157 163 14,5 16,2
2 154 15,2 15,9 15,2 14,5 14,5
3 16,5 15,2 14,8 16,2 16,5 16,2
4 143 16,8 155 152 15.2 142
5 157 14,5 16,9 14,2 14,5 15,2
6 159 15,4 171 148 16,8 148
7 15,2 14,2 18,5 158 15,9 157
8 14,5 14,8 172 16,2 15,0 16,8
9 156 157 192 161 168 159 ©
< > .
=
Hoja de trabajo actuak: Hoja de trabajo 1 I 1
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Clic en Estadisticas, Gréaficas de control, Graficas de variables para subgrupos, R

Archive Editar Datos Calc
SEEI& DR Ee T BGOBEANG SEOIGA =5 Ll 42|
Regresién 3 3
g EEA = A KIQ i TOO I
ANOVA » | 1 ~ J
= DOE 4 Sesion
| Graficas de control ¥ 4 Transformacion Box-Cox... ~
»
15/03/2017 Hesmuenee S | Graficas de variables para subgrupos#|| Bz Xbarra-R..
Confiabilidad/supervivencia  » i T dviduos | Meama-s.
raficas de variables para individuos arTa-S...
Blenvenlde @ Minitak, pre Andlisis multivariado v Gréficas de atribut . R i —
raficas de atributos
Series de tiempo s £ Az 1-MR-R/S (Entre/Dentro de)...
Diagramas de tiempo ponderado b R —
Tabl 3
~eblas Gréficas multivariadas »|EZ Xbara
N £t 3 =
L Graficas de eventos infrecuentes » ‘& R |
Prughas de equivalencia » B s N
Potencia y tamaio de la muestra »
- J )z Zd Monitorear la variacién (rango) del
proceso cuando usted tiene datos v
centinuos en subgrupos. Funciena >

mejor cen tamarios de subgrupo de 8
& menos.

. a | e | o | o | o | e | g | e | o | o | a | cz | ez |
| | | | | | | | | | | | |

1 145 15,9 157 163 14,5 16,2

2 154 15.2 159 152 145 145

3 165 15,9 148 162 16,5 16,2

4 148 16,8 15,5 152 15,2 14,2 | |

5 157 145 169 142 145 152

6 159 154 171 148 1638 148

7 152 142 185 158 159 157

8 145 148 172 162 15,0 168

9 156 157 192 161 168 159 v

< >

Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1 ’7’7
ClicenR
M Minitab - Sin titulo - a

Archivo Editar Datos Calc Estadisticas Grafica Editor Herramientas Ventana Ayuda  Asistente
EEHIS Y hBloe DI+ HSICQE!SRGOHEH NN SEHLIG A= L&Y 4l
d%lk s+ 02l I XA TOON o 11|

1= Sesion
~
15/03/2017 22:00:41
Tamafias de los subgrupos: | {ingresar un nimera o ID de columna)
v
< >
Escala... Etiquetas...
- | |
1] a [ e | a | o | o Wiltples gréfices... | Opconesdedatos... | CpoonesceR.. | s | e | com | s | cw | co-~
1 145 15,8 15,7 163 145 ﬂl
2 154 15,2 159 15,2 14,5 | |
1 Aceptal G |
3 16,5 15,2 14,8 16,2 16,5 L‘jﬁl = ==
4 148 168 155 152 152 e I ]
5 157 14,5 169 14,2 14,5 15,2
(] 159 154 171 148 16,8 148
7 15,2 14,2 18,5 158 159 157
s 145 148 17,2 162 15,0 168
9 156 157 192 161 168 159 v
< >
Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1
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En la venta de Grafica R, escoja Las observaciones para un subgrupo estan en una fila de columnas

Minitab - Sin titulo

I Archivo Editar

Datgs Calc

Estadisticas  Grafica Editor

BHIS DB e 0+l RARI00EISBRGEOBENTE SEHORiA FEhElX Ll

Herramientas  Ventana Ayuda

Asistente

: %k s+ X2 I ®IAi s TOON @ L]

Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1

=3 Sesian
-
15/03/2017 22:00:41
[Todas las observaciones para una aréfica estin en una columna: |
T afica estan en una columna
n en Lna fila de colum
Tamafios de los subgrupos: | {ingresar un niimero o 1D de columna)
v
< >
Escala... Etiquetas...
- | |
sl a [ e a o | o Wiltples réficas... | Opcionesdegatos... | Opdonesder... | 15 16 cir s co [ c20n
1 145 15,9 15,7 16,3 14,5 ﬂl
2 154 15.2 159 152 14,5 | |
| Aceptar G I
3 165 159 148 162 16,5 L"BI = ===
4 148 16,8 15,5 152 15.2 "
5 157 145 169 142 145 152
6 159 154 17,1 148 16,8 148
7 152 142 185 158 15.9 157
8 145 148 172 162 15.0 168
Q 156 157 19.2 16.1 16.8 159 ©
< >

Enter

Minitab - Sin titulo

I Archive Editar

Datgs Calc

Estadisticas  Grafica Editor

BHIS DB e 0t IRAAI0QESEBGOBENE SEHOIRIA - LK 42|

Herramientas  Ventana Ayuda

Asistente

T Sslks+Yzl XAk TOON o Ll

5 Sesion (===
Ll
15/03/2017 22:00:41
o L= observaciones para un subgrupo estén en una fil de colmnas: x|
C3 |
c4
cs5
C6
v
< >
Escala... Etiquetas...
m s | _ a |
+ cl | 2 | G c4 L] Miltiples gréficas... | Opciones de datos. .. | Opciones de R... | F15 Cle a7 cis c19 c20 ~
1 145 15,8 15,7 163 145 ﬂl
2 154 15,2 15,9 152 14,5 | |
1 Aceptar G I
3 165 15,9 14,8 16,2 16,5 L‘jﬁl = —
4 148 168 155 152 15.2 ™
5 157 14,5 16,9 142 14,5 15,2
6 159 154 17,1 148 16,8 148
7 152 14,2 185 158 159 157
8 145 148 172 16,2 15,0 168
9 156 157 192 161 168 159 v
< >
Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1
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Clic en C1-Seleccionar y asi continuar seleccionando C2, C3, C4, C5, C6

M Minitab - Sin titulo - a
I Archive Editar Datos Calc Estadisticas Grafica Editor Herramientas Ventana Ayuda  Asistente
B8 yhBoc 0+ IRBI0QESRGOHE NN SEHLIG A5 Wil L2
MEARS A T &1 \X\-H-'s'lDO\ [Eaua]
= Sesién [=er] =]
.\
15/03/2017 22:00:41
<l [Les observaciones para un subgrupo estén en una fila de columnas: x|
c3 C1C2C3C4C5C6
c4
CS5
C6
v
< >
= = [ == | Gl
s+ a | e | a | o | o Miltples gréfices... | Opdonesde gafos... | OpdonesceR... | s | o | a7 | cs | cw | oA
1 145 159 157 163 145 ﬂl
2 154 15,2 159 152 14,5 | .|
3 16,5 15,9 148 182 16,5 L‘jal e Concelr
1 148 16,8 15,5 152 15,2 &2
5 157 14,5 169 142 14,5 15,2
6 158 15,4 171 148 16,8 1438
7 152 14,2 185 158 159 157
8 145 148 17,2 16,2 15,0 168
9 156 157 192 161 168 159 5
< >
pr. [&[= ] 5=
Hoja de trabajo actuak: Hoja de trabajo 1
Clic en Aceptar
l x
i Archivo Editar Datos Calc Estadisticas Grafica Editor Herramientss Ventana Ayuda Asistente
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% R=3,146
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de trabajo 1** [= ==
;
b | co | en | o2 | en [ es | oas | ece | o7 | es | cw | c20 A
o =0 | | | | | |
i3 s 7 8 n B 15w B 2 2
Muestra
1 T35 58 155 TS, TS, 14,
5 157 14,5 169 142 14,5 15,2
6 159 154 17,1 148 16,8 148
7 152 14,2 185 158 15,9 157
s 145 148 17,2 162 15,0 168
9 156 157 19.2 16.1 16.8 159 v
< >
T

Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1
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e) Calculando x se obtiene:

N° de muestra Medias muestrales X

1 14,5 115,9/15,7/16,3|14,5/16,2| 15,52
2 15,4 115,2/15,9/15,2|14,5|14,5| 15,12
3 16,5 (15,9/14,8/16,2/16,5/16,2| 16,02
4 14,8 116,8|15,5|15,2|15,2|14,2| 15,28
5 15,7 |14,5/16,9|14,2|14,5|15,2| 15,17
6 15,9 |15,4/17,1/14,8/16,8|14,8| 15,80
7 15,2 |14,2/18,5/15,8|15,9|15,7| 15,88
8 145 (14,8|17,2|16,2|15,0/16,8| 15,75
9 15,6 |15,7/19,2/16,1/16,8|15,9| 16,55
10 16,5/16,8/18,4/14,8/18,9/16,1| 16,92
11 14,5 (15,8 /14,2 |14,5/18,7|16,3| 15,67
12 17,1 115,8/16,2|15,4|15,7|16,2| 16,07
13 18,5115,9/17,2|14,2|15,9|14,7| 16,07
14 17,2 |15,7/16,8|14,8|14,8|14,9| 15,70
15 19,2 |15,7/15,9|15,7|15,5(14,8| 16,13
16 18,4 /116,8/15,0/16,8/16,9|14,7| 16,43
17 14,2 /16,9/16,8/15,8|17,1|15,4| 16,03
18 16,2 (17,2/18,9/15,8/18,5/18,9| 17,58
19 17,2 /17,6/18,7|15,9/17,2|16,0| 17,10
20 16,8 |14,5/19,8|15,7/18,2|18,7| 17,28
21 15,9 (17,9/18,7|15,7|18,4|17,5| 17,35
22 15,0 /18,0/18,2/16,8|14,2|17,8| 16,67
23 16,8 18,9/20,0/16,9/16,2|18,5| 17,88
24 18,9 (17,9(17,4|175|17,2|16,5| 17,57

Total 391,53

Calculando X se obtiene:

»X 391,53

k 24

<l

=16,314

f) Con lectura en la tabla para n = 6 se obtiene A, = 0,483

Calculando el limite superior se obtiene:

LSC;z = X + A,R = 16,314 + 0,483 - 3,146 = 17,83

g) Calculando el limite inferior se obtiene:

LICx =X — A,R = 16,314 — 0,483 - 3,146 = 14,79

Mgs. Mario Sudrez

Aplicaciones estadisticas en el control de la calidad



h) La grafica X elaborada con Minitab es

i x
i Archive Editar Datos Calc Estadisticas Gréfica Editor Herramientas Ventana Ayuda Asistente
BHB DR e D300 008 SRROIINNISELB)is = Lialy 42
i[Region delafiguras =] W [[ls] o + ¥ o | - \QliTEIO\ ° ||
5 Sesion [= @] =
~
15/03/2017 23:15:19
Grafica Xbarra de C1; ...; C6 i Grafica Xbarra de C1; .., C6 [E= 5l =)
Resultados de la prueba para la grafica Xbarra de C1; ...; C6 Grafica Xbarra de CT; ..; C6
1
BRUEBA 1. Un punto fuera mas alla de 3,00 desviaciones esténdar de la linea central. o p [
la prueba falld en los puntos: 23 :
7,5
« ADVERTENCIA * Si se actualiza la gréfica con los nueves datos, los
* resultados anteriores gquizds ya no sean correctos. =
£ 170
£ v
=
< >
£ s - _
i X=16,314
= Hojade|| ¥ N SEE=E]
T 160
v oa | e | e o | o | e | a | e | o % cio c20 ~
| | | | | | | | =
155
1 145 159 157 183 14,3 16,2
2 154 5.2 159 15,2 14,5 14,5 50
3 185 15,9 148 16,2 16,5 16,2 LCI=14,764
4 148 16,8 15,5 152 15,2 142 i3 s 7 8 fn B 1 LI
3 157 14,5 16,9 142 14,5 152 Muestra
6 159 154 171 148 16,8 148
7 15,2 14,2 185 158 15,9 15,7
8 145 14,8 17,2 16,2 15,0 16,8
Q 156 157 19.2 161 16.8 15.9 5
< >
[ (2= ] =]
Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1

Interpretacion: Observando la gréfica se concluye que la misma esta fuera de control, ya que, la muestra
23 representa una variacion de causa asignable, es decir, la muestra 23 se sale del limite superior de

control.

Los célculos empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

& 5] C u] E F =] H | J K L M 1§ | ]
1 |WN* Muestrak Madias muestralesn R 4
2 1 145 15,9 15,7 16,3 145 16,2 1.8 =MAX(B2:G2)-MIN(B2:G2) 155 | =PROMEDINEB2:G2)
3 2 154 152 15,9 152 145 145 14 =MAX(E3:G3)-MINE3IG3) 15,1 | =PROMEDIOE3:G3)
4 3 16,5 15,9 143 16,2 16,5 16,2 1,7 Ji 16,0 =PROMEDIO(B4:G4)
5 4 148 16,8 15,5 15,2 15,2 14,2 2, 15,3 | =PROMEDINEBS5:G5)
5 5 15,7 14,5 16,8 142 14,5 15,2 2,7 15,2 | =PROMEDINEB6&:GE)
7 6 15,9 154 | 171 148 16,8 148 2, 158  =PROMEDIOET:GT)
g 7 152 142 18,5 15,8 15,3 15,7 43 15,3  =PROMEDIO(B3:G3)
] 3 145 14,8 17,2 16,2 15,0 16,8 27 / -G9)-MIN(BS:G2) 15,8  =PROMEDIO(BZ:GY)
10 8 15,6 15,7 15,2 16,1 16,8 15,8 3.6 =MAX(B10:GL-MINEB10:G10) 16,6 =PROMEDIOE1CGL0)
il 10 16,5 16,8 134 148 18,8 16,1 41 =MAX(B11:G11)}-MIN(B11:511) 165 =PROMEDIOEBE11:G11)
12 11 145 15,8 142 145 18,7 16,3 43 =MAX(B12:G12)-MIN(B12:512) 137 =PROMEDIOE12:G12)
13 2 17,1 15,8 16,2 154 15,7 16,2 1,7 =MAM(B13:G13)-MIN(B13:G13) 16,1  =PROMEDIOEB13:G13)
14 13 18,5 15,9 17,2 142 15,9 14,7 43 =MAM(B14:G14)-MINEB14:G14) 16,1 =PROMEDIOE14.Gl4)
= 14 17,2 15,7 16,8 14,3 14,8 14,8 2, =MAX(B15:G13)-MIN(EB15:G15) 13,7 | =PROMEDIOE1.G1Y)
& 15 192 15,7 15,9 15,7 15,5 148 44 =MAX(B16:G16)-MIN(B16:G16) 16,1  =PROMEDIOE16:G16)
17 16 184 168 15,0 16,8 16,9 147 3.7 =MAX(E17:G17)}-MINB17:G17) 164 =PROMEDINE1T-G1T)
1B 17 142 16,9 16,8 15,8 17,1 154 2, =MAM(B18:G18)-MIN(B13:G13) 16,0 =PROMEDIOEB13:G18)
13 18 16,2 17,2 13,8 15,8 18,5 18,8 3.1 =MAX(B1S:G19)-MINEB18:G18) 176 =PROMEDIOE1S.G1S)
20 15 17,2 17,6 18,7 15,8 7.2 16,0 2, =MAX(B20:G20)-MINEB20:G20) 17,1 | =PROMEDIOE20:G20)
21 20 16,8 145 198 15,7 18,2 18,7 33 =MAX(B21:G21)-MIN(B21:521) 173  =PROMEDIOE21:G21)
22 2 15,9 17,2 18,7 15, 184 17,5 3.0 =MAX(B22:G22)}-MIN(B22:G22) 174  =PROMEDIOEBI2:G22)
23 22 15,0 18,0 13,2 16,8 142 17,8 40 =MAM(B23:G23)-MIN(B23:G23) 16,7  =PROMEDIOB23:G23)
24 23 16,8 188 | 20,0 16,8 16,2 18,5 3.8 =MAX(B24:G24)-MIN(EB24:G24) 17,82 =PROMEDIOE24.G14)
25 24 18,8 17.8 174 | 175 7.2 16,5 2, =MAX(B25:G25)-MIN(B25:G25) 17,6  =PROMEDIOE23.G13)
26 I 3,146 | =PROMEDIO(H2:H23) T 16,314 =PROMEDIO(J2:125)
27 n & =CONTAR(E2G2)
28 D, 0 A; 04833
23 D, 2,004
30 Limite superior | 6,30425 | =H20*H26 Limitz Superior 17,33 | =]26+]28*H26
Kl Limite inferior 0 =H23*H26 Limite inferior 14,78  =I28-T28%t
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Para elaborar la grafica X en Minitab se procede de la siguiente manera

Ingrese al programa

- —
Archive Editar Datos Calc Estadisticas Grafica Editor Herramientas Ventana Ayuda Asistente
EHS s NBloe 0/ tIns00ESEGOEENNEBDIS)isl = Ly 4l

El M EARCY AE T &4 ~Jl R Qs OON @ 19

15/03/2017 22:25:53

Bienvenido a Minitab, presicne FL para obtener ayuda.

< b3
& Hoja de trabajo 1 *** [= ==
+ 1 2 e c4 o5 C6 7 8 c9 C10 n 12 C13 C14 Cl5 C16 c17 Cig c19 20 »
1
2
3
4
5
6
7
8
q ~
< L]
Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1 W ’7

Copie los datos

i Archivo Editar Datps Cale Estadisticas Grafica Editor Herramientss Ventana Ayuda Asistente

EHS SNBse 0 +tIns00ESRGOHENNSELSis 5Ly 42

T Helks+xzl ~)% il TOON o L]

= Sesién [=er] =]

15/03/2017 22:25:53

Bienvenido a Minitab, presicne FL para obtener ayuda.

1 145 159 157 163 14,5 16,2
2 154 152 15,9 152 14,5 14,5
3 16,5 15,9 1438 16,2 16,5 16,2
4 1438 16,8 15,5 152 152 14,2
5 137 14,5 16,9 142 14,5 15,2
6 158 15,4 171 148 16,8 1438
7 152 14,2 18,5 158 159 157
8 145 14,8 17,2 16,2 150 16,8
(Q 156 157 19.2 16.1 16.8 159 - 4

=
|

Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1

]
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Clic en Estadisticas, Gréficas de variables para subgrupos, Xbarra

Archivo Editar Dates Calc | Estadisticas | Grafica Edi Herramientas  Ventana Ayuda Asistente

=1 IECTE e ) Estadistica bisica iSBROBA N SEHDIRiAIFE & Y Lle|
: Regresion » ;
E -| % || ¥ Q| Lk |mi] s |10
I =% ANOVA N | %] )\.| s T N |
s DOE , Sesion S=E=]
| Graficas de control ¥ Transformacién Box-Cox... ~
H tas de calidad v
15/03/2017  Hemamientasdecalida | Graficas de variables para subgruposk|| B Xbarra-R...
Confiabilidad/supervivencia  * p— ol dividuos» g XearraS
; ; ; réficas de variables para individuos r7a-5...
Bienvenido a Minizab, pre Analisis multivariado > Graficas de atributos b N —
Series de tiempo » ) = [ I-MR-R/S (Entre/Dentro de...
Diagramas de tiempo penderado  » [
Tabl »
Lot Graficas multivariadas iz Xbama.. |
. ) v
Blcipemmdices Grificas de eventos infrecuentes  » | EE B
Pruebas de equivalencia v B s. | X
Potencia y tamafio de a muestrab " | Menitorear la media del procese
- )z Zong <cuzndo usted tiene datos continuos
en subgrupos. v
< >
loja de trabajo =R EcE
v oa | a2 | a @ | o | o a | e | o co | o | e cz | o4 | as ce | a7 | c. cio c20 ~
1 145 15,9 15,7 16,3 14,5 16,2
2 154 15,2 159 15,2 14,5 14,5
3 165 15,9 148 16,2 16,5 16,2
4 148 16,8 15,5 15,2 15,2 142 I ]
5 157 14,5 169 14,2 14,5 152
6 15,9 154 171 143 16,8 148
7 152 14,2 18,5 158 15,9 15,7
8 145 148 17,2 16,2 15,0 168
9 156 15.7 19.2 16.1 16.8 15.9 ©
< >
Hoja detrabaje actual: Hoja de trabajo 1

En la ventana Gréfica Xbarra seleccione: Las observaciones para un grupo estan en una fila de columnas

i} Minitab - Sin titulo - a
I Archivo Editar Datos Calc Estadisticas Grafica Editor Herramientas Ventana Ayuda Asistente

BHS SND9c 0 +IasC0ESERGEOEENNISELB|is =5 L Y42

d ERAEY S S XA TOO N o L)
=3 Sesion
~
15/03/2017 22:25:53
[Todas las observaciones para una gréfica estén en una columna: |
Todas las observadanes para una grafica estén en una columnat
L vaciones grupe estén en na fila de colum
Tamafias de los subgrupos: {ingresar un nimero o columna de 10)
-
< >
Escala... Eliquetas...
- I | e
+ a | e | e o | o Miltples gréficss... | Opeiones de gatos... | Opcones de Xbara... s | e | a7 | cs | cw | <4
1 145 15,8 15,7 163 145 ﬂl
2 154 15,2 159 152 14,5 | |
1 Aceptar G I
3 165 15,9 14,8 16,2 16,5 L‘jﬁl = —
4 148 168 155 152 152 ™ 1 T
5 157 14,5 16,9 142 14,5 15,2
6 159 154 171 148 168 148
7 152 14,2 18,5 158 15,9 157
8 145 148 172 162 15,0 168
9 156 157 192 161 168 159 ¥
< >
Hoja de trabajo actusl: Hoja de trsbjo 1

Mys. Mario Sudrez Aplicaciones estadisticas en el control de la calidad



Enter. Clic en C1-Seleccionar y asi continuar seleccionando C2, C3, C4, C5, C6

i Minitab - Sin titulo - a
i Archivo Editer Datos Calc Estedisticas Gréfica Editor Herramientes Ventana Ayuda Asistente
iEHI& M9 o \?}éﬁ’il@@iﬁﬁﬁ|.®EIEIG‘EI\E§|§|§J\ Jif | 3= hdia | ¥ £ 2|
AR ALY S Xk TOON @ L]
= Sesion (== =]
Ll
15/03/2017 22:25:53
1 |Las observaciones para un subgrupo estén en una fil de columnas: x|
c3 c1czc3cacscel
C4
C5
[of:]
.
< >
Escala... Etiquetas...
B | | (= =]
v+ a | e | o a | o [I Wilples gréfices... |  Opcones de datos... | Opciones de xoara... bs | o6 | cor | o8 | cw | co~
145 159 157 16,3 14,5 e
2 154 15,2 159 152 14,5 | ‘ |
3 165 159 148 162 165 L"al S ==
4 143 168 15,5 15,2 15,2 £
3 157 14,5 16,9 142 14,5 152
159 154 171 148 16,8 148
7 152 14,2 18,5 158 159 15,7
s 145 148 172 162 150 168
9 156 157 192 161 168 159 v
< >
Pr... =]
Hoja de trabajo actual: Hoja de trabjo 1
ol x
i Archivo Editer Datos Calc Estedisticas Gréfica Editor Herramientes Ventana Ayuda Asistente
EH8 shBloc @ +IRAB 00 SEROBE DT SBOR)iAld== bl L2
SwIEle+ ¥ 2l '\-\.\QETDO\”_’IMI
v Grafica Xbarra de C1; ..; C6 ==l | Ssesion ===
-
Grafica Xbarra de C1; ..; C6
18,0 1
= " LCS=17,864
17,5
£ o ’
£
£
=
e . )
= ¥=16,314
2 N
T >
5
= 15,5
' de trabajo 1 = =8I
50 ko cio | o 12 ciz | c4 cis <3 =1 ciz cio c20 ~
LCI=14,764 ‘ | | ‘ ‘
13 s 7 9 n B B w7 B 2 2
Muestra
T 2T 58 T3 TS, TS, T,
5 157 145 169 142 145 152
6 159 154 17,1 148 168 148
7 152 14,2 18,5 158 159 15,7
s 145 148 172 162 150 168
9 156 157 192 161 168 159 v
>

<

Pr.. &

Hoja de trabajo actual Hoja de trabajo 1

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 26

1) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre la administracion o control de la calidad total y realice

un organizador grafico de la misma.
2) Consulte en la biblioteca o en el internet sobre la administracién seis sigma y realice un organizador

gréafico de la misma.
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3) Consulte en la biblioteca o en el internet para contestar lo siguiente:

a) ¢El control de la calidad tiene impacto en nuestro trabajo diario y en nuestras vidas personales?

b) Escriba una semejanza y una diferencia entre causas especiales de variacién y causas comunes de
variacion

c) ¢Cual es la importancia de las graficas de control de la calidad y cuél es su proceso de construccion?
d) ¢Qué es un limite de control?

e) ¢En qué situacion se dice que un proceso esta fuera de control?. llustre su respuesta con una grafica
de control

f) ¢En qué situacion se dice que un proceso esta bajo control?. llustre su respuesta con una grafica de
control

g) ¢Cuéles son los dos tipos de errores que las graficas de control nos ayudab a prevenir?

h) ¢Qué es variacion de causa asignable?

4) Realice un organizador grafico de las Gréficas para la Media

5) Realice un organizador grafico de las Graficas para el Rango

Resuelva los siguiente ejercicios de forma manual, empleando Excel (para los célculos), Graph vy
Mininatb (para la gréaficas)

6) Una fabrica produce estructuras para computadores de mesa, los cuales deben cumplir ciertas
especificaciones de tamafio. Para garantizar que se cumplan estos estandares de calidad, el gerente de la
fabrica, recolecta K= 24 muestras (subgrupos) de tamafio n = 6, y mide su ancho. Los resultados aparecen
en la siguiente tabla

N° Muestra Medias muestrales

1 152 | 145|154 | 16,5| 159 | 16,2
2 16,2 | 154 | 15,9 | 15,2 | 15,2 | 145
3 156 | 16,5| 159 | 16,2 | 15,9 | 16,2
4 185 | 14,8 | 15,7 | 15,2 | 16,8 | 14,2
5 175|157 145|142 | 145 | 15,2
6
7
8

143 1159|165 | 14,8 | 154 | 148
15,4 | 15,2 | 15,4 | 15,8 | 14,2 | 15,7
18,0 | 145 | 14,4 | 16,2 | 14,8 | 16,8

9 142|156 | 14,5| 16,1 | 15,7 | 159
10 15,71 16,5|14,5| 148 | 16,8 | 16,1
11 148 | 145 | 16,5 | 14,9 | 15,8 | 16,3
12 16,8 | 15,8 | 15,2 | 15,8 | 15,7 | 16,2
13 152 159|145 | 151 | 159 | 147

14 15,4 15,7 | 16,8 | 15,3 | 14,8 | 14,9
15 18,4 | 15,7 {159 | 14,8 | 155 | 14,8
16 16,5 | 16,8 | 15,0 | 15,7 | 16,9 | 14,7
17 152 |16,9| 16,8 | 17,0 | 17,1 | 15,4
18 16,8 | 17,2 18,9 | 18,5 | 18,5 | 18,9
19 135|176 18,7 21,1 |17,2| 16,0
20 19,8 | 14,5] 20,8 | 19,2 | 19,2 | 18,7
21 18,7 | 17,9 |18,7| 20,8 | 18,4 | 17,5
22 17,5|18,0| 18,2 | 20,2 | 14,2 | 17,8
23 1491189200 16,8 | 16,2 | 185
24 18,7 179 | 17,4 | 18,7 | 17,2 | 16,5

a) Calcule el rango promedio
2,9625
b) Calcule el limite superior de control para el rango
5,936
c) Calcule el limite inferior de control para el rango
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d) Realice la grafica R.

e) ¢El proceso esta bajo control?. ;Por qué?

7) Empleando los datos de la tabla del anterior ejercicio

a) Calcule )?

b) Calcule el limite superior de control para las medias

c) Calcule el limite inferior de control para las medias

d) Realice la grafica X.

e) ¢El proceso esta bajo control?. ;Por qué?

8) Plantee y resuelva un ejercicio aplicacion de la grafica R y de la grafica X

5.3) GRAFICAS DE CONTROL PARA ATRIBUTOS

A) Gréfica de control para la proporcion de articulos disconformes: la gréafica p

16,3194
17,75

14,89

Se utilizan diferentes tipos de graficas de control para monitorear procesos y para determinar si se
encuentra presente en el proceso alguna causa especial de variacion. Las graficas de atributos se utilizan
para variables categoricas o discretas. En esta seccion se estudiara la grafica p, que se utiliza cuando los
elementos que son muestreados se clasifican de acuerdo a si se conforman o no con los requerimientos
definidos operacionalmente. Por lo tanto, la grafica p nos ayuda a monitorear y analizar la proporcion de
elementos disconformes que estan en las muestras repetidas (es decir, subgrupos) que se seleccionan de

un proceso.

Para iniciar la explicacion de las gréficas p, recuerde que la proporcién de muestra se define como

X L . m(1-m)
p=_.Y la desviacion estandar como 0y, = —

Los limites de control para la gréfica p son:

Para igual n;

Mgs. Mario Sudrez

p£3
LCS=p+3
LCI=p -3
— _ _ Xp;
A=mnyp==
O en general,
ﬁ=2ni _=2Xi
© YP S,
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Donde:
X; = namero de elementos disconformes en el subgrupo i

n; = tamaifio de muestra (o subgrupo)para el subgrupo i
X
p; = — = proporcién de elementos disconformes en el subgrupo i
i
k = nimero de subgrupos seleccionados
7 = tamafio promedio del subgrupo

p = proporcién estimada de elementos disconformes

Cualquier valor negativo para el limite de control inferior significa que el limite de control inferior no
existe.

Otros casos de Graficas p

En la construccion de las gréaficas p simplemente se toma nota de la proporcion de articulos defectuosos
en una muestra. Esta proporcion, p es

Numero de defectos en una muestra X

p= Tamaio de la muestra n

Si se toman varias muestras, produciendo varios valores para p. La proporcién media de defectos para
estas varias muestras, p se calcula de la siguiente manera

Numero total de defectos en todas las muestras

P= Tamafio total de todos los articulos inspeccionados

La desviacion estandar para la proporcion de defectos es:
(1l —m)
P n
La desviacion estandar para la proporcion de defectos cuando o es desconocida es:

El limite superior de control para las proporciones es:

LSC=p+3S,=p+3

El limite inferior de control para las proporciones es:

LIC=p-35,=p—3

Ejemplo ilustrativo

Durante la fase de analisis del modelo Seis Sigma DMAIC, se recolectaron los datos de las
disconformidades diariamente de una muestra de 200 habitantes de un hotel. La siguiente tabla lista el
namero y proporcion de habitaciones disconformes para cada dia durante un periodo de 4 semanas
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Dia Habitaciones | Habitaciones no | Proporcion
estudiadas (n) | preparadas (X) (XIn)

1 200 16 0,08
2 200 7 0,035
3 200 21 0,105
4 200 17 0,085
5 200 25 0,125
6 200 19 0,095
7 200 16 0,08
8 200 15 0,075
9 200 11 0,055
10 200 12 0,06
11 200 22 0,11
12 200 20 0,1
13 200 17 0,085
14 200 26 0,13
15 200 18 0,09
16 200 13 0,065
17 200 15 0,075
18 200 10 0,05
19 200 14 0,07
20 200 25 0,125
21 200 19 0,095
22 200 12 0,06
23 200 6 0,03
24 200 12 0,06
25 200 18 0,09
26 200 15 0,075
27 200 20 0,1
28 200 22 0,11
Total 5600 463 2,315

Para estos datos, k = 28; Y. p; = 2,315,; n =n = 200; p = % = %:5 = 0,0827

Remplazando valores en

_ p(1-p)
p 3 =
Se obtiene:
_— 0,0827(1 — 0,0827)
0,0827 + 3 500

Entonces

LSC =0,0827+0,0584 = 0,1411

LIC =0,0827-0,0584 = 0,0243
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La siguiente figura realizada en el programa Minitab representa la grafica de Control p para cuartos que
no estan listos

o
i Archive Editar Datos Calc Estadisticas Gréfica Editor Herramientas Ventana Ayuda Asistente

B8 DB oc B+ RBI00ESRGOEE DM SEE| B Al 55 Ly L] 2|
i % Ikle + ¢ 2| -]l X QIR TEON o 11|

= Sesion o =] =]
-
15/03/2017 23:22:56
Bienvenido a Minitab, presione Fl para obtener ayuda.
Grafica P de C2 [ —
< Grafica P de C2 ==
Gréfica P de C2
014 LCS=0,1411
v
< 012 ’
= 0,10 = ==
. a | @ | ¢ | o« | o ||| §° as | o6 | o7 [ cs | cw | c0
S
I — | A — T T T
1 200 16 o
1 a
2 200 7 0,06 .\j W
3 200 21
4 200 17 o
5 200 25
2 20 ® e . T T T T T T T T T famoes
7 200 16 1 4 7 0 13 1 19 2 25 28
8 200 15 Muestra
9 200 1 ”
< >
pr.. (==
Hoja de trabajo actuak: Hoja de trabajo 1

Interpretacion: Se observa que la proporcion de disconformidades es mayor en el dia N° 14 y menor en
el dia N° 23

No hay causas especiales de variacion, ya que las proporciones estan dentro de los limites de control
Para realizar la grafica p en Minitab se procede de la siguiente manera

Ingrese los datos en el programa

Archivo Editar Datos Calc Estadisticas Gréfica FEditor Herramientas Ventana Ayuda Asistente
FHE s NhBoe O+ IALI0QESEGRA NN SEHOIG! A5 i ¥4l

] EETEY R Xtk TOON o l11]

= Sesion [= &)=

15/03/2017 22:40:32

Bicavenido a Minitab, presione Fl para cbtener ayuda.

= Hoja de trabajo 1 %+ =N EcR (=<
+ a | @ | o | o | o | e | g | e | o | co | o [ c2 | e [ o4 | as | o6 | o7 | ez | cw | c0~
| | | | | | | | | | | | | | | | | | |
1 200 16
2 | 200 7
R 21
4] 200 17
| 5 | 200 25
6 | 200 19 :l
7] 200 16 |
| 8 | om0 15
9 200 1 v
< >
pr. [& [ 2] =]
Hoja de trabaje actual: Hoja de trabajo 1 [
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Clic en Estadisticas, Graficas de atributos, P

Archivo Editar Datos Calc Herramientas  Ventana Ayuda Asistente
E Hl @l a‘ I:Ij jl iy Estadistica basica 3

Estadit BGOSENE SEOI)A>ELal XLl
EETIE v CdIXIQik TOON o L]

e DOE 8 Sesion [=E]=

| Graficas de control ¥ Transformacién Box-Cox... ~
Herramientas de calidad v
15/03/2017 N Graficas de variables para subgrupos ¥
Confiabilidad, »
) ) ) e e Gréficas de variables para individuos »
Bienvenido a Minitab, pre Anlisis mul d b
= Graficas de atributos Y| 2. Diagnéstico de grfica P...
Series de tiempo v "
Diagramas de tiempo ponderada ¥
Tablas » )
Graficas multivariadas v .
N t 3
o parametricos Graficas de eventos infrecuentes b )
Prugbas de equivalencia » Monitorear la proporcion de

elementos defectuosos. Utilice esta
opcitn cuanda cada elemento se
clasifique en una de dos categorias,

Potencia y tamafio de la muestra*

tales como pasa o no pasa. v
< >
oja de E=n(Ecs
. a | @ | e | o | o | e | a | e | o an | o2 o [ o4 | a5 | a6 | o | cas | ce c20 ~
| | | | | | | | | |
v
>

Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1

ClicenP

i} Minitab - Sin titulo - a
i Archive Editar Datgs Calc Estadisticas Gréfica Editor Herramientas Ventana Ayuda  Asistente

iEHI& MBI o34 Jﬁ%|®9{2]§§%|ﬁ®§]Elﬁ‘fﬂglﬂﬂﬂf‘]iﬁ«\E‘Z-JLTA“m\V,ﬁlQI
E AN A &1 S Xl TOON » la|

IS Sesian
Ll
15/03/2017 22:40:32
C1 Variables:
c2
Tamafios de los subgrupas: I
(ingresar un nimero o columna que contenga los tamafios) v
< >
Escala... Etiquetas...
™ | | GG
hd a | e | a| a | c ﬂ Miitiples graficas. . | Dpﬂnnesdagatns...l OgﬂnnesdEGréﬁuml s | o | a7 | cs | cw | oA
] 200 I Seleccionar
2 200 7
3 200 21 _ apes | o | cancelr |
4 200 17
5 200 25
6 200 19 I |
7 200 16
8 200 15
a 200 1 <
< >

Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1

Mys. Mario Sudrez Aplicaciones estadisticas en el control de la calidad




En la casilla variables, seleccionar C2. En la casilla Tamafios de los subgrupos, seleccionar C1

M Minitab - Sin titulo

Archivoe Editar Datos Calc Estadisticas  Grafica Editor Herramientas Ventana Ayuda Asistente
BHIS YNNoc B +IAs00ESBEOII NN SEL B4+ LE Y42
i EEITY R Sl XIQ)is ToO N = L]

= Sesion [=E=]
~
— 15/03/2017 22:40:32
1 Variables:
c2
cz
Tamafios de los subgrupos: I c1
(ingresar un numera o columna que contenga los tamafios) &
< b3
Etiquetas... |
@ EEE]
hd a | e | e | a | o ﬂ Miiltiples graficas... Opciones de datos... | Opciones de GraficaP... | s | e | o7 | cas | cw | c0 4
1 200 | 16 | ‘ | Seleccionar ‘ | | ‘ ‘
2 200 7 | ‘ |
3 200 21 Ldal Aceptar Cancelar
200 17
5 200 25
6 200 19
7 200 16
8 200 15
a 200 11 e
< >
pr.. (@&
Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1

Clic en Aceptar

ol
i Archive Editar Datos Calc Estadisticas Grafica Editer Heramientes Ventana Ayuda  Asistente

=

1 DI EEN =R TN T -1 OF TERALIE (=Ll Tk A

: AwiBle ez =l x|

(=)&) =]

ica (=}

Gréfica P de C2

LCS=0,1411

0,14

| A/\U/\/\W/\ o
V \/ de trabajo 1 ¥ EI@

Proporcion
)
8

0,06
LR ko co | o | a2 cz | c4 | as ce | o7 | s cio c20 ~
. wmwe | T T
'i ‘a 7‘ 10 13 16 1“3 22 25 28
Muestra
T 00 7
5 200 25
6 200 19
7 200 16
g 200 15
a 200 1 ¥
< >
EIPr..
=

Hoja de trabajo actual Hoja de trabajo 1

Mys. Mario Sudrez Aplicaciones estadisticas en el control de la calidad




TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 27

1) Los siguientes datos fueron recolectados de disconformidades durante un periodo de 10 dias

Dia | Tamafio | Disconformidades
de la
muestra
1/ 100 10
2| 100 11
3| 100 13
4| 100 14
5/ 100 15
6| 100 17
7| 100 9
8| 100 14
9| 100 13
10| 100 12
1.1) ¢En qué dia la proporcién de disconformidades es mayor?. ;Y menor?
Dia 6, Dia 7
1.2) ¢Cudles son los limites de control inferior y superior?
0,0278 y 0,2282

1.3) ¢Hay algunas causas especiales de variacion?
No, las proporciones estan dentro de los limites de control
1.4) Realice la grafica p en forma manual y con Graph

2) Los siguientes datos fueron recolectados de disconformidades durante un periodo de 10 dias

Dia | Tamafo de la |Disconformidades
muestra
1 111 12
2 93 14
3 105 10
4 92 18
5 117 22
6 88 14
7 117 15
8 87 13
9 119 14
10 107 16
2.1) ¢En qué dia la proporcién de disconformidades es mayor?. ;Y menor?
Dia 4, Dia 3
2.2) ¢Cuaéles son los limites de control inferior y superior?
0,0397 y 0,2460

2.3) ¢Hay algunas causas especiales de variacion?
No, las proporciones estan dentro de los limites de control
2.4) Realice la gréafica p en forma manual y con Minitab

9
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3) Una fabrica de instrumentos musicales realiza un procedimiento de control de calidad para detectar
los defectos en un modelo de guitarras, para lo cual selecciona 15 muestras de tamafio 40. EI nimero de
defectos en cada muestra se indica en la siguiente tabla

Muestra NUmero de
defectos
1 10
2 12
3 9
4 15
5 27
6 8
7 11
8 11
9 13
10 15
11 17
12 3
13 25
14 18
15 17
3.1) Calcular el numero total de defectos en todas las muestras
211
3.2) Calcular el tamafio total de todos los articulos inspeccionados
600
3.3) Calcular p
0,3517
3.4) Calcular el limite superior de control para proporciones
0,5782
3.5) Calcular el limite inferior de control para proporciones
0,1252

3.6) Elabore la gréfica p en forma manual y con Graph

4) Consulte en la biblioteca o en el internet un ejercicio de aplicacion de la gréfica p. Presente el ejercicio
empleando Excel y Minitab .

B) Las Graficas c

Estas graficas estan disefiadas para detectar el nimero de defectos en una sola unidad. Al desarrollar la
graficas p una unidad completa se consideraba defectuosa o no defectuosa. Sin embargo, en muchos
casos, la presencia de uno o mas defectos puede no producir necesariamente una unidad inaceptable. Un
fabricante de muebles puede encontrar defectos menores en un sofa y sin embargo no considerarlo
inaceptable. Si los defectos por cada 100 metros cuadrados de tapetes para el piso fueran pocas y menores,
el fabricante puede decidir ofrecerlos en venta a pesar de estas imperfecciones. Una gréafica c se utiliza
para analizar el nimero de imperfecciones por unidad de produccion.

La gréfica c tiene que ver con el nimero de imperfecciones (defectos) por unidad (por sofa o por cada
100 metros cuadrados). Los limites de control se establecen alrededor del nimero de defectos en la
poblacion, c. En el caso probable de que ¢ sea desconocido, se estima mediante ¢, el nimero promedio

de defectos en las unidades (nimero de defectos dividido para el nUmero de muestras) o
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Una unidad puede constar de un solo articulo como un sofa, o una pieza de tapete de 100 metros
cuadrados, o por ejemplo puede contener, un envio de 50 paginas impresas en las cuales se detectaron
errores tipograficos. La unidad debe ser consistente en tamafio, nimero o area. Anteriormente se definid
la desviacion estandar del niamero de ocurrencias como la raiz cuadrada del nimero promedio de defecto.

Asi:
Desviacién estandar para el nimero de defectos
S¢ = \/%

Los limites de control estan a tres desviaciones estandar por encima y por debajo de ¢

Limite superior de control para el nimero de defectos
LSC. =¢ + 3s;

Limite inferior de control para el namero de defectos
LIC. = ¢ — 3s;

Nota: Si LIC, < 0, se considera que LIC, = 0
Ejemplo ilustrativo

Una empresa dedicada a la elaboracion de papel para computador inspeccion6 20 hojas de un nuevo tipo
de papel para buscar defectos. Los resultados se observan en la siguiente tabla:

Hoja Numero de
defectos
1 5
2 4
3 3
4 5
5 16
6 1
7 8
8 9
9 9
10 4
11 3
12 15
13 10
14 8
15 4
16 2
17 10
18 12
19 7
20 17

a) Calcule ¢

b) Calcule el limite superior de control para el nimero de defectos
c) Calcule el limite inferior de control para el nimero de defectos
d) Elabore la gréafica c en Minitab

Mys. Mario Sudrez Aplicaciones estadisticas en el control de la calidad ﬁm



Solucion
Los calculos empleando Excel:

A B C D E
Hoja Momero de
1 defactos
2 1 3
3 2 4
4 3 3
5 4 3
3 5 16
7 & 1
8 7 8
g 3 9
10 9 9
11 10 4
12 11 3
13 12 15
14 13 10
15 14 8
16 15 4
17 16 2
18 17 10
19 18 12
20 19 7
21 20 17
2 Total 152 =EITMA(B2-B21)
23 g T6 =B22/CONTAR(AZ-AR])
24 L 2,757 =RATF(B23)
25 |LSC, =+ 35, 15,87 =B23+3*B24
26 LIC, =c =35, 0,670 =B23.3*B24

Para realizar las grafica c en Minitab se sigue el siguiente proceso

Ingrese los datos al programa

i Archivo Editar Datos Calc Estaditicas Gréfica Editor Hemamientas Ventana Ayuda Asistente

SHIG XDB/9eC/+tIBBI00ESREONEONEISED R F-L& Y e

| 1%k s+ Xz X2 TOON @ L)

=5 Sesion (===

15/03/2017 23:01:59

Bienvenido a Minitab, presione F1 para obtener ayuda.

~

Hoja de trabajo 1 %+ =R =

+ a | e | a | o | o | e | a | s | c | co  cn | c2 | o3 | o4 | as | e | ecr | cs [ c9 | oA
|

il |

o o a]sle]n -
o|o|o|=|a|v|us|w

w
>

pr.. (&[] =]
[

Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1
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Clic en Gréficas de control, Gréaficas de atributos, C

Archivo Editar Datos Calc

igHI& 8 DB 9 BT ERGEHANDSEDIRi A= bl e
B L= e = o
| =% ANOVA , | ‘-{| s TOON ¢ LI
e DOE 8 Sesion [=E]=
| Grficas de control ¥|| & Transformacion Box-Cox... ~
15/03/2017 ~ Heramientas de calidad * | W Geificas de variabies para subgrupas®
Confiabilidad/supervivencia 3

i 3
Bienvenido a Minitab, pre Graficas de variables para individuos

Analisis multi d 3

Graficas de atributos Y| 2. Diagnéstico de gréfica P...
Series de tiempo. » -
Diagramas de tiempo ponderado ¥ | [f7 P...
Tabl 3
Letes Gréficas multivariadas B P delLaney..
No paramétricos » B
Graficas de eventos infrecuentes b @ NP...
Prughas de equivalencia »
- . -
Potencia y tamaiio de la muestra * vy Diagnostice de gréfica U..
Be u.
v
< B2 U delaney.. 5

aba

v o | @ | & | @ | o | w | a | e | w | oo |© i a4 | o5 c6 | o | s | a9 | con
Monitorear el nimero de defectos

| | | | | porsubgrupo, Utlice sta opeién | | |

1 5 cuando cada elemento puede tener

T n multiples defectos.

AR

| 4| 3

5 16

A —

| 7 g

s 9

9 9 e

< >

Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1

ClicenC

| Minitab - Sin titulo - a
Archive Editar Datgs Calc Estadisticas Grafica Editor Herramientas Ventana Ayuda Asistente

IBHIS DB e 0+t IRARICQEISEBLHEOBENTE SEHORIA FEhElX L2
E AN A &1 S Xl TOON » la|
& Sesion ===

~
15/03/2017 23:01:59
c1 Variables:
|
o
< >
™ Escala... | Etiquetas... |
v a [ e [ e | o | o | Mitiples gréficas... | Opaonesdegatos... | opaonesdegraicac.. [ffcs [ o6 | o [ o8 | a9 | o
| | | | | | | | | |
5 Seleccionar
4
3 Ayuda aceptar | concelar |
5

Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1
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En la casilla Variables, seleccionar C1

ot Minitab - Sin tftulo - g
I Archive Editar Datos Calc Estadisticas Gréfica Editor Herramientas Ventana Ayuda  Asistente
iBHIS NP c 0+ IARI0QEISRGEORINE SEHORiA e Ll Ll
i ok s+ 2l Sl XIQ)is TOON @ 1111]
= Sesion ===
~
15/03/2017 23:01:59
c1 Variables:
cll
v
< >
= = |[=— | Eiliciis
cl a |l e[ a | o | o | Miliples graficas... | Opdones dedatos... |  Opcionesdegraficac... | {15 | e8| o7 [ s | a9 | ce0~
1 5 | | ‘ | | Seleccionar ‘ | | ‘ ‘
2 4
3 3 Ayuda Aceptar | Cancelar |
4 5
5 16
6 1
7 8
8 9
Q 9 R
< >
Der... [@ =] =]
Hoja de trabaje actuak: Hoja de trabajo 1

Clic en Aceptar

i Archivo Editar Dates Calc Estadisticas Grafica Editor Herramientas Ventana Ayuda Asistente

SHIS DB oc B tIARI00E ! SEROEENTISED|Gif |5 bl Y 4] 2

i SIS+ x 2] Sl xlQfiEToo N = L]
=9 Sesion (== =]
- ~
Gréfica C de €1 % Grafica C de C1 = o=
Grafica C de C1
Resultados de la prueba para la gréfica C de C1 = "
PRUEEA 1. Un punto fuers més allé de 3,00 desviaciones esténdar de le linea central. 3 - r Lesm1557

La prueba fallt en los puntoa: 5; 20

* ADVERTENCIA * 51 se actualiza la grafica con los nuevos datos, loa

* resultados anteriores quizds ya no sead COIrectos. é_ “
é 10 /\ v
= ﬁ 8 ‘/._\ Y T=16 2
= Hojadl| £ ¢ (===
. a | e | a | o | o | e | a | @ [ o9, c0 A
1 5 a
2 a 0 Lci=0
3 3 1 3 5 7 9 n 13 15 7 19
| 4 | 3 Muestra
5 16
5 1
7 [
8 9
] 9 e
< >
pr... [ |(=] 5 |
Hoja de trabajo actual: Hoja de trabajo 1

TAREA DE INTERAPRENDIZAJE N° 28
1) Elabore un organizador grafico sobre las graficas ¢
2) ¢Por qué, si LIC, < 0, se considera que LIC, = 0?

3) Emplenado los datos de la tabla del ejemplo ilustrativo presentado en el presente tema

Mys. Mario Sudrez Aplicaciones estadisticas en el control de la calidad




3.1) Elabore la grafica ¢ manualmente y con Graph

Archive Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda

D AL wr /A A ok P REN
- Ees] -
1@ Seie depurios 1 La grafica ¢
M~ =76 +y

WA Cuadro de texto
W™ =15.87

i€ Limite superior = 15,87
™ F)=0

Wi Limite inferior = 0

Limite superior = 15,87

t t } t t t t
2 1 1 2 3 4 5 6

3.2) Realice una interpretacion de la grafica ¢
4) Cree y resuelva un ejercicio siumilar al anterior. La grafica resuelva empleando Minitab

5) El jefe de personal de una empresa con 90 empleados ha introducido una estrategia para controlar el
nimero de empleados ausentes al trabajo cada dia. Para probar la efectividad del procedimiento, se
seleccionan 20 dias aleatoriamente y se registran los numeros de trabajadores ausentes, informacion que
se indica en la siguiente tabla:

Dia 1123|4567 |8|9|10(111/12|13|14|15|16|17|18|19|20
Nimerode |6 (3 |3|5|2|0/5|12{0/0|5|6|5|8|7|5|6|3|5]|6
ausencias

5.1) Calcular ¢

1,022

5.2) Calcular el limite superior de control para el niUmero de defectos
4,055

5.3) Calcular el limite inferior de control para el nUmero de defectos
0

5.4) Elabore la grafica c manualmente, con Minitab y Graph

5.5) Realice una interpretacién de la grafica c
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SOLUCIONARIO DE LA EVALUACION DIAGNOSTICA

1) Elabore un diagrama de caja y bigotes dada la siguiente distribucién: 6,9, 9, 12,12, 12, 15y 17.

Solucion:
Para calcular los cuartiles se ordena los datos de menor a mayor

6 9 |9 121212 |15 17
X1 | Xy | X3 | X4 | X5 | Xg | X7 | Xg

Aplicando la ecuacion para el cuartil uno se obtiene:

= Xn- =Xme21 =X X101 X
A I I o R

Como la posicion del cuartil 1 es 2,5, su valor es el promedio de los datos segundo y tercero
Xp+x3 9+9

=X, =9
Q1 25=" >

O también la posicion 2,5 dice que el cuartil 1 estd ubicado al 50% del trayecto comprendido entre el
segundo dato, que es 9 y el tercer dato que es 9, es decir, Q1= 9+0,5(9-9) = 9

Interpretacion: Este resultado indica que el 25% de los datos es inferior a 9

En Excel:
A B C D

1 6

2 9

3 9

4| 12

5 12

6 12

7 15

g 17

9

10 @ 9  =CUARTIL INC(AI-A8:1)

Empleando GeoGebra
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

%_ 'A—, 7~ ;"-"—, ::_1:..7 @7 .@7 47 x_{ ABC7 ETENIR

7

F Vista Algebraica x| | » Vista Grafica
= Mimero
- T a=9

[Mimero a: Q1[6, 9,9, 12, 12, 12, 15, 1711
[

Aplicando la ecuacion para el cuartil dos se obtiene:

Xo +x5  12+12

12
2 2

Qr = X[n.;f:z] =0, = X[n-i+2] = X[2n4+2]=X[2'i+2]=X[16:2]=X4r5=

O también la posicion 4,5 dice que el cuartil 2 esta ubicado al 50% del trayecto comprendido entre el
cuarto dato, que es 12 y el quinto dato que también es 12, es decir,

Q,=12+05(12—-12) =12

Interpretacion: Este resultado indica que el 50% de los datos es inferior a 12

1
q 2 )
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Empleando Excel:

WO em - o Lh e L b

[a—y
(==

Empleando GeoGebra

RSP - Yo B R o

12
15

17

¢z

12 =CUARTIL INC(A1:Ag:2)

Para calcular el cuartil 2 se repite los pasos para calcular la Mediana:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A AEI.C a=2
23 (Dl ba OO Ll N me [ Lazzll|
F Vista Algebraica b Vista Grafica
= Mimerao &
e a=12
[Numero a: Medianal{6, 9, 9, 12, 12, 12, 15, 171 s
I
Aplicando la ecuacion para el cuartil tres se obtiene:
0= X 0s = X _x x6+x7 12 + 15 - 135
= = = A[3n+2 3-8+2 24+2 = =15,
k [n k+2] 3 [ n+ ]_ [ + ]_ [ 4+ ]_ T6 6,5 2 2

O también la posicién 6,5 dice que el cuartil 2 esta ubicado al 50% del trayecto comprendido entre el
doceavo dato, que es 12 y el quinceavo dato que es 15, es decir, Q3 = 12+0,5(15-12)
Q3=12+0,5(3)=12+1,5=13,5

Interpretacion: Este resultado indica que el 75% de los datos es inferior a 13,5

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

s | ﬂ/ﬁfﬁ‘@@‘iv\v““—aﬂ‘%

¥ Vista Grafica
= Numero &

i

¥ Vista Algebraica

[Mimero a: Q3[{6, 9, 9, 12, 12, 12, 15, 171
I
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Empleando Excel: Repetir los pasos para el cuartil 1, y en la opcion de cuartil escribir 3.

A B C D
1 6
2 9
309
4 12
5 12
6 12
7| 15
8 17
9
10 @, 1275 =CUARTIL INC(AI-A8:3)

Notas importantes:

-Los calculos empleando Excel para un nimero impar de datos coinciden con los calculos realizados con
las ecuaciones.

-Para un nimero par de datos, aunque en ciertas ocasiones coinciden, suele existir diferencias en los
calculos del Q1 y Qs realizados Empleando Excel. Este error de célculo es: e = 0,25d, en donde d es la
distancia de separacion de los datos

-Para el Q1 se resta el error al valor obtenido empleando Excel

-Para el Q3 se suma el error al valor obtenido empleando Excel

En nuestro ejemplo e = 0,25(x; — x,) = 0,25(15 — 12) = 0,25(3) = 0,75. Al sumar el error al valor
Q5 inicialmente calculado empleando Excel se obtiene el valor correcto como se muestra en la siguiente
figura:

A B C D E
1] 6
2| 9
3| 9
4| 12
512
6 12
715
8| 17
9
10| Qs  13.5 =CUARTILINC(A1:A8:3)+0,25%(A7-A6)

Diagrama de caja y bigotes

Un diagrama de caja y bigotes es una representacion grafica que ayuda a visualizar una distribucion de
datos: caja desde Q; a Q5 (50% de los datos), y bigotes el recorrido (distancia desde valor minimo hasta
el valor maximo).

De acuerdo al ejemplo ilustrativo del calculo de cuartiles para datos sin agrupar de la distribucion de
datos 6, 9,9, 12, 12, 12, 15y 17 se obtienen:

Valor minimo=6 Q; = 9; Q, = 12; Q; = 13,5 Valor maximo = 17

Por lo tanto el diagrama de caja y bigotes es:

‘ h=12 ‘

Valor minimo= 6 Q1=9 Q=12 Q3=1345 valor maximo =17

5 5] % 8 a 10 11 12 13 14 18 16 17 18
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El diagrama de caja y bigotes empleando GeoGebra se elabora de la siguiente manera:

a) Ingrese al programa.En la casilla Entrada escriba las primeras letras de DiagramaCaja

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

YR =ifollls) PN S ES oe

b Vista Algebraica #| | ¥ Vista Grafica b

84

54

4]

DiagramaCaja[ <Offset_y=, <Escala_y=, <Lisia de Datos en Bruto=]
DiagramaCaja| <Offset_y=, <Escala_y=, <Lista de Datos en Bruto=, <Booleana_Atipicidades=]
DiagramaCaja| <Offset_y=, <Escala_y=, <Lista de Datos=, <Lista de Fr Alipici 1

DiagramaCaja| <Offset_y=, <Escala_y=, <Valor_lnicial=, <Q1=, <Mediana=, <Q3=, <Valor Final=]
DiagramaResiduall <Lista de Puntos=, <Funcidn=]

DiagramaTalloHojas[ <Lista=] v
Entrada: dia @ @

b) Seleccione DiagramaCaja[ <Offset_y>, <Escala_y>, <Lista de Datos en Bruto> ] y dicha opcién
escriba DiagramaCaja[ 2,1,{6,9,9,12,12,12,15,17}]. Enter

x
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
D W B N [o] =] P N [ (=8 ol
[ P 891 o) 65 NN @ @
¥ Vista Algebraica x| | » Vista Grafica *
= Ndmero &
@ a=12
54
44
34
24
p=12
1 N |
4]
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 @ 10 1 12 13 14 15 18 17 18 19
14
2
2
a4
Entrada: @®
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¢) Editando el diagrama de caja y bigotes se obtiene:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DY S S o [ P2 N P o

P Vista Algebraica %] | b Vista Grafica =

= MNdmero 8
e a=12

5

44

o
2 }—-—{
N afl

Valor minimo = 6 Q1=19 Qz2=12 Q3=135 valor maximo=17

Entrada: (3]

2) Calcule la moda empleando la formula y empleando un histograma con los siguientes datos:

Intervalo o Clase | f
10-19 3
20-29 7
30-39 15
40-49 12
50-59 8

Solucién: Se observa que la clase modal es 30-39, ya que es el intervalo con la mayor frecuencia.
Aplicando la ecuacion

Mo=1 +( Dq ) i
0=tmoT\p +p,) "
Donde:

L= Limite inferior de la clase modal.
D, = Diferencia entre la frecuencia absoluta de la clase modal y la clase que la antecede.

D,, = Diferencia entre la frecuencia absoluta de la clase modal y la clase que le sigue.
i = ancho de la clase modal.

Remplazabdo valores se tiene:

M —30+< 15-7 ) 10
o= (15— 7) + (15 — 12)

8
Mo = —)-1
0 30+(8+3) 0

Mo = 30 4+ 20 = 3727
0= 11 2"
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Graficamente empleando un histograma se calcula la moda de la siguiente manera:

C D

14 -

B e
OO N w

O NWbLHVLON ®
V—— A

30-39B 40-45 50-59

10-19 20-29 F
La clase modal es 30-39, ya que es el intervalo con la mayor frecuencia

Observando el histograma se tiene que Mo = 30 + FB
Los triangulos ABC y EBD son semejantes, por lo que se cumple:

FB BG

AC  DE
Donde:
AC = Diferencia entre la frecuencia absoluta de la clase modal y la clase que la antecede.
BG es igual al ancho del intervalo 30-39 menos FB.
DE = Diferencia entre la frecuencia absoluta de la clase modal y la clase que le sigue.
Remplazando valores y despejando FB se tiene:

FB 10— FB FB 10— FB
5-7 15-12 8 3
3FB + 8FB =80:11FB=80=FB=%=7,27
Por lo tanto Mo = 30 + FB = 30+7,27 = 37,27

= 3FB =8(10 — FB) = 3FB =80 — 8FB

3) Calcule el punto centroide con los datos de la siguiente tabla sobre la altura en centimetros (X)
y los pesos en kilogramos (Y) de una muestra de estudiantes varones tomada al azar del segundo
semestre de una universidad. Estimar el valor de Y cuando X = 200 .Elabore las graficas
respectivas.

X | 152 | 157 | 162 | 167 | 173 | 178 | 182 | 188
Y 56 |61 | 67 | 72|70 | 72|83 92
Solucion: Se llena la siguiente tabla:

X Y XY X? y?

152 56 8512 23104 3136
157 61 9577 24649 3721
162 67 10854 26244 4489
167 72 12024 27889 5184
173 70 12110 29929 4900
178 72 12816 31684 5184
182 83 15106 33124 6889
188 92 17296 35344 8464

X = 1359 | XY =573 | ZXY = 98295 | XX? = 231967 | XY? = 41967
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a) Remplazando valores en el sistema se tiene:
{ LY = aoN + a,2X R 573 =a, -8 +a,; - 1359 - { 8a, + 1359a, = 573
IXY = agZX + a;ZX? 7 98295 = a, - 1359 + a, - 231967 1359a, + 231967a, = 98295

Resolviendo el sistema por determinantes (regla de Cramer) se obtiene:

573 1359
_Aay  lggp9s 2319671 573231967 —98295-1359 —665814 75 191
Q=77 | 8 1359 |~ 8-231967 — 1359 -1359 8855 '~
1359 231967
| 8 573
_Aa; 11359 9gp95l  8-98295—-1359-573 7653 0.864
=TT 8855 - 8855 ~ 8855

Para calcular los valores de a, y a, empleando Excel se calcula de la siguiente manera:

Bll | F || {=ESTIMACION.LINEAL(B2B9:A2:A0)}
A B c D C

1 X Y

2 152 56

3 157 61

4 162 67

5 167 72

6 173 70

7 178 72

8 182 83

9 188 92

10

11| | 0,8642575] -75,19074|

Los célculos empleando GeoGebra se muestran en la siguiente figura:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R AL DO O L[ N e ==

W &

F Vista Algebraica =| | ¥ Vista Grafica

- Recta °
by ary =0.86x% - 75.19

|Recta a: AjusteLineal[{(152, 56), (157, 61), (162, 67), (167, 72), (173, 70), (178, ¥2), (182, 83), (185, 92}}]|
I Rl

Remplazando valores en la ecuacion respectiva se obtiene:
Y =ap+a; X =Y =-75191 + 0,864X

Interpretacion:
- El valor a; = 0,864 indica que la recta tiene una pendiente positiva aumentando a razén de 0,864
- El valor de a; = —75,191 indica el punto en donde la recta interseca al eje Y cuanto X =0
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b) Otra forma de calcular a, y a, . Con los datos de la tabla anterior se substituye valores en las siguientes

ecuaciones:
_YY-YX2-¥X-Y XY 573-231967 —1359-98295 —665814 75 191
WETNIXZ-(Ix)2 | 8231967 — (1359)2 8855 ’
_NYXY—-XX-YY 8-98295—-1359-573 7653 0864

MTTNTXZ_(NX)2 | 8231967 — (1359)2 8855

Remplazando valores en la ecuacion respectiva se obtiene:
Y =ay+a;X=>Y =-75191 + 0,864X

c) Otra forma de calcular a, y a,. Se calcula las medias aritméticas de X y Y para llenar la siguiente

tabla:

_ 1359 _ 573

X=——=169875;Y = —=71,625

8 8
X Y x=X-X|y=Y-Y xy x? y?
152 56 -17,88 -15,625 279,297 319,516 244,141
157 61 -12,88 -10,625 136,797 165,766 112,891
162 67 -7,875 -4,625 36,422 62,016 21,391
167 72 -2,875 0,375 -1,078 8,266 0,141
173 70 3,125 -1,625 -5,078 9,766 2,641
178 72 8,125 0,375 3,047 66,016 0,141
182 83 12,125 11,375 137,922 147,016 129,391
188 92 18,125 20,375 369,297 328,516 415,141
X = 1359 | XY =573 Txy = 956,625 | x? = 1106,875 | Ly? = 925,875

Remplazando valores en la formula respectiva se obtiene:
XXy 956,625 _ 956,625 _

Y= <W *=Y=T106875% = ' ¥ = T106875 X~ Y

956,625
Y —71,625 = (X —169,875) = 1106,875(Y — 71,625) = 956,625(X — 169,875)

1106,875
1106,875Y — 79280,20838 = 956,625X — 162510,4984
1106,875Y = 956,625X — 162510,4984 + 79280,20838
1106,875Y = 956,625X — 83230,29
956,625X — 83230,29 956,625X 83230,29
B 1106,875 ~1106,875 1106,875
Y = —75,19 + 0,864X

=Y =0,864X — 75,19

d) Para calcular b, y b, . Remplazando valores en sistema respectivo se obtiene:
{ X = boN + b, XY 1359 = by -8 + b, - 573 8b, + 573b; = 1359
> >
IXY = boZY + b;EY? 7 98295 = by - 573 + by - 41967  573by + 41967b; = 98295
Resolviendo el sistema se obtiene:
b, = 95,871; b; = 1,033

Remplazando valores en la ecuacion de la recta de minimos cuadrados se obtiene:
X =by+ bY = X =95871 + 1,033Y
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Los calculos empleando GeoGebra insertando Ajuste Lineal se muestran en la siguiente figura:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

%_ .IAV /7 j“'—;? b? ®V @7 &7 xv ABCV _3:1 Q.

W ad

F Vista Algebraica = | ¥ Vista Grafica

- Recta °
b F a:y=1_{}31+ 9587

|REETEI a: AjusteLineal[{(56, 152), (61, 157), (67, 162), (72, 167), (70, 173), (72, 178), (83, 182), (92, ‘IBB}}]|
I I

Interpretacion:
- El valor b, = 1,033 indica que la recta tiene una pendiente positiva aumentando a razén de 1,033
- El valor de b, = 95,871 indica el punto en donde la recta interseca al eje X cuanto Y =0

e) Para calcular el centroide (X,Y) se resuelve el sistema formado por las dos rectas de los minimos
cuadrados en donde Xes Xy YesY.
{Y = —-75,191 + 0,864X
X =095,871+1,033Y
Al resolver el sistema se obtiene el centroide: X =169,3y Y = 71,092

f) Empleando el programa Graph se obtiene la siguiente figura:

DS || +HLE|V  gl=wAlJada|Lre0n

¥ Bes k¥
¥ @ Seel 154 _ ;
W Y- THIS14L86 s 3 X =95871+ 1033y
W fi-35.8T1 ”ﬂ;: Y=(X-95,871)1,033
¥ Cusdro detedo wl
W48 Cundm detexdn el
B Y-S5, -
wl
ol I
ol
it
P |
al
[ 8
ol
it
wl
e |
wl
wh
it
|
o+ x
25 30 15 -0 S5t 5 10 15 20 25 30 35 40 45 S0 %5 60 &5 70 7% 100 105 110 115 130 135 130 155 150 145 130 135 180 165 190 175 180 185 150 165 200 205 200 208 230 235
vt :
151
a4
»t
S =T
— EY ¥=-75191+0864X
x= [l 391082 =t
i [71.0821 |
&1
Fid= |o.9s81 ks
P (o -SE:
s
Ver E o
- Graph Limited Schod fiien.

xs 895 yu-585

g) Remplazando X = 200 en la ecuacion se obtiene:
Y =-75,191 4+ 0,864X = —75,191 + 0,864 - 200 = —75,191 + 172,8 = 97,609
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4) Calcule y grafique la ecuacion de la parabola Y = ag + a;X + a,X? por el método de los
minimos cuadrados dada la siguiente tabla sobre la poblacién de un pais. Estimar la poblacion
para el afio 2020.

Afo 196019651970197519801985/1990/19952000/2005|2010
Poblacién (millones) 4,52|5,18(6,25/7,42/8,16(9,12/10,9211,6212,6813,1213,97

Solucién:

La pardbola de minimos cuadrados que aproxima el conjunto de puntos
(X1, Y1), (X5, Y5), (X5, Y3), ... (Yy,Yy) tiene ecuacion dada por Y =a,+ a,; X + a,X?, donde las
constantes a,, a; Y a, se determinan al resolver simultaneamente el sistema de ecuaciones que se forma
al multiplicar la ecuacion Y = a, + a; X + a,X? por 1, X,Y sucesivamente, y sumando después.

XY = agN + a,ZX + a,XX?
IXY = aoXX + a;ZX? + a,2X3
IX?%Y = apZX? + aZX3 + a2 Xx*

Nota: Se recomienda codificar o cambiar la numeracion de los afios, tratando que X = 0 esté ubicado en
lo posible en el centro.

Para ajustar una parabola de minimos cuadrados se llena la siguiente tabla:

ARo X Y X2 X3 X* XY X%y
1960 | -5 452 25 | -125 | 625 -22,6 113
1965 | -4 5,18 16 -64 | 256 | -20,72 82,88
1970 | -3 6,25 9 -27 81 -18,75 56,25
1975 | -2 7,42 4 -8 16 -14,84 29,68
1980 | -1 8,16 1 -1 1 -8,16 8,16
1985 | O 9,12 0 0 0 0 0

1

4

9

1990 10,92 1 1 10,92 10,92

1995 11,62 8 16 23,24 46,48

1
2
2000 | 3 | 12,68 27 81 38,04 114,12
2005 | 4 | 13,12 | 16 64 | 256 | 52,48 209,92
5
0

2010 1397 | 25 | 125 | 625 | 69,85 349,25
X 102,96 | 110 0 |[1958 | 109,46 | 1020,66

Se remplaza valores en el sistema y se obtiene:
Y = agN + a;ZX + a,XX?
IXY = agZX + a;2X? + a,ZX3
2X2Y = agZX? + a,2X3 + a,xX*

102,96 =a,-11+a, -0 +a,- 110 11a, + Oa, + 110a, = 102,96
109,46 =a,-0+a; 110 +a,-0 =1 0a,+ 110a, + 0a, = 109,46
1020,66 = ao- 110 +a, - 0 +a, - 1958  (110a, + 0a, + 1958a, = 1020,66
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Resolviendo el sistema empleando determinantes (regla de Cramer) se obtiene:

102,96 0 110
109,46 110 0

1020,66 0 1958
102,96 0 110

102,96 0 110
109,46 110 0

_Aay 11020,66 0 1958 1109,46 110 0
QG ="A"T"711 0 110 11 0 110
0 110 0 0 110 0
110 0 1958 110 0 1958
11 0 110
0 110 0
_ 22175524,8+ 0+ 0 — 12349986 —0—0 _ 9825538,8 — 9464
40 = 75369180 + 0+ 0 — 1331000 —0—0 1038180
11 102,96 110
0 109,46 0
11 102,96 110 110 1020,66 1958
0 109,46 0 11 102,96 110
o =Bha_ 1110 102066 1958 1o 10946 o0
1 A 1038180 1038180
B 23577549,48 + 0+ 0 — 1324466 —0—0 _ 2357549,48 — 0995
= 1038180 ~ 1038180
11 0 102,96
0 110 109,46
11 0 102,96 110 0 1020,66
0 110 109,46 11 0 102,96
@ = Aa, _ 110 0 1020,66 _ 0 110 109,46
2 A 1038180 1038180
_ 1234998,6 + 0+ 0 —1245816 —0—0 _ —10817,4 — 001
%2 = 1038180 ~ 1038180 '
El sistema de ecuaciones resuelto empleando GeoGebra:
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
= = || J 31-55 () ?\g X= x= c I .
k Vista Algebraica o |=| | b CAS - Calculo Simbaolico =
Soluciones] {11x+0y+110z="102.96,0x+110y+0z="109 46, 110x+0y+1958z=1020.66}, {rv.2}]
’
( 67660 5473 149 )
- 7150 5500 14300
67669 5473
——— = 9,464 0,995 -0,01

7150 '5500 T 14300

Y =ay+a, X +a,X?=>Y =9,464+ 0,995X — 0,01X?
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Para estimar la poblacion del afio 2020 se transforma este afio a X, siguiendo la secuencia de la tabla
anterior, por lo que X=7 para el 2020

Entonces para el 2020 se tiene:
Y =9,464 + 0,995X - 0,01X? =9,464 + 0,995(7) - 0,01(7)? = 9,464 + 6,965-0,49 =15,939

El diagrama de dispersién y la pardbola de los minimos cuadrados empleando GeoGebra es:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

B RS el FAN == .

» Vista Algebraica

= Funcién

------ 2 f(x) = 9.46 +1x — 0.01 %°
=/ Punto

i@ A=(-5,4.52)

@ B=(4,518) 30
i@ C=(3,6.25)
@ D=(-2,7.42)
@ E=(0,8.12)
@ F=(1,10.82)
@ G=(2,11.62) 251
@ H=(3,12.68)
@ 1=(4,13.12)
w @ J=(5,13.97)

*

b Vista Grafica *

= (5,13.07)
e SbES

= 21162
£, 10.53)

VE=(0,9.12)
(-2,7.42)
=[3,6.29)

=(-4 518
= ,152))

\

< >

Entrada 1@

5) Calcule la ecuacion de la recta de tendencia por el método de los semipromedios, pronostique la
tendencia de ventas para el 2011, elabore el diagrama de dispersion, y grafique la recta de
tendencia con los siguientes datos sobre las ventas en millones de délares de la Empresa D & M

Ano(X) 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
Ventas(Y) | 1,5 | 1,8 2 15 | 22 2 3 28 | 24 | 29 3

Solucion:
Este método se aplica con el objeto de simplificar los calculos y consiste en:

Agrupar los datos en dos grupos iguales
Obtener el valor central (mediana) de los tiempos y la media aritmética de los datos de cada grupo,
consiguiéndose asi dos puntos de la recta de tendencia (X1,Y;) y (X3, Y5).
Estos valores se reemplazan en el siguiente sistema:
Y1 =Aqy + a1X1

{Yz =ay+ a1X;
Resolviendo el sistema se encuentran los valores de a, y a4, los cuales se reemplazan en la ecuacion de
la recta de tendencia, la cual es:

Y:a0+a1X

Con esta recta de tendencia se puede realizar prondsticos, los cuales son menos exactos que los obtenidos
con el método de los minimos cuadrados, sin embargo, su diferencia es minima.
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Se codifica la numeracion de los afios 2000 como 1, 2001 como 2, y asi consecutivamente para facilitar
los calculos. Se agrupa en dos grupos iguales.

Aino | X Y | Valor central X | Semipromedio Y
2000, 1 1,5

2001, 2 1,8

2002 3 2 3 1,8
2003| 4 1,5

2004 5 2,2

2005 6 2

2006 7 3

2007 | 8 2,8

2008, 9 2,4 9 2,82
2009 10 | 2,9

2010 11 3

El afio 2005 se dejo por fuera para tener grupos con el mismo nimero de afios. El valor central de 3
corresponde a la mediana del primer grupo 1, 2, 3, 4 y 5. El valor central de 9 corresponde a la mediana
del segundo grupo 7, 8,9, 10 y 11. El semipromedio 1,8 corresponden a la media aritmética del primer
grupo. El semipromedio 2,82 corresponden a la media aritmética del segundo grupo. De esta manera se
obtienen dos puntos (3, 1.8) y (9, 2.82) de la recta de tendencia.

Remplazando los puntos en el siguiente sistema se obtiene:
{Yl = aO + a1X1 N { 1,8 = aO + 3a1
YZ = aO + ale 2,82 = aO + 9a1

Resolviendo el sistema empleando la regla de Cramer se obtiene:

| 1,8 3 |1 1,8

Bay 12,82 9l 7,74 A, 11 2821 1,02

aO—T— 1 3 = 6 —1,29,a1—T— 1 3 = 6 =0,17
1 9 1 9

Como a, es positiva, la recta tiene una tendencia ascendente (pendiente positiva).

Remplazando los valores calculados se tiene la recta de tendencia, la cual es:
Y=a,+a,X =Y =129+0,17X

Para pronosticar la tendencia de exportacion para el 2011 se remplaza X = 12 en la recta de tendencia,

obteniendo el siguiente resultado:
Y=129+017X=Y =129+0,17-12 =Y = 3,33

L)
q s |
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Los célculos realizados empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F G H
1 | Afio (X) X ¥ Valor central X Semipomedio ¥ Pronostico
2 2000 1 1.5
3 2001 2 1.8
4 2002 3 2 3 =MEDIANA(B2:B6) 2 =PROMEDICO(C2:C6)
5 2003 4 1.5
6 2004 3 2.2
7 2005 6 2
8 2006 7
5 2007 8 2.8
10 2008 9 24 0 =MEDIANA(ES.BE12) 2.82 =PROMEDIOCSC12)
11 2009 10 2.9
12 2010 11 3
13 2011 12 3,33 =H10+H22*B13
14
15 Y=a +aX
16 1.8 1 3 ] =MDETERM(B16:C17)
17 2,82 1 9
18
i3 1,80 3 7.74 =MDETERM(B19:C20) g 1,20 =E19El6
20 2,82 9
21
22 1 1.80 1.02 =MDETERM(B22:.C23) a, 0.17 =E22E1l6
23 1 2,82

La gréfica de los datos y la recta de tendencia elaborada en Graph se muestran en la siguiente figura:

Ventas de la EmpresaD & M
3,,

wn 2.5
g
=
S ol Exportaciones
Q
o
w 1,1
g1sp O |
8 Recta de tendencia
= -19
s Y=129+0,17X

0.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-0.54 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010

Afios

Interpretacion: Existe una tendencia ascendente a un cambio promedio de 0,17 millones de dolares por
cada afo, por lo que el Gerente de ventas de la empresa debe seguir aplicando las politicas necesarias
para mantener la tendencia ascendente y mejorar la tasa de crecimiento.

Mgs. Mario Sudrez Solucionario de la Evaluacion Diagnéstica




FORMULARIO SOBRE CONOCIMIENTOS ESTADISTICOS
PREVIOS

- Frecuencia Absoluta (f).- Es el niUmero de veces que se repite el valor de cada variable. La suma de
frecuencias absolutas es siempre al total de datos observados.

- Frecuencia Relativa (fr).- Indica la proporcion con que se repite un valor. Es el cociente entre la
frecuencia absoluta y el nimero total de datos. La suma de las frecuencias relativas es siempre 1

f
fr==
- Frecuencia Acumulada (fa).- Indica el nimero de valores que son menores o iguales que el valor
dado. Al sumar las frecuencias absolutas desde el menor puntaje hacia arriba tenemos la frecuencia
acumulada, es decir, es la suma de la frecuencia absoluta primera con la segunda, este valor con la tercera,
y asi sucesivamente.

- Frecuencia Porcentual (f%).- Llamada también frecuencia relativa porcentual. Se obtiene
multiplicando la frecuencia relativa por 100. La suma de las frecuencias porcentuales es siempre 100%.
Se calcula asi:

f% = fr-100

- Frecuencia Relativa Acumulada (fra).- Es la suma de la frecuencia relativa primera con la segunda,
este valor con la tercera, y asi sucesivamente.

- Frecuencia Relativa Acumulada Porcentual (fra%).- Indica el nimero de valores que son menores
o iguales que el valor dado. Se obtiene multiplicando la frecuencia relativa acumulada por 100. Se calcula
asi:

fra% = fra- 100

- Rango (R).- También se llama recorrido o amplitud total. Es la diferencia entre el valor mayor y el
menor de los datos.

R = Xpmax — Xmin

- NUmero de Intervalos de Clase (n;).- No debe ser menor de 5 y mayor de 12, ya que un himero mayor
o menor de clases podria oscurecer el comportamiento de los datos. Para calcular el nimero de intervalos
se aplica la regla de Sturges, propuesta por Herberth Sturges en 1926:

n; =1+ 3,32-log(n)
Siendo n el tamafio de la muestra.

- Ancho del Intervalo (i).- Se obtiene dividiendo el Rango para el nimero de intervalos
R

lL=—
ni
Cuando el valor de i no es exacto, se debe redondear al valor superior mas cercano. Esto altera el valor
de rango por lo que es necesario efectuar un ajuste asi:

NuevoR =ni-i
- Intervalos de Clase agregando i — 1 al limite inferior de cada clase, comenzando por el x,,;, del rango.

- Marca de Clase (x,,).- Es el valor medio de cada clase, se obtiene sumando los limites superior (Lg) e

inferior (L;) del intervalo y dividiendo ésta suma entre 2
Ls+L;
m=T
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Ejemplo ilustrativo: A 40 estudiantes se les pidid que estimen el nmero de horas que habrian dedicado
a estudiar la semana pasada (tanto en clase como fuera de ella), obteniéndose los siguientes resultados:
36 30 47 60 32 35 40 50
54 35 45 52 48 58 60 38
32 35 56 48 30 55 49 39
58 50 65 35 56 47 37 56
58 50 47 58 55 39 58 45
Solucion:

Empleando Excel:

A B C D E F G H
1 36 30 47 60 32 35 40 50
2 54 35 45 52 48 58 60 38
3 32 35 56 48 30 55 49 39
4 58 50 65 35 56 47 37 56
5 58 50 47 58 55 39 58 45
6
7 n 40 ~CONTAR(A1:HS)
8 Xz 65 =MAX(A1HS5)
9 | Xpm 30 ~MIN(A1:H5)
10, R 35 =B8-B9 =MAX(A1:H5)-MIN(A1:H5)
11 n, 6 =ENTERO(1+3,32*LOG10(B7))
12 i 6 -B10/B11

Digite los datos, las clases y limites superiores de las clases.

A B C D E F G H
1 36 30 47 60 32 35 40 50
2 54 35 45 52 48 58 60 38
3 32 35 56 48 30 55 49 39
4 58 50 65 35 56 47 37 56
5 58 50 47 58 55 39 58 45
6
7 Clase L, f
8 30-35 35
9  36-41 41
10 42-47 47
11| 48-53 53
12 | 54-39 59
13 60-65 65

0
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Seleccione C8:C13 donde las frecuencias absolutas deben ser calculadas.

A B C D E F G H
1 36 30 47 &0 32 35 40 50
2 54 35 45 52 48 58 &0 38
3 32 35 56 48 30 55 49 39
4 58 50 65 35 56 47 37 56
5 58 50 47 58 55 39 58 45
6
7 |Clase L, f
8 | 30-35 35
9 | 36-41 41
10| 42-47 47
11| 48-53 53
12| 54-59 59
13| 60-65 65 !

Insertar funcién. En Seleccionar una categoria, elija Estadisticas. En Seleccionar una funcion, elija
FRECUENCIA

A B C
1 36 30 47
2 54 35 45
3 32 35 56
4 58 50 65
5 58 50 47
6
7 Clase L, f
3 30-35 35 — Buscar una funcion:
Escriba una breve descripcion de lo que desea hacery, a
9| 36-41 41 continuacidn, haga clic en Ir
10| 42-47 47 O seleccionar una categaoria: | Estadisticas
11| 48-53 53
12| 54-59 59 Seleccionar una funcian:
ESTIMACION.LINEAL
13| 60-65 65 ESTIMACION.LOGARITMICA
14 FI
FISHER
]
16 GAMMA
GAMMA,LM hd
17 FRECUENCIA(datos;grupos)
18 Caleula la frecuencia con la que ocurre un valor dentro de un rango de valores y
19 devuelve una matriz vertical de ndmeros con mas de un elemento que grupas,
20
21
22 Ayuda sobre esta funcion Cancelar
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Clic en Aceptar para que aparezca la ventana Argumentos de funcion. En la casilla datos, seleccionar
los datos desde AL1:H5, y en la casilla Grupos, seleccionar los datos desde B8:B13.

BE

Clase
30-35
36-41
42-47
48-53
54-59
60-65

=R - - O - R B i TE R S R )
L
2]

& REEB

= | =
oG ERE

X

Je =FRECUENCIA(A1:H5;B8:B13)

D E F G H | 1 K L
60 32 35 40 50
52 48 58 60 38
48 30 55 49 39
35 56 47 37 56
58 55 39 58 45

FRECUENCIA

Datos |A1:H5S FRE| = [36\300T\60N32\35'400\50; 54,3545, ..
Grupos |BZB13| = {35:41:47:53:59:65}

= @E5T1130
Calcula la frecuencia con la que ocurre un valor dentro de un rango de valores y devuelve una matriz vertical de
nameros con mas de un elemento que grupos.

Grupos es una matriz, o una referencia, a rangos dentro de los cuales se desea
agrupar los valores de datos.

Resultado de la formula = 8

Ayuda sobre esta funcidn Cancelar

Presione CTRL+SHIFT+ENTER

Mgs. Mario Sudrez

Cg

A
1 36
2 54
3 32
4 58
5 58
i]
7 |Clase
& | 30-35
9| 36-41
10| 42-47
11| 48-53
12| 54-59
12| 60-65
14

Ll
1

| i S {=FRECUENCIA(A1HS5B8E13)}

B C D E F 3 H
30 47 60 32 35 40 50
35 45 52 48 58 60 38
35 56 48 30 55 49 39
50 65 35 56 47 37 56
50 47 58 55 39 58 45
L, f
35 g
41 &
47 5
53 7
59 11
65 3 1

=
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Los calculos de la marca de clase y de las frecuencias empleando Excel se muestran en la siguiente figura:

A B C D E F G H I J K L M N (0} P
1 36 30 47 60 32 35 40 50
254 35 45 52 18 58 60 38
3 32 35 56 48 30 55 49 39
4 58 50 65 35 56 47 37 36
S 58 50 47 58 55 39 58 45
6
7 Clases f xm fr fa % fra fra%
8 30 35 8 325 =(AS8+B8)y2 0,2 =C8/SCS14 8 =C8 20 =G8*100 0.2 =G8§ 20 =M8*100
9 36 41 6 385 =(A9+B92 0,15 =C9/SCS14 14 =C9+I8 15 =G9*100 0,35 =G9+M8 35 =M9*100
10 42 47 5 445 =(Al0+Bl0)2 0,125 =C10/SCS14 19 Cl10+19 12,5 =Gl0*100 0475 =Gl0+M9 475 =MI10*100
11 48 53 7 50,5 =(All+Bl11)2 0,175 =CI11/5CS14 26 =Cl1+110 17,5 =GI11*100 0,65 =GIl11+M10 65 =MI11*100
12 54 59 11 56,5 =(Al12+B12)2 0,275 =C12/SCS14 37 =CI12+111 27,5 =GI12*100 0925 =G12+MI11925 =MI2*100
13 60 65 3 62,5 =(Al3+B13)2 0,075 =C13/5CS14 40 =C13+112 7,5 =G13*100 1 =G13+M12 100  =M13*100
14 Total 40 =SUMA(CS:C13) 1 =SUMA(HS:H13) 100

MEDIA ARITMETICA SIMPLE

a) Para Datos sin tabular

La media de una poblacion es el parametro u (que se lee “miu”). Si hay N observaciones en el conjunto
de datos de la poblacién, la media se calcula asi:

x1+xtxg+otay  Xx

H= N -N

La media de una muestra es un estadistico x (que se lee “x barra”). Con n observaciones en el conjunto
de datos de la muestra (x4, x5, ... ), la media se determina asi:

_ xtxtxztetx, XX

n n
b) Para datos ordenados en tablas de frecuencias.- Cuando una serie se la agrupa en serie simple con
frecuencias para obtener la media aritmética, se multiplica la variable por la frecuencia respectiva (f),
luego se obtiene la suma de todos estos productos y luego a este valor se lo divide para el nimero de
elementos (n). Todo esto puede representarse mediante una formula matematica, asi:

firxatforxg+tfaxa+ -+ furxn Nfirxi  XLfx
ittt/ Xf  on

X =
Donde n =}, f es la frecuencia total (o sea, el nimero total de casos)

c) Para datos agrupados en intervalos.- Cuando una serie se la agrupa en intervalos para obtener la
media aritmética, se multiplica la marca de clase de intervalo (xm) por la frecuencia respectiva (f), luego
se obtiene la suma de todos estos productos y luego a este valor se lo divide para el nimero de elementos.
Todo esto se representa mediante la siguiente formula matematica:

firxmy +forxmy+fyrxmz+ o foramy,  Xfiramg  Xfxm
ittt - Xf on

Ejemplo ilustrativo: Calcular la media aritmética de las siguientes calificaciones de Estadistica
tomadas de una muestra de 20: 4, 8, 10, 10, 5, 10, 9, 8,6, 8, 10,8,5,7,4,4,8,8,6 y 6
1) Sin tabular

2) Ordenando en tablas de frecuencias

3) Agrupando en intervalos.

X =
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Solucién:

1) Empleando Excel:

= o L w =

(== VR e W RN

=

B C D
g 10 10
10 9 g
8 10 8
7 4 4
g 6 6

7.2 =PROMEDIO(A1DS)

2) Ordenando en tablas de frecuencias empleando Excel:

L= = R = B B R S

= = =R
BoWw MR O

16

(=W s Y

Ll -
= -R - R . R VR

Total

[e=R B~ eI ]

da = O = W b e

b
=]

—CONTAR SI(SAS1:SD$S5:A8)
=CONTAR SI(SAS1:5D$5:A9)

—CONTAR SI(SAS1:SD$5:A10)

—CONTAR SI(SAS1:SDS5:A11)

=CONTAR SI(SAS1:SD$5:A12)

—CONTAR SI(SAS1:SD$5:A13)

—CONTAR SI(SAS1:SD$5:A14)
—SUMA(BSB14)
—SUMAPRODUCTO(AS8:A14;B8:B14)/B15

3) Agrupando en intervalos empleando Excel:

Mgs. Mario Sudrez

L= = B B = B B R TR N ]

11
12
13
14

16
17
13
19
20
21

A B
4
5
]
5
8
Xmax 10
Rango 6
n 20
n 5
i 1.2
Intervalos
4 5
6 7
8 g
10 11
X 7.5

== B R = R R .

C

10 1
9
10
4
]

(= WS EN - R T ]

=MAX(A1D5)
=MIN(A1D5)

=RB7-

BE

=CONTAR(A1DS)
=ENTERO(1+3,32*LOG(B10))
=B9/B11

4.5
6.5
85

10.5

f {=FRECUENCIA(AIDS5:B15B18)}
5
4
5
4

20 =SUMADISDIE)

=SUMAPRODUCTO(C15:C18;D15:D18)/D19
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MEDIA ARITMETICA PONDERADA
Cuando los numeros x;, x, X3, ... X, Se les asocian ciertos factores peso (0 pesos) pi, Pz, P3, - Pk»
dependientes de la relevancia asignada a cada nimero, en tal caso se requiere calcular la media aritmética

ponderada, la cual se calcula asi:

pl-x1+pz'xz+p3'x3+---pk-xk:Zp'x
p1+p2tp3+ i 2P

X =

Ejemplo ilustrativo: Se tiene una informacion acerca de las utilidades por pan y cantidades vendidas de
panes de tres tiendas. Calcular la media aritmética promedio de la utilidad por pan.

Tienda | Utilidad/pan | Cantidad vendida
1 1 2000
2 0,8 1800
3 0,9 2100
Solucién:
Empleando Excel:
A B c D E
1 Tienda Utilidadpan Cantidad vendida
2 1 1 2000
3 2 0.8 1800
a 3 0.9 2100
5 5900 =SUMA(C2:C4)
6| x 0,9033898 =SUMAPRODUCTO(B2:B4;C2:C4)/C5

Ejemplo ilustrativo de un problema:

Una estudiante de secundaria de Ecuador de la Unidad Educativa “Ibarra” obtiene en el primer quimestre,
6 en la primera parcial, 9 en la segunda parcial, 6 en la tercera parcial. Si el promedio del quimestre es
de 7,2, ¢cudl fue la calificacion del examen?. Recuerde que el sistema educativo ecuatoriano secundario
las tres parciales aportan al promedio con el 80% y la nota del examen con el 20%

Solucion
Evaluacion | Calificacion(x) | Ponderacion(p) p-x
1ra parcial 6 80/3 160
2da parcial 9 80/3 240
3ra parcial 6 80/3 160
examen X 20 20x
Total 100 560 + 20x

Xp-x 560 + 20x
=72=————=100-7,2=560+ 20x = 720 — 560 = 20x = 160 = 20x

X =

Sp 100
_10_ o
X = 20 X =
L)
q 27 |
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LA MEDIANA

La mediana, llamada algunas veces media posicional, es el valor del término medio que divide una
distribucion de datos ordenados en dos partes iguales, es decir, el 50% de los datos se ubican sobre la
mediana o hacia los puntajes altos y el 50% restante hacia los puntajes bajos.

a) Para datos no tabulados

1) Si el nimero n de datos es impar, la mediana es el dato que se encuentra a la mitad de la lista. Para
calcular su posicion se aplica la siguiente ecuacion:

Md = xﬁ+l = Xn+1
22 2

Ejemplo ilustrativo:

Calcular la mediana de las siguientes calificaciones del curso de Estadistica evaluadas sobre diez: 10, 8,
6,4,9,7,10,9y6

Solucion:

Empleando Excel

Lad | =

Md 7.5 =MEDIANA(AIHI)

Empleando GeoGebra:
Escribir los datos: Mediana[ 10,8,6,4,9,7,10,6 ]. Enter

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

) .""v P #:f__? I}.? @v .@v ,d; xv ABC| || =2 Tat

W W

# Vista Algebraica o [=] [ # Vista Grafica
= Nimero &
w0 a=15

[Mumero a: Mediana[10, 8, 6,4, 9,7, 10, 63
[

2) Si el numero n de datos es par, la mediana es la media aritmética de los dos datos que se encuentran
a la mitad de la lista. Para calcular su posicion se aplica la siguiente ecuacion:

Xn +Xn_

Md = 2—*2—
2

b) Para datos ordenados en tablas de frecuencia
Para calcular la posicion de la mediana se aplica la siguiente ecuacion:

_n+1
2

Md

Ejemplo ilustrativo:
Dados los siguientes 20 nameros: 1, 3, 3, 5,5,5,5,2,2,2,6,6,4,4,4 ,4,5,5,5,5
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Agrupar los datos en tabla de frecuencia y calcular la mediana.

Solucion:
Agrupando en frecuencias
x | f
1 |1
2 |3
3 |2
4 4
5 |8
6 |2
Total | 20
Calculando la posicion de la mediana se obtiene:
n+1 2041
Md = =5 = 10,5

Como la posicion de la mediana es 10,5, su valor es el promedio de los datos décimo y undécimo. Para
observar con claridad cuales son los datos décimo y undécimo se aconseja calcular la frecuencia
acumulada.

X f|fa

1 |1 |1

2 |3 |4

3 [2 |6

4 |4 |10

5 |8 |18

6 |2 |20

Total | 20
Se observa que el décimo dato es 4 y el undécimo es 5, por lo tanto:
Md = is =45
2
c) Para datos agrupados en intervalos
R Fa
Md = Lig + "0
fmd

En donde:

Li,,q = Limite inferior del intervalo de clase de la mediana

n = Numero total de datos
Fa =Frecuencia acumulada del intervalo de clase que antecede al intervalo de clase de la mediana.

fmd = Frecuencia absoluta del intervalo de clase de la mediana

i = Ancho del intervalo
Ejemplo ilustrativo: Calcular la mediana empleando la formula y mediante un histograma de
frecuencias acumuladas.

Se calcula la frecuencia acumulada como se muestra en la siguiente tabla:

Intervalos | f | fa
[45,55) | 6| 6
[55,65) | 10 | 16
[65,75) | 19 | 35
[75,85) | 11 | 46
[85,95) | 4|50

L)
q 2 |
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Solucién:

Se calcula la posicion de la mediana de la siguiente manera:
n 50 25
2 2

Por lo tanto el intervalo o clase de la mediana es [65,75).

Al aplicar la ecuacion respectiva se obtiene:

n 50
Md = Li,4 + E_Fa | = Md = 65 + 7_16 10 65+<9) 10 65+90 69,737
S A 19 19 19 7
Resolviendo de manera gréafica
fa Histograma para la frecuencia acumulada

50 -

45

40

35

30 A

25

20

15 A

10 -

5

0

Md =65+ AE
[45,55) [55,65) [65,75) [75,85) [85,85)

Observando el gréafico se determina que Md = 65+AE

Los triangulos ABC y AED son semejantes, por lo que se cumple:

AB _AE
CB  DE
75—-65  AE 10 AE

35-16 25-16 19 9
Despejando AE se obtiene:

10 9—AE=>AE—90—4737
19 ~ 19 7

Entonces, Md = 65+AE = 65+4,737= —Md = 69,737

CUARTILES.- Son cada uno de los 3 valores Q;, Q,, @5 que dividen a la distribucién de los datos en 4
partes iguales.

0% 25% 50% 75% 100%

Q, Q, Q;
Nota: Q, = Md

L)
(4 20
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a) Para Datos No Agrupados

La posicién o ubicacion de los cuartiles se encuentra aplicando la siguiente ecuacion:

Qr = X[n-k ) 1] = X[n-k+2]
4 2 4
Donde:

n = ndmero total de datos
k = nimero del cuartil

Ejemplo ilustrativo: Encuentre los cuartiles dada la siguiente distribucion: 6, 9, 9, 12, 12, 12, 15y 17

Solucién:
Para calcular los cuartiles se ordena los datos de menor a mayor
6 |9 9 12|12 12|15 17

X1 | Xp | X3 | Xq4 | X5 | X6 | X7 | Xg

Aplicando la ecuacion para el cuartil uno se obtiene:

= X =Xm =X X X
Qe = Kty = Xnz) = Xjara) Xj10) %o

Como la posicién del cuartil 1 es 2,5, su valor es el promedio de los datos segundo y tercero
Xy + X3 _ 949 _

=X,c_ =9
Q1 25=" 5 >

O también la posicion 2,5 dice que el cuartil 1 esta ubicado al 50% del trayecto comprendido entre el
segundo dato, que es 9 y el tercer dato que es 9, es decir, Q1= 9+0,5(9-9) =9

Interpretacion: Este resultado indica que el 25% de los datos es inferior a 9
Empleando Excel:

A B C D

1| 6

2 9

3. 9

4| 12

5 12

6 12

7] 15

8| 17

9

10 o 9  =CUARTILINC(A1:A8:1)

Empleando GeoGebra:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

% .A7 /./7 ﬂ’:”—f 'I:h—, ®7 {:::I—f dl‘? x—f ABC7 _aii—, ‘%7

F Vista Algebraica =| | » Vista Grafica
= Nimerg 5
w0 a=8
[Mimero a: @116, 9, 9, 12, 12, 12, 15, 1731] s
T

Aplicando la ecuacion para el cuartil dos se obtiene:

Xg+xs 12+12

= 12
2 2

Qk = X[n-k+2] = Qz = X[n-2+2] = X[2n+2]=X[2-8+2]=X[16+2]=X4,5=
z 4 4 4 4
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O también la posicién 4,5 dice que el cuartil 2 estd ubicado al 50% del trayecto comprendido entre el
cuarto dato, que es 12 y el quinto dato que también es 12, es decir,

Q,=12+0,5(12-12) =12

Interpretacion: Este resultado indica que el 50% de los datos es inferior a 12

Empleando Excel:

R = R B i o

12
15

17

WO e o h e [ |

[a—y
(==

0, 12 =CUARTILINC(A1:A8:2)

Empleando GeoGebra
Para calcular el cuartil 2 se repite los pasos para calcular la Mediana:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

] A 1) O O N 4]

7 7| i
k Vista Algebraica k Vista Grafica
= Mimero a
e a=12

[Nimero a: Medianal{6, 9, 9, 12, 12, 12, 15, 17}]] 5
|

Aplicando la ecuacion para el cuartil tres se obtiene:
X +x7, 12415
Qx = Xnk+21 = Q3 = Xp3n+2)_Xi3-8+21 Xj24+427 X26 = Xg 5= = = 13,5
5] [ X e ey e 2

2

O también la posicién 6,5 dice que el cuartil 2 estd ubicado al 50% del trayecto comprendido entre el
doceavo dato, que es 12 y el quinceavo dato que es 15, es decir, Q3 = 12+0,5(15-12)

Q5= 12+0,5(3)=12+1,5=13,5

Interpretacion: Este resultado indica que el 75% de los datos es inferior a 13,5

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

%-' ﬁb@@@\“ﬂc4$

W W

¥ Vista Algebraica ¥ Vista Grafica
e Mamerao i

[Mimero a: Q3[{6, 9, 9, 12, 12, 12, 15, 171
I
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Empleando Excel:
Repetir los pasos para el cuartil 1, y en la opcion de cuartil escribir 3.

A B C D

A - IS B Y I
et b b ek et
—1 Lh b ko pa EOE R

o
(==

Q: 12,75 =CUARTIL INC(A1:A8:3)

Notas importantes:

-Los calculos empleando Excelpara un nimero impar de datos coinciden con los calculos realizados con
las ecuaciones.

-Para un nimero par de datos, aunque en ciertas ocasiones coinciden, suele existir diferencias en los
calculos del Q1 y Qs realizados Empleando Excel. Este error de célculo es: e = 0,25d, en donde d es la
distancia de separacion de los datos

-Para el Q1 se resta el error al valor obtenido Empleando Excel

-Para el Q3 se suma el error al valor obtenido Empleando Excel

En nuestro ejemplo e = 0,25(x; — x¢) = 0,25(15 — 12) = 0,25(3) = 0,75. Al sumar el error al valor
Q5 inicialmente calculado Empleando Excel se obtiene el valor correcto como se muestra en la siguiente
figura:

A B C D E
1| 6
2| 9
3 9
4| 12
5 12
6 12
7 15
g | 17
9
10/ @ 13,5 =CUARTIL.INC(AI:A8:3)+0.25%(A7-A6)

Diagrama de caja y bigotes

Un diagrama de caja y bigotes es una representacion grafica que ayuda a visualizar una distribucion de
datos: caja desde Q; a Q5 (50% de los datos), y bigotes el recorrido (distancia desde valor minimo hasta
el valor maximo). De acuerdo al ejemplo ilustrativo del calculo de cuartiles para datos sin agrupar de la
distribucion de datos 6, 9, 9, 12, 12, 12, 15y 17 se obtienen:

Valor minimo =6

Q1=9Q,=12; Q3 = 13,5

Valor maximo = 17

Por lo tanto el diagrama de caja y bigotes es:

‘ B=12 ‘

Walar minimo = 6 o1=9 Q=12 Q3=135 valor maximo =17

T T T T T T T T T
11 12 13 14 15 16 17 hE=] 19

-l
w
o
o
=]

5 8
) ‘ 273
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b) Para datos ordenados en tablas de frecuencias
Se aplica la misma ecuacion empleada para el calculo en los datos no agrupados

Ejemplo ilustrativo: Dada la siguiente tabla, calcular el cuartil 2:
X
6

9

12
15
17

R[N~

Solucion:
1) Calculo del cuartil 2
Aplicando la primera ecuacion para el cuartil dos se obtiene:

=Xm = Xmn- = Xr2(n Xm X X X
O = Kpnerz) = Q2 = Xnzez) = Xjzan) Xy Xigry (o) X

Como la posicion del cuartil 2 es 4,5, su valor es el promedio de los datos cuarto y quinto
Para observar con claridad cuéles son los datos cuarto y quinto se aconseja calcular la frecuencia
acumulada

X
6
9
12
15
17

a

PR WM~
(N || w|F [~

Se observa que el cuarto dato es 12 y el quinto dato es 12, por lo tanto
X4 +x5 12+12

c) Para datos agrupados en intervalos
Se emplea la siguiente ecuacion:

Donde:

Liy = Limite inferior del intervalo de clase del cuartil

n = Numero total de datos

Fa = Frecuencia acumulada del intervalo de clase que antecede al intervalo de clase del cuartil
fo = Frecuencia absoluta del intervalo de clase del cuartil

i = Ancho del intervalo de clase del cuartil

Ejemplo ilustrativo: Dado los siguientes datos sobre pesos de un grupo de 50 personas:

Intervalos | f

45-55 |6

55- 65 |10

65- 75 |19

75-85 |11

85- 95 4 0)

0
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1) Calcular el cuartil 1 empleando la ecuacion
2) Calcular los cuartiles empleando un histograma para fra(%) (Frecuencia relativa acumulada mediada
en porcentajes)

Solucioén:
1) Célculo del primer cuartil

Primero se calcula nk/4y después se averigua el intervalo en el que esta el cuartil, este intervalo recibe
el nombre de intervalo o clase del primer cuartil. Para averiguar el intervalo en el que estan los cuartiles
se aconseja calcular la frecuencia acumulada

n-k 50-1
4

Intervalos | f | fa
45- 55 6 6
55- 65 10 | 16
65- 75 19 | 35
75- 85 11 |46
85- 95 4 |50
n 50

Por lo tanto en este ejemplo:

El intervalo del segundo cuartil es 55-65.

El nimero total de datos es n =10

Se observa que 6 valores estan por debajo del valor 55, es decir Fa = 6.
La frecuencia absoluta f,del intervalo del cuartil es 10

El ancho del intervalo del cuartil es ¢ = 65-55 =10.

Al aplicar la ecuacion se obtiene:

Qk—LlQ-l- fQ -i=55+ T -10 =55+

10

13
Q1=55+(%)-10=55+6,5=61,5

2) Célculo de los cuartiles empleando un histograma para fra(%)

2.1) Calculando la fra(%) se obtiene:

Intervalos | f | fa | fr | fra(%)
45- 55 6 |6 |0,12 |12

55- 65 10 |16 | 0,20 | 32

65- 75 19 135{0,38 |70

75- 85 11 146 | 0,22 |92

85- 95 4 |50/0,08 100

N 50
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2.2) Elaborando el histograma empleando Excely en Paint se obtiene la siguiente figura:

Histograma para la fra(%)
fra%
100

45-55 55-65 65-75 75-85 85-95

2.3) Célculo del primer cuartil
Observando en grafico tenemos que el Q1 =55 + AE

Los triangulos ABC y AED son semejantes, por lo que se cumple:

AB AE

CB  DE

65—-55  AE =>10_AE
32—12 25—-12 20 13
Despejando AE se obtiene:

10

%-13 = AE = AE = 6,5

Entonces, Q1 =55+6,5=61,5
2.3) Calculo del segundo cuartil
Observando en grafico tenemos que el Q2 =65 + Cl

Los tridngulos CFG y CIH son semejantes, por lo que se cumple:
CF _Cl _75-65 (I 10 CI

—_——— = = —=
FG HI 70—32 50-—32 38 18

Despejando CI se obtiene:

10
§-18 = AE = AE = 4,737

Entonces, Q2 =65 + 4,737 = 69,737
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2.3) Calculo del tercer cuartil
Observando en grafico tenemos que el Qz =75 + GM

Los triangulos GJK y GML son semejantes, por lo que se cumple:
G) GM _85-75 (I 10 CI

JK ML 92-70 75-70 22 5

Despejando CI se obtiene:

10 5=CI Cl =2,273
—_— = fred =
22 ’

Entonces, Q; = 75 + 2,273 = 77,273

B) PERCENTILES O CENTILES
Son cada uno de los 99 valores Py, P,, P, ... ... Pyq que dividen a la distribucion de los datos en 100 partes
iguales.

Nota: P, = Q4; Psg = Q4; P;s = Q3

a) Para datos no tabulados
La posicion o ubicacidn de los percentiles se encuentra aplicando la siguiente ecuacion:
P = Xink .17 = Xjnk+50
[100 ' 2] [ 100 ]

Donde:
n = nimero total de datos
k = nimero del percentil

Ejemplo ilustrativo: Calcular los percentiles de orden 20 del peso de diez personas que pesan (en kg)
80, 78, 65, 73, 65, 67, 72,68, 70y 72

Solucion:

Empleando Excel se obtiene un valor aproximado insertando la funcion PERCENTIL.INC(A1:A10:0,2)

como se muestra en la siguiente figura:

A B = D E
65
65
67
68
70
72
72
73
78
80

O W~ o kR W NP

el =
N RO

P,y 66,6 =PERCENTIL.INC(A1:A10:0.2)

b) Para datos ordenados en tablas de frecuencia
Se emplea la misma ecuacion utilizada en el calculo de los percentiles para datos sin tabular.

c) Para datos agrupados en intervalos
Se emplea la ecuacion:
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nk
m— Fa

Pk = Llp +
fp

Donde:

Li,, =Limite inferior del intervalo de clase del percentil.

n = numero total de datos.

F, = Frecuencia acumulada del intervalo de clase que antecede al intervalo de clase del percentil.
fp = Frecuencia absoluta del intervalo de clase del percentil.

i = Ancho del intervalo de clase del percentil.

C) DECILES
Son cada uno de los 9 valores Dy, D,, D3, D4, D5, Dg, D, Dg, Dg que dividen a la distribucion de los datos
en 10 partes iguales.

0 10% 20% 30% 40%  30% 60% 7% B0% S0% 100%

D, D, D; D, D; Di D; Dy Dg

Nota:

Dy = Pyg; Dy = Py9; D3 = P30; Dy = Py
Ds = Pso = Q; = Md

D¢ = Pgg; D7 = Pyo; Dg = Pgp; Dg = Py

a) Para datos no tabulados
La posicién o ubicacion de los deciles se encuentra aplicando la siguiente ecuacion:

Dy = Xk 11 = Xjnk+s
[T5+2 1o

Donde:
n = nimero total de datos.
k = ndmero del decil.

Ejemplo ilustrativo:Calcular el quinto decil de la siguiente distribucion: 6, 9, 9, 12, 12, 12, 15y 17

Solucion:
Empleando Excel: Como Dses igual a Psg :

A B C D E
6
9
9
12
12
12
15
17

WO 00~ 3 LR W N e

Ds=Pso 12 =PERCENTIL.INC(A1:A8:0,5)

iy
=]

b) Para datos ordenados en tablas de frecuencia
Se emplea la misma ecuacion utilizada en el calculo de los deciles para datos sin tabular.

c) Para datos agrupados en intervalos
Se emplea la siguiente ecuacion:
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Dk = LlD +

Donde:

Lip = Limite inferior del intervalo de clase del decil.

n = ndmero total de datos.

F, = Frecuencia acumulada del intervalo de clase que antecede al intervalo de clase del decil.
fp = Frecuencia absoluta del intervalo de clase del decil.

i = Ancho del intervalo de clase del decil.

D) QUINTILES.- Son cada uno de los 4 valores Quintil 1, Quintil 2, Quintil 3, Quintil 4 que dividen
a la distribucion de los datos en 5 partes iguales.

0%  20%  40%  60%  80%  100%
Quintl 1 Quintl 2 Quintil3 Quintil 4

Nota:

Quintil 1 = D, = Py,
Quintil 2 = Dy = Py
Quintil 3 = Dg = Py
Quintil 4 = Dg = Py,

Para calcular los quintiles se emplean las férmulas de los deciles o de los Percentiles

MODA

a) Para datos no tabulados
Se observa el dato que tiene mayor frecuencia

Ejemplo ilustrativo N° 1: Determinar la moda del conjunto de datos 2, 4, 6, 8, 8y 10

Solucion: Mo = 8, porque es el dato que ocurre con mayor frecuencia. A este conjunto de datos se le
Ilama unimodal

En Excel:
A B C D
1| 2
2 4
3 6
4 8
5 8
6 10
7 Mo 8  =MODA.UNO(A1:A6)

Ejemplo ilustrativo N° 2: Determinar la moda del conjunto de datos: 2, 4, 6, 8 y 10
Solucién: Este conjunto de datos no tiene moda, porque todos los datos tienen la misma frecuencia.

Ejemplo ilustrativo N° 3: Determinar la moda del conjunto de datos: 8, 4, 6, 6, 8, 2 y 10
Solucion: Este conjunto de datos tiene dos modas, 8 y 6, y se llama bimodal.

0
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Empleando Excel: Se inserta la funcion MODA.VARIQS, la cual debe especificarse como formula de
matriz, para lo cual se selecciona las celdas donde aparecera la respuesta (B9:B10). Luego se inserta la
funcibn MODA .VARIOS, se selecciona las celdas respectivas (Al:A7). Finalmente, se presiona
Ctrl+Blog Mayus+Enter.

B9 v £ || {=MODA VARIOS(A1-AT)}
A B C

1 8

2 4

3 6

4 6

5 8

6 2

7 10

8 Mo 8

9

b) Para datos ordenados en tablas de frecuencia
Se observa el dato tiene mayor frecuencia

c) Para datos agrupados en intervalos
Se halla en el intervalo o clase que tenga la frecuencia més alta, llamada intervalo o clase modal. Se
emplea la siguiente ecuacion:
Dq .

Mo = Ly, + (Da +Db> i
L= Limite inferior de la clase modal.
D, = Diferencia entre la frecuencia absoluta de la clase modal y la clase que la antecede.
D, = Diferencia entre la frecuencia absoluta de la clase modal y la clase que le sigue.
i = ancho de la clase modal.

VARIANZA Y DESVIACION ESTANDAR

El teorema de Chebyshev, de autoria del matematico ruso Pafnuty Lvovich Chebyshev, establece que
para todo conjunto de datos, por lo menos 1 — 1/k? de las observaciones estan dentro de k desviaciones
estandar de la media, en donde k es cualquier nUmero mayor que 1. Este teorema se expresa de la

siguiente manera:

1
1=
Asi por ejemplo, si se forma una distribucidn de datos con k =3 desviaciones estandar por debajo de la
media hasta 3 desviaciones estandar por encima de la media, entonces por lo menos

1 1 9-1 8
1—§= 1—§=T=§=0,8889 = 88,89%
Interpretacion: El 88,89% de todas las observaciones estaran dentro + 3 desviaciones de la media.

a) Para datos no tabulados
La varianza para una poblacién se calcula con:
52 = Y(x; — w)?
N
Donde:
Xx; = observaciones individuales de la poblacion
i = media aritmética poblacional

, . ., 9
N = namero de observaciones de la poblacion q',m
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La desviacion estandar poblacional se calcula con:

o= Jol = w

La varianza de la muestra se calcula con:
, _ Zx —%)?
~ n-1
Donde:
x; = observaciones individuales de la muestra
X = media aritmética de la muestra
n = numero de obsevaciones de la muestra

La desviacion estandar de una muestra se calcul6 con:

/Z(Xi —X)?
— 2 — = -
5= \/S_ B n—1

Ejemplo ilustrativo: Considere que los siguientes datos corresponden al sueldo de una poblacion: $350,
$400, $500, $700 y $1000

1) Calcular la desviacion estandar.

2) ¢Cual es el intervalo que esta dentro de k = 2 desviaciones estandar de la media?. ;Qué porcentaje de
las observaciones se encuentran dentro de ese intervalo?

Solucion:
Empleando Excel:
A B C D
1 350
2 400
3 500
4 700
5 1000
6 o) 237,49 =DESVESTP(A1:A5)

2) Calculo del intervalo de k = 2 desviaciones estandar de la media.

Se transportan 2 desviaciones estandar (2 x $ 237,4868) = $ 474,97 por encima y por debajo de la media
pu = $590

Por lo tanto se tiene un intervalo desde $ 590 - $474,97 = $ 115,03 hasta $ 590 + $474,97 = $ 1064,97

Aplicando el Teorema de Chebyshev
TP S S ek Y LT
k222 T4 4 T TR

Interpretacion: Se puede afirmar de que por lo menos el 75% los sueldos estan entre $ 115,03 y
$ 1064,97

b) Para datos ordenados en tablas de frecuencia
La varianza para una poblacion se calcula con:
52 = Y f(x — p)?
N
Donde:
f = frecuencia absoluta. D

0
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La desviacion estandar poblacional se calcula con:

o= Jol = w

La varianza de la muestra se calcula con:
$2 = X flx —x)?

n—1
La desviacion estandar de una muestra se calcula con:

s=fsz= [BfE 0"

n—1

c¢) Para datos agrupados en intervalos
La varianza para una poblacién se calcula con:

L % fGom; — p)?
o= N

Donde:
f = frecuencia absoluta ; xm = marca de clase
La desviacion estandar poblacional se calcula con:

U=\/§=\/Zf(xmi—ﬂ)2

N
La varianza de la muestra se calcula con:
$2 = Y fom; — x)?

n—1
La desviacién estandar de una muestra se calcula con:

=S jZf(xmi—x)z

n—1

Ejemplo ilustrativo: Calcular la desviacién estandar de los siguientes datos correspondientes a una
muestra.

Intervalo| f
60-65 5
65-70 | 20
70-75 | 40
80-85 | 27
85-90 8
Total | 100
Solucién:Se llena la siguiente tabla:
Intervalo f xm fxm
60-65 5 62,5 312,5

65-70 20 67,5 1350
70-75 40 72,5 2900
80-85 27 82,5 2227,5
85-90 8 87,5 700
Total 100 7490

L)
q 22 |
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Xfraxm 7490

n 100

Se calcula la media aritmética.

=749

Se llena la siguiente tabla:

Intervalo | f xm | fraxm | xm;—x | (xm; — %)% | f(xm; — x)?
60-65 5 62,5 312,5 -12,4 153,76 768,8
65-70 20 67,5 1350 -1,4 54,76 1095,2
70-75 40 72,5 2900 -2,4 5,76 230,4
80-85 27 82,5 | 22275 7,6 57,76 1559,52
85-90 8 87,5 700 12,6 158,76 1270,08
Total 100 7490 4924

Se calcula la desviacion estandar.

4924

4924
S = \/m = \/W = \/49,737 = 7,052

AMPLITUD INTERCUARTILICA O RANGO INTERCURTIL
La amplitud intercuartilica es la distancia entre el tercer cuartil Q5 y el primer cuartil Q;.
Amplitud intercuartilica = tercer cuartil - primer cuartil = Q; — Q,

RANGO SEMI-INTERCUARTIL O DESVIACION CUARTILICA
La desviacion cuartilica es la mitad de la distancia entre el tercer cuartil y el primero
DQ = Q3 ; Q1
Ejemplo ilustrativo: Si el tercer cuartil = 24 y el primer cuartil = 10. ;Cual es la desviacion cuartilica?

Solucion: La amplitud intercuartilica es 24 - 10 = 14. Por lo tanto, la desviacion cuartilica es:
14
DQ =—
¢ 2

RANGO PERCENTIL O AMPLITUD CUARTILICA
Cada conjunto de datos tiene 99 percentiles, que dividen el conjunto en 100 partes iguales.
La amplitud cuartilica es la distancia entre dos percentiles establecidos.

Rango percentil = Pyy — Py,

DISPERSION RELATIVA O COEFICIENTE DE VARIACION
El Coeficiente de variacion (CV) es una medida de la dispersion relativa de un conjunto de datos, que se
obtiene dividiendo la desviacion estandar del conjunto entre su media aritmética y se expresa
generalmente en términos porcentuales. Para una poblacién se emplea la siguiente férmula:

o

CV =—-100%

u

Donde:

CV = Coeficiente de variacién; o = desviacion estandar de la poblacién
U = media aritmética de la poblacién
Para una muestra se emplea la siguiente formula:

CV ==-100%

S
X

Donde:
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CV = Coeficiente de variacion; s = desviaciéon estandar de la muestra
X = media aritmética de la muestra

Ejemplo ilustrativo: Mathias, un estudiante universitario, tiene las siguientes calificaciones en las 10
asignaturas que recibe en su carrera: 8, 7, 10, 9, 8, 7, 8, 10, 9 y 10. Emily, una compafiero de Mathias,
tiene las siguientes calificaciones: 8, 9, 8, 7, 8, 9, 10, 7, 8 y 10. ¢ Cuél estudiante tiene menor variabilidad
en sus calificaciones?

Solucién: Como se estd tomando en cuenta todas las asignaturas, se debe calcular el coeficiente de
variacion poblacional.

En Excel:
A B € D E F
1 Mathias Emily
2 8 7
3 7 7
4 10 8
5 9 8
6 8 8
7 7 8
8 8 9
9 10 9
10 9 10
11 10 10
12 u 8,60 =PROMEDIO(A2:A11) 8.40 =PROMEDIO(E2:E11)
13 g 1,11  =DESVESTP(A2:All) 1,02 =DESVESTP(E2:E11)
14 CvV 1295 =(B13/B12)*100 12,14 =(E13/E12)*100

Agrupando los datos en tablas de frecuencias:
Para Mathias se obtiene:
Empleando Excel:

A B C D E F
1 x f fli—mw?
2 7 2 5,12 =B2*(A2-$B$7)"2
3 8 3 1,08 =B3*(A3-$B$7)"2
4 9 2 0.32 =B4*(A4-$B$7)"2
5 10 3 5,88 =B5*(A5-$B$7)"2
6 Total 10 12,4 =SUMA(C2:C5)
7 u 8,6 =SUMAPRODUCTO(A2:A5:B2:B5)/SUMA(B2:B5)
8
9 o 1,114  =RAIZ(C6/SUMA(B2:B5))
10

11 CV 12,948  =(B9/B7)*100

Para Emily se obtiene:
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Empleando Excel:

A B C D E F
1 x f fli—mw?
2 7 2 3,92 =B2*(A2-$B$7)"2
3 8 A 0,64 =B3*(A3-$B$7)"2
4 9 2 0,72  =B4*(A4-$B$7)"2
5 10 2 5,12 =B5*(A5-$B$7)"2
6 | Total 10 104 =SUMA(C2:C5)
7 u 8.4 =SUMAPRODUCTO(A2:A5;B2:B5)/SUMA(B2:BY)
8
9 o 1,020  =RAIZ(C6/SUMA(B2:B5))
10

11| CV 12,141 =(B9/B7)*100

Interpretacion: Emily tiene menor variabilidad en sus calificaciones

ASIMETRIA
Es una medida de forma de una distribucion que permite identificar y describir la manera como los datos
tiende a reunirse de acuerdo con la frecuencia con que se hallen dentro de la distribucion. Permite
identificar las caracteristicas de la distribucion de datos sin necesidad de generar el grafico.
Asimetria Negativa Simétrica Asimetria positiva

X

=
bl

a) Coeficiente de Karl Pearson

3(kx — Md)
5= s

Donde: x = media aritmética ; Md = Mediana ; s = desviacion tipica o estandar.

Nota:

El Coeficiente de Pearson varia entre -3y 3

Si As <0 — la distribucion sera asimétrica negativa.

Si As = 0 — la distribucion sera simétrica.

Si As > 0 — la distribucion sera asimétrica positiva.

b) Medida de Yule Bowley o Medida Cuartilica

Q1+ Q3 — 20,
As =
Q3 — Q1
Donde: Q, = Cuartil uno; Q, = Cuartil dos = Mediana; Q; = Cuartil tres.

Nota:

La Medida de Bowley variaentre -1y 1

Si As <0 — la distribucion sera asimétrica negativa.
Si As = 0 — la distribucion serd simétrica.

Si As > 0 — la distribucion sera asimétrica positiva.

¢) Medida de Fisher
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Para datos sin agrupar se emplea la siguiente formula:

~)3
Xi — X
ps = 2=
- no- - - 7
Para datos agrupados en tablas de frecuencias se emplea la siguiente formula:
2 flx; —x)°
As =———=—
- - -no_ 7
Para datos agrupados en intervalos se emplea la siguiente formula:
Y flm—x)°
As ==—F———
no

Donde:
X; = cada uno de los valores; n = nimero de datos; X = media aritmética; f = frecuencia absoluta
o3 = cubo de la desviacion estandar poblacional; xm = marca de clase

Nota:

Si As < 0 —Indica que existe presencia de la minoria de datos en la parte izquierda de la mediaSi As =
0 — la distribucion sera simétrica

Si As > 0 — Indica que existe presencia de la minoria de datos en la parte derecha de la media, aunque
en algunos casos no necesariamente indicara que la distribucién sea asimétrica positiva

Ejemplo ilustrativo: Calcular el Coeficiente de Pearson, Medida Cuartilica y la Medida de Fisher dada
la siguiente distribucion: 6,9, 9, 12, 12,12, 15y 17
Solucién: Empleando Excel:

A B C D E F
1 Datos (x;j—x)°
2 6 -166.373
3 a -15.625
4 9 -15.625
5 12 0,125
6 12 0,125
7 12 0,125
B 15 42873
g9 17 166,375
10 Total 12 =3UMA(B2E®)
11 (n 8 =CONTAR(A2AD)
12 |Media anitmética 11,3 =PROMEDIO{A2-AT)
13 |Deswviacion estandar 33050083 =DESVEST M{A2-AD)
14 Deswviacion poblacional 32787103  =DESVEST P(A2:AT)
15 |Cuartil 1 g =CUARTIL INC{A2-AQ.1)
16 |Cuartil 2 12 =CUARTIL INC{A2-A0: D)
17 |Cuartil 3 13,3 =CUARTIL INC{A2-A0. 3+025%(A8-AT)
18 | Coeficiente de Pearson
19|, _3E—Md) 04279481 =3*B12-B16)B13
20 =
21 Medida de Bowley
22 | 4o = 1+ @2 —2¢: -0.3333333  =B15+B17-2*B16)/{E17-B13)
23 Q-
24 |Medida de Fisher
25 |5 o LG 5 00425577 | =B10/(B11*B14"3)
26 ne
27 Coeficiente de Asimetria en Fxcel 00330788 =COEFICIENTE ASIMETEIA(AZ-AT)

Nota: El COEFICIENTE.ASIMETRIA(A2:A9) es un valor que tiene consideraciones semejantes a la
Medida de Fisher
CURTOSIS O APUNTAMIENTO
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La curtosis mide el grado de agudeza o achatamiento de una distribucion con relacion a la distribucion
normal, es decir, mide cuan puntiaguda es una distribucion.

Leptocurtica Mesocurtica Platicurtica

a) Medida de Fisher
Para datos sin agrupar se emplea la siguiente formula:
Y - ®)*

no*

Para datos agrupados en tablas de frecuencias se emplea la siguiente férmula:
Y —x0)*
O=——"F
. . no- o
Para datos agrupados en intervalos se emplea la siguiente formula:
X fGm —x0)*
@=———"F"—
7 no- - - JoE 7
Donde: x; = cada uno de los valores; n = nimero de datos; X = media aritmética; o* = Cuadruplo de la
desviacion estandar poblacional; f = frecuencia absoluta; xm = marca de clase

Nota: Si a <3 — la distribucion es platicurtica; Si oo = 3 — la distribucion es hormal o mesocurtica
Si a > 3 — la distribucion es leptocurtica

b) Medida basada en Cuartiles y Percentiles
Q:—Qy

Desviacion cuartilica — 5 Q; —Q,
K= = =
Amplitud cuartilica Py - Py 2(Pyo - Pyio)
k (letra griega minascula kappa) = Coeficiente percentil de curtosis

Nota: Si k < 0,263 — la distribucion es platicurtica; Sik = 0,263 — la distribucion es normal o
mesocurtica; Sik > 0,263 — la distribucion es leptocurtica

Ejemplo ilustrativo: Determinar qué tipo de curtosis tiene la siguiente distribucion: 6, 9, 9, 12, 12, 12,
15y 17. Emplear la medida de Fisher y el coeficiente percentil de curtosis.

Solucion: Empleando Excel:
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A B C D E F

1 Diatos (x; — %)

2 6 915,063

3 g 39,063

4 g 39,063

5 12 0,063

& 12 0,063

7 12 0,063

B 15 150,063

g 17 915,063

10 Total 2058,500 =SUMA(E2BY)

11 n 8 =CONTAR(A2:AD)

12 \Media aritmética 11,5 =PROMEDIO(AZ2-AD)

13 |Desviacidn poblacional 3,279 =DESVEST P(A2:AQ)

14 Cuartil 1 0 =CUARTIL INC{A2:A9:1)

15 Cuartil 3 13,5 =CUARTIL INC{A2:A9:3)+0 25*(A8-AT)
16 a_:E{xf—f}i 2,226609 =B10/(B11*B134)

17 na?

18 |Perceltil 10 74 =PERCENTIL.INC(A2:A0:0.1)-0,25*(A3-A2)
19 |Perceltil 90 16,350 =PERCENTIL INC(A2:A9:0 9)=0_23%(A8-AT)
20 o= Q;—@ 0,2500 =(B13-B14)/(2*(B19-E18))

21 2(Pgp — P1o)

22

23 Curtosis en Excel -0,224121 =CURTOSIS(A2:A9)

24 Valor semejantealaa  2,7758789 =B23+3

CORRELACION Y REGRESION
Cuando se estudian en forma conjunta dos caracteristicas (variables estadisticas) de una poblacion o
muestra, se dice que estamos analizando una variable estadistica bidimensional. La correlacién es el
grado de relacion que existe entre ambas caracteristicas, y la regresion es la forma de expresar
matematicamente dicha relacion.

COEFICIENTE DE CORRELACION DE KARL PEARSON
Llamando también coeficiente de correlacion producto-momento.

a) Para datos no agrupados se calcula aplicando la siguiente ecuacion:
2 xy

VEx?)Xy?)

r = Coeficiente producto-momento de correlacion lineal; x =X —X;y =Y —Y

Ejemplo ilustrativo: Con los datos sobre las temperaturas en dos dias diferentes en una ciudad,
determinar el tipo de correlacion que existe entre ellas mediante el coeficiente de PEARSON.

X[18]|17(15[16|14]12]9[15|16 |14 |16 |18 | X =180
Y|13|15(14|13|9 |10|8|13|12|13|10|8 |XY=138

‘ ‘ 288
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Empleando Excel:

A B C D E F
1 X Y
2 18 13
3 17 15
4 | 15 14
5 16 13
6 14 9
7 12 10
8 9 8
9| 15 13
10 16 12
11 14 13
12| 16 10
13 18 8
14
15 r 0,416 =COEF DE.CORREL(A2:A13;B2:B13)

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

N A/vﬁb‘ OO &) N mec]l =2l ¢

W &

k Vista Algebraica ¥ Vista Grafica

= Nimero 5
L a=042

|Nﬂmerﬂ a: Pearson[{18, 17, 15, 16, 14,12, 8 15,16, 14, 16, 18}, {13, 15, 14,13, 9,10, §, 13, 12,13, 10, 8}]|

b) Para datos agrupados, el coeficiente de Correlacion de Pearson se calcula aplicando la siguiente
férmula:

n-Yf-dx-dy— Qfx-dx) X fy-dy)
JIn-Xfx-dx? = fx-dx)?[n- Y fy-dy? —  fy - dy)?]

r =

Donde:

n = numero de datos; f = frecuencia de celda; fx = frecuencia de la variable X; fy = frecuencia de la
variable Y; dx = valores codificados o cambiados para los intervalos de la variable X, procurando que al
intervalo central le corresponda dx = 0, para que se hagan mas faciles los calculos; dy = valores
codificados o cambiados para los intervalos de la variable X, procurando que al intervalo central le
corresponda dy = 0, para que se hagan mas faciles los célculos.
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Ejemplo ilustrativo: Con los siguientes datos sobre los Coeficientes Intelectuales (X) y de las
calificaciones en una prueba de conocimiento (Y) de 50 estudiantes:

N° de N° de
estudiante X Y estudiante X Y
1 76 28 26 88 40
2 77 24 27 88 31
3 78 18 28 88 35
4 79 41 29 88 26
5 79 43 30 89 30
6 80 45 31 89 24
7 80 34 32 90 18
8 80 18 33 90 11
9 82 40 34 90 15
10 82 35 35 91 38
11 83 30 36 92 34
12 83 21 37 92 31
13 83 22 38 93 33
14 83 23 39 93 35
15 84 25 40 93 24
16 84 11 41 94 40
17 84 15 42 96 35
18 85 31 43 97 36
19 85 35 44 98 40
20 86 26 45 99 33
21 86 30 46 100 51
22 86 24 47 101 54
23 86 16 48 101 55
24 87 20 49 102 41
25 88 36 50 102 45

1) Elaborar una tabla de dos variables
2) Calcular el coeficiente de correlacion

Solucién: En la tabla de frecuencias de dos variables, cada recuadro de esta tabla se Ilama una celda y
corresponde a un par de intervalos, y el nimero indicado en cada celda se llama frecuencia de celda.
Todos los totales indicados en la Gltima fila y en la Gltima columna se Ilaman totales marginales o
frecuencias marginales, y corresponden, respectivamente, a las frecuencias de intervalo de las
distribuciones de frecuencia separadas de la variable Xy Y.

Para elaborar la tabla se recomienda:

- Agrupar las variables X y Y en un igual nimero de intervalos.

- Los intervalos de la variable X se ubican en la parte superior de manera horizontal (fila) y en orden
ascendente.

- Los intervalos de la variable Y se ubican en la parte izquierda de manera vertical (columna) y en orden
descendente.

Para elaborar los intervalos se procede a realizar los calculos respectivos:

En la variable X:

Calculando el Rango se obtiene:
R = Xpmax — Xmin = 102 — 76 = 26

L)
1 20 |
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Calculando el nimero de intervalos se obtiene:
n; =1+3,32-log(n) =1+ 3,32-log50 = 6,6 =7

Calculando el ancho se obtiene:
'—R —26—393—4
T i Tee 0T

En la variable Y:
Calculando el Rango se obtiene:
R = Ymix — Ymim = 55 — 11 = 44

Calculando el nimero de intervalos se obtiene:
n;=1+3,32-log(n) =1+ 3,32-1log50 = 6,64 =7

Calculando el ancho se obtiene:

R M er=
i T 664 OP°T

Nota: Para la variable X se tomara un ancho de intervalo igual a 4 y para la variable Y un ancho de
intervalo igual a 7. Debe quedar igual nimero de intervalos para cada variable, que en este ejemplo es
igual a 7.

Contando las frecuencias de celda para cada par de intervalos de las variables X y Y se obtiene la
siguiente tabla de frecuencias de dos variables:

Coeficientes Intelectuales (X)

76-79 | 80-83 |84-87 (88-91| 92-95 | 96-99 | 100-103 | fy

53-59 2 2

| 46-52 1 1

o | 3945 2 2 1 1 1 2 9
S | 32-38 2 1 3 3 3 12
S| 25-31 1 1 4 3 1 10
= | 1824 | 2 4 2 2 1 11

8 11-17 3 2 5}
fx 5 9 10 11 6 4 5 50

Interpretacion:

- El nimero 2 es la frecuencia de la celda correspondiente al par de intervalos 76-79 en Coeficiente
Intelectual y 39-45 en Calificacion obtenida en la prueba de conocimiento.

-Elnimero 5 en la fila de fx es el total marginal o frecuencia marginal del intervalo 76-79 en Coeficiente
Intelectual.

- El nimero 2 en la columna de fy es el total marginal o frecuencia marginal del intervalo 53-59 en
Calificacion obtenida en la prueba de conocimiento.

- EI nimero 50 es total de frecuencias marginales y representa al nimero total de estudiantes.

L)
=
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2) Realizando los calculos respectivos se obtiene la siguiente tabla:

Coeficientes Intelectuales (X)
76-79 | 80-83 | 84-87 | 88-91 | 92-95 | 96-99 | 100-103
dx| -3 -2 -1 0 1 2 3 fy \fy-dy | fy-dy?|f-dx-dy
dy
3 2

53-59 18 2 6 18 18

46-52 2 L 6 1 2 4 6
< 1 |2 2 1 1 1 2
> _ -
E 39-45 EIRE o[ [ 1] | 2 6 9 9 9 1
s 0 2 1 3 3 3
S [32-
g 32-38 "ol [ o Jo/] oo 12 0 0 0
= -1 (1 1 4 |3 1

2 |2 4 2 2 1
18-24 12| (16| | 4] [0 | 2 11| -22 44 30
-3 3 2

11-17 9] [0 5 -15 45 9

fx 5 9 10 | 11 6 4 5 50 | -30 130 70

fx-dx -15 | -18 | -10 | O 6 8 15 |-14

fx - dx? 45 | 36 10 0 6 16 45 158

frdx-dy 9 14 17 0 -2 2 30 70

Nota:

Los numeros de las esquinas de cada celda en la anterior tabla representan el producto
f -dx - dy, asi por ejemplo, para obtener el nimero el nimero -6 de los intervalos 76-79 en X'y 39-45 en
Y se obtiene multiplicando 2-(-3)-1 = -6. Para obtener el nimero 18 de los intervalos 100-103 en X'y 53-
59 en Y se obtiene multiplicando 2-3-3 =18

-Los nameros de la ultima columna (18, 6, -1, 0, 8, 30 y 9) se obtienen sumando los nimeros de las
esquinas en cada fila, asi por ejemplo, para obtener el nimero -1 se suma (-6) + (-4) +0+1+2+6=-1
-Los nameros de la dltima fila (9, 14, 17, 0, -2, 2 y 30) se obtienen sumando los numeros de las esquinas
en cada columna, asi por ejemplo, para obtener el nimero 9 se suma (-6) + 3+ 12 =9.

-Para obtener el numero -30 de la antepenulmina columna se obtiene sumando los resultados de fy - dy,
es decir, representa la ). fy - dy

-Para obtener el numero -14 de la antepentlmina fila se obtiene sumando los resultados de fx - dx, es
decir, representa la ), fx - dx

-Para obtener el nimero 130 de la pentltima columna se obtiene sumando los resultados de fy - dy?, es
decir, representa Y, fy - dy?

-Para obtener el nimero 158 de la pentltima fila se obtiene sumando los resultados de fx - dx?, es decir,
representa Y, fx - dx?

-Para obtener altimo ndmero 70 de la dltima columna se obtiene sumando los resultados de la Gltima
columna 18 +6 +(-1) +0 + 8 + 30 +9 = 70, es decir, representa ), fx - dx - dy

-Para obtener ultimo numero 70 de la ultima fila se obtiene sumando los resultados de la tultima fila 9
+14+17 +0+(-2) +2+ 30 =70, es decir, representa ), fx - dx - dy . Por lo tanto tiene que ser igual al
ultimo numero de la altima columna como comprobacién que los calculos de la tabla han sido correctos.

Observando los datos en la tabla anterior se remplaza los valores en la ecuacién del Coeficiente de
Correlacion de Pearson para datos agrupados, obteniéndose:
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n-Xf-dx-dy—Qfx-dx)Xfy-dy)
VXY fx-dx? — X fx-dx)?[n-X fy-dy? — X fy - dy)?]

50 - 70 — (—14)(—30) _ 3500 — 420 B 3080
JI50- 158 — (—14)2][50 - 130 — (—30)?] /[7900 — 196][6500 — 900]  +/[7704][5600]

T =

T =

3080 3080

" T /23142400 6568,287448
Existe una correlacion positiva moderada

= 0,469

COEFICIENTE DE CORRELACION POR RANGOS DE SPEARMAN
Este coeficiente se emplea cuando una o ambas escalas de medidas de las variables son ordinales, es
decir, cuando una o ambas escalas de medida son posiciones. Ejemplo: Orden de llegada en una carrera
y peso de los atletas. Se calcula aplicando la siguiente ecuacion:
6 d?

nn? —1)
r, = Coeficiente de correlacion por rangos de Spearman;d = Diferencia entre los rangos (X menos Y)
n = namero de datos

s =

Ejemplo ilustrativo N° 1: La siguiente tabla muestra el rango u orden obtenido en la primera evaluacion
(X) y el rango o puesto obtenido en la segunda evaluacion (Y) de 8 estudiantes universitarios en la
asignatura de Estadistica. Calcular el coeficiente de correlacion por rangos de Spearman.

Estudiante | X | Y
Dyanita 113
Elizabeth 2 4
Mario 31
Orlando 4|5
Mathias 56
Josué 6 2
Emily 78
Monserrath | 8 | 7
En Excel:
A B C D E F G

1 Estudiante X Y

2 Dyanita 1 3

3 Elizabeth 2 4

4 Mario 3 1

5 Orlando 4 5

6 Mathias 5 6

7 Josué 6 2

8 Emily 7 8

9 Monserrat 8 7

10 0,619 =COEF.DE.CORREL(B2:B9;C2:C9)

L)
q 20 |
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Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

R oA L DO O] Ll N e 22 4

k Vista Algebraica o = | ¥ Vista Grafica
= Numero &
L a=0.62

[Nimero a: Spearmanf{1, 2,3, 4,5,6,7,8,43,4,1,5,6,2, 8, 71|
I I
Ejemplo ilustrativo N° 2: La siguiente tabla muestra las calificaciones de 8 estudiantes universitarios

en las asignaturas de Matematica y Estadistica. Calcular el coeficiente de correlacion por rangos de
Spearman.

N° | Estudiante | Matematica | Estadistica
1 | Dyana 10 8
2 | Elizabeth 9 6
3 | Mario 8 10
4 | Orlando 7 9
5 | Mathias 7 8
6 | Josué 6 7
7 |Emily 6 6
8 | Monserrath 4 9

Solucion:

Para calcular el coeficiente de correlacion por rangos de Spearman se procede a clasificar u ordenar los
datos en rangos (X para Matemdtica y Y para Estadistica) tomando en cuenta las siguientes
observaciones:

En la asignatura de Matematica se observa:

- Dyana tiene la mas alta calificacion, ocupando el primer puesto, por lo que su rango es 1

- Elizabeth ocupa el segundo puesto, por lo que su rango es 2

- Mario se encuentra ubicado en el tercer lugar, por lo que su rango es 3

- Orlando y Mathias ocupan el cuarto y quinto puesto, por lo que su rango es la media aritmética de 4 y
5 que da por resultado 4,5

- Josué y Emily ocupan el sexto y séptimo lugar, por lo que su rango es la media aritmética de 6 y 7 que
da por resultado 6,5

- Monserrath se encuentra ubicada en el octavo lugar, por lo que su rango es 8

En la asignatura de Estadistica se procede como en Matematica.

Los rangos X y Y se presentan en la siguiente tabla:

N° | Estudiante | Matematica | Estadistica X Y
1 | Dyana 10 8 1 4,5
2 | Elizabeth 9 6 2 7,5
3 | Mario 8 10 3 1
4 | Orlando 7 9 45 2,5
5 | Mathias 7 8 4,5 4,5
6 |Josué 6 7 6,5 6
7 |Emily 6 6 6,5 7,5
8 | Monserrath 4 9 8 2,5

Mygs. Mario Sudrez Formulario




Calculando d, d? y £d? se obtiene los siguientes resultados:

N° | Estudiante | Matemaética | Estadistica X Y d=X-Y|d*>=(X-Y)?
1 | Dyana 10 8 1 45 -3,5 12,25
2 | Elizabeth 9 6 2 7,5 -5,5 30,25
3 |Mario 8 10 3 1 2 4
4 | Orlando 7 9 45 2,5 2 4
5 | Mathias 7 8 4.5 45 0 0
6 |Josué 6 7 6,5 6 0,5 0,25
7 |Emily 6 6 6,5 7.5 -1 1
8 | Monserrath 4 9 8 2,5 55 30,25
¥ d’=82
Aplicando la férmula se obtiene:
6Y d? . 682 . 492 504 —492 12 0024
ST T umz—1) " 8@ -1) ~ 504 504 504

COEFICIENTE DE DETERMINACION
Revela qué porcentaje del cambio en Y se explica por un cambio en X. Se calcula elevando al cuadrado
el coeficiente de correlacion.

X xy
i i NERIOER)
x=X-—X,y =Y —7Y;r=Coeficiente de correlacion de Pearson; r? = Coeficiente de determinacion
Lxy

JExHEy?)

La ecuacion del coeficiente producto-momento (Coeficiente de Pearson) r = puede

escribirse en la forma equivalente:

NYXY -Q2XQY)
VINZX2 - (EX)?INYY? - (ZY)?]

Coeficiente de Pearson =r =

De donde coeficiente de determinacion = r? = (Coeficiente de Pearson )?

Nota: El r2 tiene significado sélo para las relaciones lineales. Dos variables pueden tener 72 = 0 y sin
embargo estar relacionadas en sentido curvilineo. El valor de r2 no se interpreta como si la variable Y
fuera causado por un cambio de la variable X, ya que la correlacion no significa causa.

ANALISIS DE REGRESION

La regresion examina la relacion entre dos variables, pero restringiendo una de ellas con el objeto de
estudiar las variaciones de una variable cuando la otra permanece constante. En otras palabras, la
regresion es un método que se emplea para predecir el valor de una variable en funcion de valores dados
a la otra variable.

a) LA RECTA DE LOS MINIMOS CUADRADOS
Se llama linea de mejor ajuste y se define como la linea que hace minima la suma de los cuadrados de
las desviaciones respecto a ella de todos los puntos que corresponden a la informacion recogida.

La recta de los minimos cuadrados que aproxima el conjunto de puntos

X, 1), (X5, Y,), (X5, Y3), ... ... (Xy,Yy) tomando en cuenta a Y como variable dependiente tiene por
ecuacion

Y =ay+a;X
A esta ecuacion suele llamarse recta de regresion de Y sobre X, y se usa para estimar los valores de Y
para valores dados de X O

0
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Si alarectaderegresion Y = ay + a, X se le sumaenambos lados Y. Y = Y.(a, + a,X) se obtiene Y)Y =
aoN +a; 2 X

Si a la recta de regresion Y = a, + a;X se multiplica por X a ambos lados y luego se suma
>XY=YX(ay+a,;X) seobtieneX XY =ay XX +a; > X?

Las constantes a, y a; quedan fijadas al resolver simultineamente las ecuaciones anteriormente
encontradas, es decir, al resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

{ ZY = aoN + alzX
XY = apIX + a;2X?
Que se llaman las ecuaciones normales para la recta de minimos cuadrados.

Las constantes a, Yy a, de las anteriores ecuaciones también se pueden calcular empleando las siguientes
férmulas:
_ZY-ZXZ—ZX-ZXY _ NYXY=XYX-XY
© T TN X (B X)? “TNIXT - (T X)?

Otra ecuacion para los minimos cuadrados parax =X — X , y =Y —Y de la recta de regresion de Y

sobre X es:
_(Xxy N
y= ZXZ

La recta de los minimos cuadrados que aproxima el conjunto de puntos
X, 1), (X, Y,), (X5, Y3), ... ... (Xy,Yy) tomando en cuenta a X como variable dependiente tiene por
ecuacion:

X:bo‘l‘bly

A esta ecuacion suele llamarse recta de regresion de X sobre Y, y se usa para estimar los valores de X
para valores dados de Y. Las constantes b, y b; quedan fijadas al resolver el siguiente sistema de
ecuaciones:

2XY = byXY + b, 2Y?

Las constantes b, y b, del sistema de ecuaciones anterior se pueden calcular empleando las siguientes
férmulas:

) _TX-XY2-3Y-2XY ) _NYXY-YX-3Y

T NXIYZ-(ZY)? 'TONIYE-(ZY)?

Otra ecuacion para los minimos cuadradospara x =X —X ,y =Y —Y es:
L (Z xy> y
zy?
El punto de interseccion entre las rectasY = a, + a; X con X = by + b;Y se simboliza (X,Y) y se
Ilama centroide o centro de gravedad
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b) LA PARABOLA DE LOS MINIMOS CUADRADOS

La parabola de minimos cuadrados que aproxima el conjunto de  puntos
X, Y1), (X5, Y5), (X3, Y3),...(Yy,Yy) tiene ecuacion dada por Y =a,+ a; X + a,X?, donde las
constantes a,, a; y a, se determinan al resolver simultaneamente el sistema de ecuaciones que se forma
al multiplicar la ecuacién Y = a, + a; X + a,X? por 1, X,Y sucesivamente, y sumando después.

ZY = aoN + a12X + aZZXZ
IXY = ag2X + a;2X? + a,ZX3
TX2Y = agZX? + a;ZX3 + ay2X*

ERROR ESTANDAR DE ESTIMACION
Es el grado de dispersion de los datos con respecto a la recta de regresion Y = ay + a, X
El error estandar de estimacién se calcula con la férmula:

s, = Z(YL - Yest)2
€ N-—-2
Donde:
Y; = cada valor de Y
Y,.:= valor estimado de Y a partir de la recta de regresion
N = numero de datos
Otras ecuaciones para calcular el error estandar de estimacion son:

s _jZYZ—aoZY—alZXY s _\/Z}’z_%ny

N-—2 N-—2
Donde:
a, = ordenada en el origen (punto de interseccion de la recta con el eje y)
a, = pendiente de la recta (tangente del angulo de inclinacién de la recta)
x=X-X
y=Y-Y
Ejemplo ilustrativo: Calcular error estandar de estimacion empleando las 3 formulas dadas, utilizando
los datos de la tabla del ejemplo para ajustar la recta de minimos cuadrados para Y como variable
dependiente.

X 152 | 157 | 162 | 167 | 173 | 178 | 182 | 188
Y |5 |61 |67 (72 |70 |72 |83 |92

Empleando exclusivamente Excel para calcular el error estandar de estimacion se procede de la
siguiente manera:
Se inserta la funcion ERROR.TIPICO.XY. Se selecciona las celdas respectivas. Pulsar en Aceptar.

A B @ D
1 X Y
2 152 56
3 157 61
4 162 67
5 167 72
6 173 70
7 178 72
8 182 83
9 188 92

10 4,06417 =ERROR.TIPICO.XY(B2:B9;A2:A9)

Interpretacion: El valor de s, = 4,064, significa que los puntos estan dispersos a una distancia de 4,0
de la recta de regresion.
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TABLAS DE DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Las siguientes tablas de probabilidad fueron elaboradas empleando Excel para los calculos y Winstats
para la gréficas

TABLANC°1
DISTRIBUCION BINOMIAL

Ejem}ﬂo: Paran=4yp=0,45 = P(X =2) =0,3675
P

0,05 01 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 05
0,9500 | 0,9000 | 0,8500 | 0,8000 | 0,7500 | 0,7000 | 0,6500 | 0,6000 | 0,5500 | 0,5000
0,0500 | 0,1000 | 0,1500 | 0,2000 | 0,2500 | 0,3000 | 0,3500 | 0,4000 | 0,4500 | 0,5000
p
0,9025 | 0,8100 | 0,7225 | 0,6400 | 0,5625 | 0,4900 | 0,4225 | 0,3600 | 0,3025 | 0,2500
0,0950 | 0,1800 | 0,2550 | 0,3200 | 0,3750 | 0,4200 | 0,4550 | 0,4800 | 0,4950 | 0,5000
0,0025 | 0,0100 | 0,0225 | 0,0400 | 0,0625 | 0,0900 | 0,1225 | 0,1600 | 0,2025 | 0,2500
P
0,8574 10,7290 | 0,6141 | 0,5120 | 0,4219 | 0,3430 | 0,2746 | 0,2160 | 0,1664 | 0,1250
0,1354 | 0,2430 | 0,3251 | 0,3840 | 0,4219 | 0,4410 | 0,4436 | 0,4320 | 0,4084 | 0,3750
0,0071 | 0,0270 | 0,0574 | 0,0960 | 0,1406 | 0,1890 | 0,2389 | 0,2880 | 0,3341 | 0,3750
0,0001 | 0,0010 | 0,0034 | 0,0080 | 0,0156 | 0,0270 | 0,0429 | 0,0640 | 0,0911 | 0,1250
P
0,8145 | 0,6561 | 0,5220 | 0,4096 | 0,3164 | 0,2401 | 0,1785 | 0,1296 | 0,0915 | 0,0625
0,1715]0,2916 | 0,3685 | 0,4096 | 0,4219 | 0,4116 | 0,3845 | 0,3456 | 0,2995 | 0,2500
0,0135 | 0,0486 | 0,0975 | 0,1536 | 0,2109 | 0,2646 | 0,3105 | 0,3456 | 0,3675 | 0,3750
0,0005 | 0,0036 | 0,0115 | 0,0256 | 0,0469 | 0,0756 | 0,1115 | 0,1536 | 0,2005 | 0,2500
0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0016 | 0,0039 | 0,0081 | 0,0150 | 0,0256 | 0,0410 | 0,0625
P
0,7738 | 0,5905 | 0,4437 | 0,3277 | 0,2373 | 0,1681 | 0,1160 | 0,0778 | 0,0503 | 0,0313
0,2036 | 0,3281 | 0,3915 | 0,4096 | 0,3955 | 0,3602 | 0,3124 | 0,2592 | 0,2059 | 0,1563
0,0214 10,0729 | 0,1382 | 0,2048 | 0,2637 | 0,3087 | 0,3364 | 0,3456 | 0,3369 | 0,3125
0,0011 | 0,0081 | 0,0244 | 0,0512 | 0,0879 | 0,1323 | 0,1811 | 0,2304 | 0,2757 | 0,3125
0,0000 | 0,0005 | 0,0022 | 0,0064 | 0,0146 | 0,0284 | 0,0488 | 0,0768 | 0,1128 | 0,1563
0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0010 | 0,0024 | 0,0053 | 0,0102 | 0,0185 | 0,0313
P
0,7351 10,5314 | 0,3771 | 0,2621 | 0,1780 | 0,1176 | 0,0754 | 0,0467 | 0,0277 | 0,0156
0,2321 | 0,3543 | 0,3993 | 0,3932 | 0,3560 | 0,3025 | 0,2437 | 0,1866 | 0,1359 | 0,0938
0,0305 | 0,0984 | 0,1762 | 0,2458 | 0,2966 | 0,3241 | 0,3280 | 0,3110 | 0,2780 | 0,2344
0,0021 | 0,0146 | 0,0415 | 0,0819 | 0,1318 | 0,1852 | 0,2355 | 0,2765 | 0,3032 | 0,3125
0,0001 | 0,0012 | 0,0055 | 0,0154 | 0,0330 | 0,0595 | 0,0951 | 0,1382 | 0,1861 | 0,2344
0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0015 | 0,0044 | 0,0102 | 0,0205 | 0,0369 | 0,0609 | 0,0938
0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0018 | 0,0041 | 0,0083 | 0,0156
P
0,6983 | 0,4783 | 0,3206 | 0,2097 | 0,1335 | 0,0824 | 0,0490 | 0,0280 | 0,0152 | 0,0078
0,2573 10,3720 | 0,3960 | 0,3670 | 0,3115 | 0,2471 | 0,1848 | 0,1306 | 0,0872 | 0,0547
0,0406 | 0,1240 | 0,2097 | 0,2753 | 0,3115 | 0,3177 | 0,2985 | 0,2613 | 0,2140 | 0,1641
0,0036 | 0,0230 | 0,0617 | 0,1147 | 0,1730 | 0,2269 | 0,2679 | 0,2903 | 0,2918 | 0,2734
0,0002 | 0,0026 | 0,0109 | 0,0287 | 0,0577 | 0,0972 | 0,1442 | 0,1935 | 0,2388 | 0,2734
0,0000 | 0,0002 | 0,0012 | 0,0043 | 0,0115 | 0,0250 | 0,0466 | 0,0774 | 0,1172 | 0,1641
0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0013 | 0,0036 | 0,0084 | 0,0172 | 0,0320 | 0,0547
0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0006 | 0,0016 | 0,0037 | 0,0078
P
0,6634 | 0,4305 | 0,2725 | 0,1678 | 0,1001 | 0,0576 | 0,0319 | 0,0168 | 0,0084 | 0,0039
0,2793 | 0,3826 | 0,3847 | 0,3355 | 0,2670 | 0,1977 | 0,1373 | 0,0896 | 0,0548 | 0,0313
0,0515 | 0,1488 | 0,2376 | 0,2936 | 0,3115 | 0,2965 | 0,2587 | 0,2090 | 0,1569 | 0,1094
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8 | 3 |0,0054 | 0,0331 | 0,0839 | 0,1468 | 0,2076 | 0,2541 | 0,2786 | 0,2787 | 0,2568 | 0,2188
8 | 4 |0,0004 | 0,0046 | 0,0185 | 0,0459 | 0,0865 | 0,1361 | 0,1875 | 0,2322 | 0,2627 | 0,2734
8 | 5 |0,0000 | 0,0004 | 0,0026 | 0,0092 | 0,0231 | 0,0467 | 0,0808 | 0,1239 | 0,1719 | 0,2188
8 | 6 |0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0011 | 0,0038 | 0,0100 | 0,0217 | 0,0413 | 0,0703 | 0,1094
8 | 7 |0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0012 | 0,0033 | 0,0079 | 0,0164 | 0,0313
8 | 8 |0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0017 | 0,0039
n| X P

9 |0 |0,6302 |0,3874 | 0,2316 | 0,1342 | 0,0751 | 0,0404 | 0,0207 | 0,0101 | 0,0046 | 0,0020
9 | 10,2985 |0,3874 | 0,3679 | 0,3020 | 0,2253 | 0,1556 | 0,1004 | 0,0605 | 0,0339 | 0,0176
9 | 20,0629 | 0,1722 | 0,2597 | 0,3020 | 0,3003 | 0,2668 | 0,2162 | 0,1612 | 0,1110 | 0,0703
9 | 3 |0,0077 | 0,0446 | 0,1069 | 0,1762 | 0,2336 | 0,2668 | 0,2716 | 0,2508 | 0,2119 | 0,1641
9 | 4 |0,0006 | 0,0074 | 0,0283 | 0,0661 | 0,1168 | 0,1715 | 0,2194 | 0,2508 | 0,2600 | 0,2461
9 [ 5 |0,0000 | 0,0008 | 0,0050 | 0,0165 | 0,0389 | 0,0735 | 0,1181 | 0,1672 | 0,2128 | 0,2461
9 | 6 |0,0000 | 0,0001 | 0,0006 | 0,0028 | 0,0087 | 0,0210 | 0,0424 | 0,0743 | 0,1160 | 0,1641
9 | 7 |0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0012 | 0,0039 | 0,0098 | 0,0212 | 0,0407 | 0,0703
9 | 8 |0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0013 | 0,0035 | 0,0083 | 0,0176
9 [ 9 |0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0008 | 0,0020
n| X P

10| 0 |0,5987 | 0,3487 | 0,1969 | 0,1074 | 0,0563 | 0,0282 | 0,0135 | 0,0060 | 0,0025 | 0,0010
10| 1 |0,3151|0,3874 | 0,3474 | 0,2684 | 0,1877 | 0,1211 | 0,0725 | 0,0403 | 0,0207 | 0,0098
10| 2 |0,0746 | 0,1937 | 0,2759 | 0,3020 | 0,2816 | 0,2335 | 0,1757 | 0,1209 | 0,0763 | 0,0439
10| 3 |0,0105 | 0,0574 | 0,1298 | 0,2013 | 0,2503 | 0,2668 | 0,2522 | 0,2150 | 0,1665 | 0,1172
10| 4 | 0,0010 | 0,0112 | 0,0401 | 0,0881 | 0,1460 | 0,2001 | 0,2377 | 0,2508 | 0,2384 | 0,2051
10| 5 | 0,0001 | 0,0015 | 0,0085 | 0,0264 | 0,0584 | 0,1029 | 0,1536 | 0,2007 | 0,2340 | 0,2461
10| 6 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0012 | 0,0055 | 0,0162 | 0,0368 | 0,0689 | 0,1115 | 0,1596 | 0,2051
10| 7 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0008 | 0,0031 | 0,0090 | 0,0212 | 0,0425 | 0,0746 | 0,1172
10| 8 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0014 | 0,0043 | 0,0106 | 0,0229 | 0,0439
10| 9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0016 | 0,0042 | 0,0098
10 | 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0010
n| X P

11| 0 |[0,5688 | 0,3138 | 0,1673 | 0,0859 | 0,0422 | 0,0198 | 0,0088 | 0,0036 | 0,0014 | 0,0005
11| 1 |{0,3293 | 0,3835 | 0,3248 | 0,2362 | 0,1549 | 0,0932 | 0,0518 | 0,0266 | 0,0125 | 0,0054
11| 2 |0,0867 | 0,2131 | 0,2866 | 0,2953 | 0,2581 | 0,1998 | 0,1395 | 0,0887 | 0,0513 | 0,0269
11| 3 |0,0137 | 0,0710 | 0,1517 | 0,2215 | 0,2581 | 0,2568 | 0,2254 | 0,1774 | 0,1259 | 0,0806
11| 4 |0,0014 | 0,0158 | 0,0536 | 0,1107 | 0,1721 | 0,2201 | 0,2428 | 0,2365 | 0,2060 | 0,1611
11| 5 | 0,0001 | 0,0025 | 0,0132 | 0,0388 | 0,0803 | 0,1321 | 0,1830 | 0,2207 | 0,2360 | 0,2256
11| 6 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0023 | 0,0097 | 0,0268 | 0,0566 | 0,0985 | 0,1471 | 0,1931 | 0,2256
11| 7 |0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0017 | 0,0064 | 0,0173 | 0,0379 | 0,0701 | 0,1128 | 0,1611
11| 8 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0011 | 0,0037 | 0,0102 | 0,0234 | 0,0462 | 0,0806
11| 9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0018 | 0,0052 | 0,0126 | 0,0269
11 | 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0021 | 0,0054
11|11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0005
n|X P

12| 0 | 0,5404 | 0,2824 | 0,1422 | 0,0687 | 0,0317 | 0,0138 | 0,0057 | 0,0022 | 0,0008 | 0,0002
12| 1 |0,3413|0,3766 | 0,3012 | 0,2062 | 0,1267 | 0,0712 | 0,0368 | 0,0174 | 0,0075 | 0,0029
12| 2 {0,0988 | 0,2301 | 0,2924 | 0,2835 | 0,2323 | 0,1678 | 0,1088 | 0,0639 | 0,0339 | 0,0161
12| 3 {0,0173|0,0852 | 0,1720 | 0,2362 | 0,2581 | 0,2397 | 0,1954 | 0,1419 | 0,0923 | 0,0537
12| 4 |{0,0021 | 0,0213 | 0,0683 | 0,1329 | 0,1936 | 0,2311 | 0,2367 | 0,2128 | 0,1700 | 0,1208
12| 5 | 0,0002 | 0,0038 | 0,0193 | 0,0532 | 0,1032 | 0,1585 | 0,2039 | 0,2270 | 0,2225 | 0,1934
12| 6 |0,0000 | 0,0005 | 0,0040 | 0,0155 | 0,0401 | 0,0792 | 0,1281 | 0,1766 | 0,2124 | 0,2256
12| 7 |0,0000 | 0,0000 | 0,0006 | 0,0033 | 0,0115 | 0,0291 | 0,0591 | 0,1009 | 0,1489 | 0,1934
12| 8 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0024 | 0,0078 | 0,0199 | 0,0420 | 0,0762 | 0,1208
12| 9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0015 | 0,0048 | 0,0125 | 0,0277 | 0,0537
12 | 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0008 | 0,0025 | 0,0068 | 0,0161
12| 11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0010 | 0,0029
12| 12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002
n| X P

13| 0 | 0,5133 | 0,2542 | 0,1209 | 0,0550 | 0,0238 | 0,0097 | 0,0037 | 0,0013 | 0,0004 | 0,0001
13| 1 |{0,3512 | 0,3672 | 0,2774 | 0,1787 | 0,1029 | 0,0540 | 0,0259 | 0,0113 | 0,0045 | 0,0016
13| 2 |0,1109 | 0,2448 | 0,2937 | 0,2680 | 0,2059 | 0,1388 | 0,0836 | 0,0453 | 0,0220 | 0,0095
13| 3 |0,0214 | 0,0997 | 0,1900 | 0,2457 | 0,2517 | 0,2181 | 0,1651 | 0,1107 | 0,0660 | 0,0349
13| 4 |0,0028 | 0,0277 | 0,0838 | 0,1535 | 0,2097 | 0,2337 | 0,2222 | 0,1845 | 0,1350 | 0,0873
13| 5 | 0,0003 | 0,0055 | 0,0266 | 0,0691 | 0,1258 | 0,1803 | 0,2154 | 0,2214 | 0,1989 | 0,1571
13| 6 | 0,0000 | 0,0008 | 0,0063 | 0,0230 | 0,0559 | 0,1030 | 0,1546 | 0,1968 | 0,2169 | 0,2095
13| 7 |0,0000 | 0,0001 | 0,0011 | 0,0058 | 0,0186 | 0,0442 | 0,0833 | 0,1312 | 0,1775 | 0,2095
13| 8 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0011 | 0,0047 | 0,0142 | 0,0336 | 0,0656 | 0,1089 | 0,1571
13| 9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0009 | 0,0034 | 0,0101 | 0,0243 | 0,0495 | 0,0873
13| 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0006 | 0,0022 | 0,0065 | 0,0162 | 0,0349
13| 11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0012 | 0,0036 | 0,0095
13| 12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0016
13| 13 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
n|X P

14| 0 |0,4877 | 0,2288 | 0,1028 | 0,0440 | 0,0178 | 0,0068 | 0,0024 | 0,0008 | 0,0002 | 0,0001
14| 1 |0,3593 | 0,3559 | 0,2539 | 0,1539 | 0,0832 | 0,0407 | 0,0181 | 0,0073 | 0,0027 | 0,0009
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14| 2 |0,1229 | 0,2570 | 0,2912 | 0,2501 | 0,1802 | 0,1134 | 0,0634 | 0,0317 | 0,0141 | 0,0056
14| 3 |0,0259 | 0,1142 | 0,2056 | 0,2501 | 0,2402 | 0,1943 | 0,1366 | 0,0845 | 0,0462 | 0,0222
14| 4 |0,0037 | 0,0349 | 0,0998 | 0,1720 | 0,2202 | 0,2290 | 0,2022 | 0,1549 | 0,1040 | 0,0611
14| 5 | 0,0004 | 0,0078 | 0,0352 | 0,0860 | 0,1468 | 0,1963 | 0,2178 | 0,2066 | 0,1701 | 0,1222
14| 6 | 0,0000 | 0,0013 | 0,0093 | 0,0322 | 0,0734 | 0,1262 | 0,1759 | 0,2066 | 0,2088 | 0,1833
14| 7 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0019 | 0,0092 | 0,0280 | 0,0618 | 0,1082 | 0,1574 | 0,1952 | 0,2095
14| 8 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0020 | 0,0082 | 0,0232 | 0,0510 | 0,0918 | 0,1398 | 0,1833
14| 9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0018 | 0,0066 | 0,0183 | 0,0408 | 0,0762 | 0,1222
14 | 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0014 | 0,0049 | 0,0136 | 0,0312 | 0,0611
14 | 11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0010 | 0,0033 | 0,0093 | 0,0222
14| 12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0019 | 0,0056
14 | 13 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0009
14 | 14 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
n| X P

15| 0 | 0,4633 | 0,2059 | 0,0874 | 0,0352 | 0,0134 | 0,0047 | 0,0016 | 0,0005 | 0,0001 | 0,0000
15| 1 |{0,3658 | 0,3432 | 0,2312 | 0,1319 | 0,0668 | 0,0305 | 0,0126 | 0,0047 | 0,0016 | 0,0005
15| 2 |0,1348 | 0,2669 | 0,2856 | 0,2309 | 0,1559 | 0,0916 | 0,0476 | 0,0219 | 0,0090 | 0,0032
15| 3 |0,0307 | 0,1285 | 0,2184 | 0,2501 | 0,2252 | 0,1700 | 0,1110 | 0,0634 | 0,0318 | 0,0139
15| 4 |0,0049 | 0,0428 | 0,1156 | 0,1876 | 0,2252 | 0,2186 | 0,1792 | 0,1268 | 0,0780 | 0,0417
15| 5 | 0,0006 | 0,0105 | 0,0449 | 0,1032 | 0,1651 | 0,2061 | 0,2123 | 0,1859 | 0,1404 | 0,0916
15| 6 | 0,0000 | 0,0019 | 0,0132 | 0,0430 | 0,0917 | 0,1472 | 0,1906 | 0,2066 | 0,1914 | 0,1527
15| 7 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0030 | 0,0138 | 0,0393 | 0,0811 | 0,1319 | 0,1771 | 0,2013 | 0,1964
15| 8 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0005 | 0,0035 | 0,0131 | 0,0348 | 0,0710 | 0,1181 | 0,1647 | 0,1964
15| 9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0007 | 0,0034 | 0,0116 | 0,0298 | 0,0612 | 0,1048 | 0,1527
15| 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0007 | 0,0030 | 0,0096 | 0,0245 | 0,0515 | 0,0916
15| 11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0006 | 0,0024 | 0,0074 | 0,0191 | 0,0417
15| 12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0016 | 0,0052 | 0,0139
15| 13 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0010 | 0,0032
15| 14 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005
15| 15 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
n| X P

16 | 0 |0,4401 | 0,1853 | 0,0743 | 0,0281 | 0,0100 | 0,0033 | 0,0010 | 0,0003 | 0,0001 | 0,0002
16| 1 |0,3706 | 0,3294 | 0,2097 | 0,1126 | 0,0535 | 0,0228 | 0,0087 | 0,0030 | 0,0009 | 0,0018
16 | 2 | 0,1463 | 0,2745 | 0,2775 | 0,2111 | 0,1336 | 0,0732 | 0,0353 | 0,0150 | 0,0056 | 0,0085
16 | 3 | 0,0359 | 0,1423 | 0,2285 | 0,2463 | 0,2079 | 0,1465 | 0,0888 | 0,0468 | 0,0215 | 0,0278
16 | 4 |0,0061 | 0,0514 | 0,1311 | 0,2001 | 0,2252 | 0,2040 | 0,1553 | 0,1014 | 0,0572 | 0,0667
16 | 5 | 0,0008 | 0,0137 | 0,0555 | 0,1201 | 0,1802 | 0,2099 | 0,2008 | 0,1623 | 0,1123 | 0,1222
16 | 6 |0,0001 | 0,0028 | 0,0180 | 0,0550 | 0,1101 | 0,1649 | 0,1982 | 0,1983 | 0,1684 | 0,1746
16 | 7 | 0,0000 | 0,0004 | 0,0045 | 0,0197 | 0,0524 | 0,1010 | 0,1524 | 0,1889 | 0,1969 | 0,1964
16 | 8 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0009 | 0,0055 | 0,0197 | 0,0487 | 0,0923 | 0,1417 | 0,1812 | 0,1746
16 | 9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0012 | 0,0058 | 0,0185 | 0,0442 | 0,0840 | 0,1318 | 0,1222
16 | 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0014 | 0,0056 | 0,0167 | 0,0392 | 0,0755 | 0,0667
16 | 11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0013 | 0,0049 | 0,0142 | 0,0337 | 0,0278
16 | 12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0011 | 0,0040 | 0,0115 | 0,0085
16 | 13 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0002 | 0,0008 | 0,0029 | 0,0018
16 | 14 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0002
16 | 15 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0000
16 | 16 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
n| X P

17| 0 |0,4181 | 0,1668 | 0,0631 | 0,0225 | 0,0075 | 0,0023 | 0,0007 | 0,0002 | 0,0000 | 0,0010
17| 1 |0,3741 | 0,3150 | 0,1893 | 0,0957 | 0,0426 | 0,0169 | 0,0060 | 0,0019 | 0,0005 | 0,0052
17| 2 |0,1575 | 0,2800 | 0,2673 | 0,1914 | 0,1136 | 0,0581 | 0,0260 | 0,0102 | 0,0035 | 0,0182
17| 3 |0,0415 | 0,1556 | 0,2359 | 0,2393 | 0,1893 | 0,1245 | 0,0701 | 0,0341 | 0,0144 | 0,0472
17| 4 |0,0076 | 0,0605 | 0,1457 | 0,2093 | 0,2209 | 0,1868 | 0,1320 | 0,0796 | 0,0411 | 0,0944
17| 5 | 0,0010 | 0,0175 | 0,0668 | 0,1361 | 0,1914 | 0,2081 | 0,1849 | 0,1379 | 0,0875 | 0,1484
17| 6 |0,0001 | 0,0039 | 0,0236 | 0,0680 | 0,1276 | 0,1784 | 0,1991 | 0,1839 | 0,1432 | 0,1855
17| 7 |0,0000 | 0,0007 | 0,0065 | 0,0267 | 0,0668 | 0,1201 | 0,1685 | 0,1927 | 0,1841 | 0,1855
17| 8 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0014 | 0,0084 | 0,0279 | 0,0644 | 0,1134 | 0,1606 | 0,1883 | 0,1484
17| 9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0003 | 0,0021 | 0,0093 | 0,0276 | 0,0611 | 0,1070 | 0,1540 | 0,0944
17 | 10 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0004 | 0,0025 | 0,0095 | 0,0263 | 0,0571 | 0,1008 | 0,0472
17| 11 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0026 | 0,0090 | 0,0242 | 0,0525 | 0,0182
17 | 12 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0006 | 0,0024 | 0,0081 | 0,0215 | 0,0052
17 | 13 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0005 | 0,0021 | 0,0068 | 0,0010
17 | 14 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0004 | 0,0016 | 0,0001
17 | 15 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0003 | 0,0000
17 | 16 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
17 | 17 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0001
n| X P

18| 0 |0,3972 | 0,1501 | 0,0536 | 0,0180 | 0,0056 | 0,0016 | 0,0004 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0031
18| 1 |0,3763 | 0,3002 | 0,1704 | 0,0811 | 0,0338 | 0,0126 | 0,0042 | 0,0012 | 0,0003 | 0,0117
18| 2 |0,1683 | 0,2835 | 0,2556 | 0,1723 | 0,0958 | 0,0458 | 0,0190 | 0,0069 | 0,0022 | 0,0327
18| 3 | 0,0473 | 0,1680 | 0,2406 | 0,2297 | 0,1704 | 0,1046 | 0,0547 | 0,0246 | 0,0095 | 0,0708
18| 4 | 0,0093 | 0,0700 | 0,1592 | 0,2153 | 0,2130 | 0,1681 | 0,1104 | 0,0614 | 0,0291 | 0,1214
18| 5 | 0,0014 | 0,0218 | 0,0787 | 0,1507 | 0,1988 | 0,2017 | 0,1664 | 0,1146 | 0,0666 | 0,1669

Tablas




Mgs. Mario Sudrez

18

0,0002

0,0052

0,0301

0,0816

0,1436

0,1873

0,1941

0,1655

0,1181

0,1855

18

0,0000

0,0010

0,0091

0,0350

0,0820

0,1376

0,1792

0,1892

0,1657

0,1669

18

0,0000

0,0002

0,0022

0,0120

0,0376

0,0811

0,1327

0,1734

0,1864

0,1214

18

0,0000

0,0000

0,0004

0,0033

0,0139

0,0386

0,0794

0,1284

0,1694

0,0708

18

0,0000

0,0000

0,0001

0,0008

0,0042

0,0149

0,0385

0,0771

0,1248

0,0327

18

NS
2i8|lo|o|~|o

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0010

0,0046

0,0151

0,0374

0,0742

0,0117

18

[y
N

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0002

0,0012

0,0047

0,0145

0,0354

0,0031

18

[N
w

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0002

0,0012

0,0045

0,0134

0,0006

18

N
~

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0002

0,0011

0,0039

0,0001

18

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0002

0,0009

0,0000

18

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0000

18

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

18

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0006

19

0,3774

0,1351

0,0456

0,0144

0,0042

0,0011

0,0003

0,0001

0,0000

0,0074

19

0,3774

0,2852

0,1529

0,0685

0,0268

0,0093

0,0029

0,0008

0,0002

0,0222

19

0,1787

0,2852

0,2428

0,1540

0,0803

0,0358

0,0138

0,0046

0,0013

0,0518

19

0,0533

0,1796

0,2428

0,2182

0,1517

0,0869

0,0422

0,0175

0,0062

0,0961

19

0,0112

0,0798

0,1714

0,2182

0,2023

0,1491

0,0909

0,0467

0,0203

0,1442

19

0,0018

0,0266

0,0907

0,1636

0,2023

0,1916

0,1468

0,0933

0,0497

0,1762

19

0,0002

0,0069

0,0374

0,0955

0,1574

0,1916

0,1844

0,1451

0,0949

0,1762

19

0,0000

0,0014

0,0122

0,0443

0,0974

0,1525

0,1844

0,1797

0,1443

0,1442

19

0,0000

0,0002

0,0032

0,0166

0,0487

0,0981

0,1489

0,1797

0,1771

0,0961

19

0,0000

0,0000

0,0007

0,0051

0,0198

0,0514

0,0980

0,1464

0,1771

0,0518

19

= i
S|lo|o|N|lo|u(sw|N| k(o X 6| D e,

0,0000

0,0000

0,0001

0,0013

0,0066

0,0220

0,0528

0,0976

0,1449

0,0222

19

[N
[N

0,0000

0,0000

0,0000

0,0003

0,0018

0,0077

0,0233

0,0532

0,0970

0,0074

19

[y
N

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0004

0,0022

0,0083

0,0237

0,0529

0,0018

19

[N
w

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0005

0,0024

0,0085

0,0233

0,0003

19

iR
~

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0006

0,0024

0,0082

0,0000

19

[Eny
[3)]

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0005

0,0022

0,0000

19

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0005

0,0000

19

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0000

19

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0003

19

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0018

20

0,3585

0,1216

0,0388

0,0115

0,0032

0,0008

0,0002

0,0000

0,0000

0,0148

20

0,3774

0,2702

0,1368

0,0576

0,0211

0,0068

0,0020

0,0005

0,0001

0,0370

20

0,1887

0,2852

0,2293

0,1369

0,0669

0,0278

0,0100

0,0031

0,0008

0,0739

20

0,0596

0,1901

0,2428

0,2054

0,1339

0,0716

0,0323

0,0123

0,0040

0,1201

20

0,0133

0,0898

0,1821

0,2182

0,1897

0,1304

0,0738

0,0350

0,0139

0,1602

20

0,0022

0,0319

0,1028

0,1746

0,2023

0,1789

0,1272

0,0746

0,0365

0,1762

20

0,0003

0,0089

0,0454

0,1091

0,1686

0,1916

0,1712

0,1244

0,0746

0,1602

20

0,0000

0,0020

0,0160

0,0545

0,1124

0,1643

0,1844

0,1659

0,1221

0,1201

20

0,0000

0,0004

0,0046

0,0222

0,0609

0,1144

0,1614

0,1797

0,1623

0,0739

20

0,0000

0,0001

0,0011

0,0074

0,0271

0,0654

0,1158

0,1597

0,1771

0,0370

20

0,0000

0,0000

0,0002

0,0020

0,0099

0,0308

0,0686

0,1171

0,1593

0,0148

20

N PRI
Blalo|lo|Nlo|alslw|Nv|k o X ool <o

0,0000

0,0000

0,0000

0,0005

0,0030

0,0120

0,0336

0,0710

0,1185

0,0046

20

[
N

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0008

0,0039

0,0136

0,0355

0,0727

0,0011

20

[N
w

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0002

0,0010

0,0045

0,0146

0,0366

0,0002

20

iR
~

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0002

0,0012

0,0049

0,0150

0,0000

20

[Eny
(3]

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0003

0,0013

0,0049

0,0000

20

=
»

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0003

0,0013

0,0000

20

[N
~

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0002

0,0000

20

[N
[oe]

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0002

20

[any
©

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0011

20

N
o

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0046
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TABLA N°2
“DISTRIBUCION DE POISSON

Ejemplo:rPara/l =1yX=0 =>P(X=0)=0,3679

Y

0,005

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,9950

0,9900

0,9802

0,9704

0,9608

0,9512

0,9418

0,9324

0,9231

0,9139

0,0050

0,0099

0,0196

0,0291

0,0384

0,0476

0,0565

0,0653

0,0738

0,0823

0,0000

0,0000

0,0002

0,0004

0,0008

0,0012

0,0017

0,0023

0,0030

0,0037

w[(N | |o|X

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

A

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

0,9048

0,8187

0,7408

0,6703

0,6065

0,5488

0,4966

0,4493

0,4066

0,3679

0,0905

0,1637

0,2222

0,2681

0,3033

0,3293

0,3476

0,6381

0,3659

0,3679

0,0045

0,0164

0,0333

0,0536

0,0758

0,0988

0,1217

0,5283

0,1647

0,1839

0,0002

0,0011

0,0033

0,0072

0,0126

0,0198

0,0284

0,5896

0,0494

0,0613

0,0000

0,0001

0,0003

0,0007

0,0016

0,0030

0,0050

0,5546

0,0111

0,0153

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0002

0,0004

0,0007

0,5743

0,0020

0,0031

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,5631

0,0003

0,0005

~Njola|hlw|N|(F|o|X

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,5695

0,0000

0,0001

Y

11

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

1,9

0,3329

0,3012

0,2725

0,2466

0,2231

0,2019

0,1827

0,1653

0,1496

0,1353

0,3662

0,3614

0,3543

0,3452

0,3347

0,3230

0,3106

0,2975

0,2842

0,2707

0,2014

0,2169

0,2303

0,2417

0,2510

0,2584

0,2640

0,2678

0,2700

0,2707

0,0738

0,0867

0,0998

0,1128

0,1255

0,1378

0,1496

0,1607

0,1710

0,1804

0,0203

0,0260

0,0324

0,0395

0,0471

0,0551

0,0636

0,0723

0,0812

0,0902

0,0045

0,0062

0,0084

0,0111

0,0141

0,0176

0,0216

0,0260

0,0309

0,0361

0,0008

0,0012

0,0018

0,0026

0,0035

0,0047

0,0061

0,0078

0,0098

0,0120

0,0001

0,0002

0,0003

0,0005

0,0008

0,0011

0,0015

0,0020

0,0027

0,0034

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

0,0003

0,0005

0,0006

0,0009

olo|Nlo|lo|M|lw|N(F|o| X

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

A

2,1

2,2

2,3

2,4

2,5

2,6

2,7

2,8

2,9

0,1225

0,1108

0,1003

0,0907

0,0821

0,0743

0,0672

0,0608

0,0550

0,0498

0,2572

0,2438

0,2306

0,2177

0,2052

0,1931

0,1815

0,1703

0,1596

0,1494

0,2700

0,2681

0,2652

0,2613

0,2565

0,2510

0,2450

0,2384

0,2314

0,2240

0,1890

0,1966

0,2033

0,2090

0,2138

0,2176

0,2205

0,2225

0,2237

0,2240

0,0992

0,1082

0,1169

0,1254

0,1336

0,1414

0,1488

0,1557

0,1622

0,1680

0,0417

0,0476

0,0538

0,0602

0,0668

0,0735

0,0804

0,0872

0,0940

0,1008

0,0146

0,0174

0,0206

0,0241

0,0278

0,0319

0,0362

0,0407

0,0455

0,0504

0,0044

0,0055

0,0068

0,0083

0,0099

0,0118

0,0139

0,0163

0,0188

0,0216

0,0011

0,0015

0,0019

0,0025

0,0031

0,0038

0,0047

0,0057

0,0068

0,0081

0,0003

0,0004

0,0005

0,0007

0,0009

0,0011

0,0014

0,0018

0,0022

0,0027

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

0,0002

0,0003

0,0004

0,0005

0,0006

0,0008

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

0,0002

[l
e |o|le|o(Nojua|s|w(d(k o)X

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

A

3,1

3,2

3,3

3,4

35

3,6

3,7

3,8

3,9

4,0

0,0450

0,0408

0,0369

0,0334

0,0302

0,0273

0,0247

0,0224

0,0202

0,0183

0,1397

0,1304

0,1217

0,1135

0,1057

0,0984

0,0915

0,0850

0,0789

0,0733

0,2165

0,2087

0,2008

0,1929

0,1850

0,1771

0,1692

0,1615

0,1539

0,1465

0,2237

0,2226

0,2209

0,2186

0,2158

0,2125

0,2087

0,2046

0,2001

0,1954

0,1733

0,1781

0,1823

0,1858

0,1888

0,1912

0,1931

0,1944

0,1951

0,1954

0,1075

0,1140

0,1203

0,1264

0,1322

0,1377

0,1429

0,1477

0,1522

0,1563

0,0555

0,0608

0,0662

0,0716

0,0771

0,0826

0,0881

0,0936

0,0989

0,1042

0,0246

0,0278

0,0312

0,0348

0,0385

0,0425

0,0466

0,0508

0,0551

0,0595

0,0095

0,0111

0,0129

0,0148

0,0169

0,0191

0,0215

0,0241

0,0269

0,0298

0,0033

0,0040

0,0047

0,0056

0,0066

0,0076

0,0089

0,0102

0,0116

0,0132

0,0010

0,0013

0,0016

0,0019

0,0023

0,0028

0,0033

0,0039

0,0045

0,0053

=
Dlole|o|N|jojualsw|N(k o)X

0,0003

0,0004

0,0005

0,0006

0,0007

0,0009

0,0011

0,0013

0,0016

0,0019

[En
N

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

0,0002

0,0003

0,0003

0,0004

0,0005

0,0006
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0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

0,0002

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

4,1

4,2

4,3

4.4

4,5

4,6

4,7

4,8

4.9

50

0,0166

0,0150

0,0136

0,0123

0,0111

0,0101

0,0091

0,0082

0,0074

0,0067

0,0679

0,0630

0,0583

0,0540

0,0500

0,0462

0,0427

0,0395

0,0365

0,0337

0,1393

0,1323

0,1254

0,1188

0,1125

0,1063

0,1005

0,0948

0,0894

0,0842

0,1904

0,1852

0,1798

0,1743

0,1687

0,1631

0,1574

0,1517

0,1460

0,1404

0,1951

0,1944

0,1933

0,1917

0,1898

0,1875

0,1849

0,1820

0,1789

0,1755

0,1600

0,1633

0,1662

0,1687

0,1708

0,1725

0,1738

0,1747

0,1753

0,1755

0,1093

0,1143

0,1191

0,1237

0,1281

0,1323

0,1362

0,1398

0,1432

0,1462

0,0640

0,0686

0,0732

0,0778

0,0824

0,0869

0,0914

0,0959

0,1002

0,1044

0,0328

0,0360

0,0393

0,0428

0,0463

0,0500

0,0537

0,0575

0,0614

0,0653

0,0150

0,0168

0,0188

0,0209

0,0232

0,0255

0,0281

0,0307

0,0334

0,0363

0,0061

0,0071

0,0081

0,0092

0,0104

0,0118

0,0132

0,0147

0,0164

0,0181

0,0023

0,0027

0,0032

0,0037

0,0043

0,0049

0,0056

0,0064

0,0073

0,0082

12

0,0008

0,0009

0,0011

0,0013

0,0016

0,0019

0,0022

0,0026

0,0030

0,0034

0,0002

0,0003

0,0004

0,0005

0,0006

0,0007

0,0008

0,0009

0,0011

0,0013

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

0,0002

0,0003

0,0003

0,0004

0,0005

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

51

5,2

53

54

55

5,6

57

5,8

59

6,0

0,0061

0,0055

0,0050

0,0045

0,0041

0,0037

0,0033

0,0030

0,0027

0,0025

0,0311

0,0287

0,0265

0,0244

0,0225

0,0207

0,0191

0,0176

0,0162

0,0149

0,0793

0,0746

0,0701

0,0659

0,0618

0,0580

0,0544

0,0509

0,0477

0,0446

0,1348

0,1293

0,1239

0,1185

0,1133

0,1082

0,1033

0,0985

0,0938

0,0892

0,1719

0,1681

0,1641

0,1600

0,1558

0,1515

0,1472

0,1428

0,1383

0,1339

0,1753

0,1748

0,1740

0,1728

0,1714

0,1697

0,1678

0,1656

0,1632

0,1606

0,1490

0,1515

0,1537

0,1555

0,1571

0,1584

0,1594

0,1601

0,1605

0,1606

0,1086

0,1125

0,1163

0,1200

0,1234

0,1267

0,1298

0,1326

0,1353

0,1377

0,0692

0,0731

0,0771

0,0810

0,0849

0,0887

0,0925

0,0962

0,0998

0,1033

0,0392

0,0423

0,0454

0,0486

0,0519

0,0552

0,0586

0,0620

0,0654

0,0688

0,0200

0,0220

0,0241

0,0262

0,0285

0,0309

0,0334

0,0359

0,0386

0,0413

0,0093

0,0104

0,0116

0,0129

0,0143

0,0157

0,0173

0,0190

0,0207

0,0225

0,0039

0,0045

0,0051

0,0058

0,0065

0,0073

0,0082

0,0092

0,0102

0,0113

0,0015

0,0018

0,0021

0,0024

0,0028

0,0032

0,0036

0,0041

0,0046

0,0052

0,0006

0,0007

0,0008

0,0009

0,0011

0,0013

0,0015

0,0017

0,0019

0,0022

0,0002

0,0002

0,0003

0,0003

0,0004

0,0005

0,0006

0,0007

0,0008

0,0009

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

0,0002

0,0002

0,0003

0,0003

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

6,1

6,2

6,3

6,4

6,5

6,6

6,7

6,8

6,9

7,0

0,0022

0,0020

0,0018

0,0017

0,0015

0,0014

0,0012

0,0011

0,0010

0,0009

0,0137

0,0126

0,0116

0,0106

0,0098

0,0090

0,0082

0,0076

0,0070

0,0064

0,0417

0,0390

0,0364

0,0340

0,0318

0,0296

0,0276

0,0258

0,0240

0,0223

0,0848

0,0806

0,0765

0,0726

0,0688

0,0652

0,0617

0,0584

0,0552

0,0521

0,1294

0,1249

0,1205

0,1162

0,1118

0,1076

0,1034

0,0992

0,0952

0,0912

0,1579

0,1549

0,1519

0,1487

0,1454

0,1420

0,1385

0,1349

0,1314

0,1277

0,1605

0,1601

0,1595

0,1586

0,1575

0,1562

0,1546

0,1529

0,1511

0,1490

0,1399

0,1418

0,1435

0,1450

0,1462

0,1472

0,1480

0,1486

0,1489

0,1490

0,1066

0,1099

0,1130

0,1160

0,1188

0,1215

0,1240

0,1263

0,1284

0,1304

0,0723

0,0757

0,0791

0,0825

0,0858

0,0891

0,0923

0,0954

0,0985

0,1014

0,0441

0,0469

0,0498

0,0528

0,0558

0,0588

0,0618

0,0649

0,0679

0,0710

=
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0,0244

0,0265

0,0285

0,0307

0,0330

0,0353

0,0377

0,0401

0,0426

0,0452

=
N

0,0124

0,0137

0,0150

0,0164

0,0179

0,0194

0,0210

0,0227

0,0245

0,0263

[N
w

0,0058

0,0065

0,0073

0,0081

0,0089

0,0099

0,0108

0,0119

0,0130

0,0142

[N
>

0,0025

0,0029

0,0033

0,0037

0,0041

0,0046

0,0052

0,0058

0,0064

0,0071

0,0010

0,0012

0,0014

0,0016

0,0018

0,0020

0,0023

0,0026

0,0029

0,0033

0,0004

0,0005

0,0005

0,0006

0,0007

0,0008

0,0010

0,0011

0,0013

0,0014

0,0001

0,0002

0,0002

0,0002

0,0003

0,0003

0,0004

0,0004

0,0005

0,0006

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

0,0002

0,0002

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

7,1

72

7,3

74

7,5

7,6

7,7

7,8

7,9

8,0

0,0008

0,0007

0,0007

0,0006

0,0006

0,0005

0,0005

0,0004

0,0004

0,0003

0,0059

0,0054

0,0049

0,0045

0,0041

0,0038

0,0035

0,0032

0,0029

0,0027

0,0208

0,0194

0,0180

0,0167

0,0156

0,0145

0,0134

0,0125

0,0116

0,0107

0,0492

0,0464

0,0438

0,0413

0,0389

0,0366

0,0345

0,0324

0,0305

0,0286

0,0874

0,0836

0,0799

0,0764

0,0729

0,0696

0,0663

0,0632

0,0602

0,0573

0,1241

0,1204

0,1167

0,1130

0,1094

0,1057

0,1021

0,0986

0,0951

0,0916

0,1468

0,1445

0,1420

0,1394

0,1367

0,1339

0,1311

0,1282

0,1252

0,1221

0,1489

0,1486

0,1481

0,1474

0,1465

0,1454

0,1442

0,1428

0,1413

0,1396

0,1321

0,1337

0,1351

0,1363

0,1373

0,1381

0,1388

0,1392

0,1395

0,1396

olo(N[olu|s~|lw|NF|o| X

0,1042

0,1070

0,1096

0,1121

0,1144

0,1167

0,1187

0,1207

0,1224

0,1241
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0,0740

0,0770

0,0800

0,0829

0,0858

0,0887

0,0914

0,0941

0,0967

0,0993

0,0478

0,0504

0,0531

0,0558

0,0585

0,0613

0,0640

0,0667

0,0695

0,0722

0,0283

0,0303

0,0323

0,0344

0,0366

0,0388

0,0411

0,0434

0,0457

0,0481

0,0154

0,0168

0,0181

0,0196

0,0211

0,0227

0,0243

0,0260

0,0278

0,0296

0,0078

0,0086

0,0095

0,0104

0,0113

0,0123

0,0134

0,0145

0,0157

0,0169

0,0037

0,0041

0,0046

0,0051

0,0057

0,0062

0,0069

0,0075

0,0083

0,0090

0,0016

0,0019

0,0021

0,0024

0,0026

0,0030

0,0033

0,0037

0,0041

0,0045

0,0007

0,0008

0,0009

0,0010

0,0012

0,0013

0,0015

0,0017

0,0019

0,0021

0,0003

0,0003

0,0004

0,0004

0,0005

0,0006

0,0006

0,0007

0,0008

0,0009

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

0,0002

0,0002

0,0003

0,0003

0,0003

0,0004

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

N
[

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

8,1

8,2

8,3

8,4

8,5

8,6

8,7

8,8

8,9

9,0

0,0003

0,0003

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0001

0,0001

0,0025

0,0023

0,0021

0,0002

0,0017

0,0016

0,0014

0,0013

0,0012

0,0011

0,0100

0,0092

0,0086

0,0000

0,0074

0,0068

0,0063

0,0058

0,0054

0,0050

0,0269

0,0252

0,0237

0,0000

0,0208

0,0195

0,0183

0,0171

0,0160

0,0150

0,0544

0,0517

0,0491

0,0000

0,0443

0,0420

0,0398

0,0377

0,0357

0,0337

0,0882

0,0849

0,0816

0,0000

0,0752

0,0722

0,0692

0,0663

0,0635

0,0607

0,1191

0,1160

0,1128

0,0000

0,1066

0,1034

0,1003

0,0972

0,0941

0,0911

0,1378

0,1358

0,1338

0,0000

0,1294

0,1271

0,1247

0,1222

0,1197

0,1171

0,1395

0,1392

0,1388

0,0000

0,1375

0,1366

0,1356

0,1344

0,1332

0,1318

0,1256

0,1269

0,1280

0,0000

0,1299

0,1306

0,1311

0,1315

0,1317

0,1318
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0,1017

0,1040

0,1063

0,0000

0,1104

0,1123

0,1140

0,1157

0,1172

0,1186

[En
[

0,0749

0,0776

0,0802

0,0000

0,0853

0,0878

0,0902

0,0925

0,0948

0,0970

[y
N

0,0505

0,0530

0,0555

0,0000

0,0604

0,0629

0,0654

0,0679

0,0703

0,0728

[N
w

0,0315

0,0334

0,0354

0,0000

0,0395

0,0416

0,0438

0,0459

0,0481

0,0504

-
~

0,0182

0,0196

0,0210

0,0000

0,0240

0,0256

0,0272

0,0289

0,0306

0,0324

=
[$;]

0,0098

0,0107

0,0116

0,0000

0,0136

0,0147

0,0158

0,0169

0,0182

0,0194

=
(o]

0,0050

0,0055

0,0060

0,0000

0,0072

0,0079

0,0086

0,0093

0,0101

0,0109

[N
~

0,0024

0,0026

0,0029

0,0000

0,0036

0,0040

0,0044

0,0048

0,0053

0,0058

[En
o]

0,0011

0,0012

0,0014

0,0000

0,0017

0,0019

0,0021

0,0024

0,0026

0,0029

=
©

0,0005

0,0005

0,0006

0,0000

0,0008

0,0009

0,0010

0,0011

0,0012

0,0014

20

0,0002

0,0002

0,0002

0,0000

0,0003

0,0004

0,0004

0,0005

0,0005

0,0006

0,0001

0,0001

0,0001

0,0000

0,0001

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0003

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

9,1

9,2

9,3

9,4

9,5

9,6

9,7

9,8

9,9

10

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0000

0,0010

0,0009

0,0009

0,0008

0,0007

0,0007

0,0006

0,0005

0,0005

0,0005

0,0046

0,0043

0,0040

0,0037

0,0034

0,0031

0,0029

0,0027

0,0025

0,0023

0,0140

0,0131

0,0123

0,0115

0,0107

0,0100

0,0093

0,0087

0,0081

0,0076

0,0319

0,0302

0,0285

0,0269

0,0254

0,0240

0,0226

0,0213

0,0201

0,0189

0,0581

0,0555

0,0530

0,0506

0,0483

0,0460

0,0439

0,0418

0,0398

0,0378

0,0881

0,0851

0,0822

0,0793

0,0764

0,0736

0,0709

0,0682

0,0656

0,0631

0,1145

0,1118

0,1091

0,1064

0,1037

0,1010

0,0982

0,0955

0,0928

0,0901

0,1302

0,1286

0,1269

0,1251

0,1232

0,1212

0,1191

0,1170

0,1148

0,1126

0,1317

0,1315

0,1311

0,1306

0,1300

0,1293

0,1284

0,1274

0,1263

0,1251

0,1198

0,1210

0,1219

0,1228

0,1235

0,1241

0,1245

0,1249

0,1250

0,1251

=
Blole|o|Njojalslw Nk (o)X

0,0991

0,1012

0,1031

0,1049

0,1067

0,1083

0,1098

0,1112

0,1125

0,1137

[y
N

0,0752

0,0776

0,0799

0,0822

0,0844

0,0866

0,0888

0,0908

0,0928

0,0948

=
w

0,0526

0,0549

0,0572

0,0594

0,0617

0,0640

0,0662

0,0685

0,0707

0,0729

-
~

0,0342

0,0361

0,0380

0,0399

0,0419

0,0439

0,0459

0,0479

0,0500

0,0521

iRy
[$3]

0,0208

0,0221

0,0235

0,0250

0,0265

0,0281

0,0297

0,0313

0,0330

0,0347

=
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0,0118

0,0127

0,0137

0,0147

0,0157

0,0168

0,0180

0,0192

0,0204

0,0217

[N
-

0,0063

0,0069

0,0075

0,0081

0,0088

0,0095

0,0103

0,0111

0,0119

0,0128

[N
o]

0,0032

0,0035

0,0039

0,0042

0,0046

0,0051

0,0055

0,0060

0,0065

0,0071

[Eny
[{e]

0,0015

0,0017

0,0019

0,0021

0,0023

0,0026

0,0028

0,0031

0,0034

0,0037

N
o

0,0007

0,0008

0,0009

0,0010

0,0011

0,0012

0,0014

0,0015

0,0017

0,0019

N
[y

0,0003

0,0003

0,0004

0,0004

0,0005

0,0006

0,0006

0,0007

0,0008

0,0009

N
N

0,0001

0,0001

0,0002

0,0002

0,0002

0,0002

0,0003

0,0003

0,0004

0,0004

N
w

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0001

0,0002

0,0002

N
~

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0001

0,0001

0,0001

N
ol

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

N
[e)]

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

N
B

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

N
©

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000

0,0000
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TABLA N° 3
DISTRIBUCION NORMAL
. v
7 u
o
-196
* “Ejemplo:
P(Z <-1,96) = 0,0250

Z [ 000 | 0oL | 002 | 0038 | 004 | 005 [ 006 | 007 | 008 | 0,09
-3 | 00013 | 00013 | 0,003 | 00012 | 00012 | 0,0011 | 0,001 | 0,001l | 00010 | 0,0010
2,9 | 00019 | 0,0018 | 00018 | 00017 | 0,006 | 00016 | 00015 | 0,0015 | 0,0014 | 0,014
2,8 | 00026 | 0,0025 | 00024 | 00023 | 0,0023 | 0,0022 | 00021 | 00021 | 0,0020 | 0,0019
2,7 | 00035 | 0,0034 | 00033 | 00032 | 0,003 | 0,0030 | 00029 | 00028 | 0,0027 | 0,0026
2,6 | 00047 | 0,0045 | 00044 | 00043 | 0,0041 | 0,0040 | 00039 | 00038 | 0,0037 | 0,0036
2,5 | 00062 | 0,0060 | 00059 | 00057 | 0,0055 | 0,0054 | 00052 | 00051 | 0,0049 | 0,0048
2,4 | 00082 | 0,0080 | 00078 | 00075 | 0,0073 | 00071 | 00069 | 0,0068 | 0,0066 | 0,0064
2,3 | 00107 | 00104 | 00102 | 00099 | 0,0096 | 0,094 | 00091 | 0,0089 | 0,0087 | 0,084
2,2 | 00139 | 00136 | 00132 | 00129 | 0,0125 | 00122 | 00119 | 00116 | 0,013 | 0,0110
2,1 | 00179 | 00174 | 00170 | 00166 | 0,062 | 00158 | 00154 | 00150 | 0,0146 | 0,0143
-2 | 00228 | 00222 | 0,0217 | 00212 | 00207 | 0,0202 | 00197 | 00192 | 00188 | 0,0183
1,9 | 00287 | 00281 | 00274 | 00268 | 0,0262 | 00256 | 00250 | 00244 | 0,0239 | 0,0233
1,8 | 00359 | 0,0351 | 00344 | 00336 | 0,0329 | 00322 | 00314 | 0,0307 | 0,0301 | 00294
1,7 | 00446 | 0,0436 | 00427 | 00418 | 0,0409 | 0,0401 | 00392 | 00384 | 0,0375 | 0,0367
1,6 | 00548 | 0,0537 | 00526 | 00516 | 0,0505 | 0,0495 | 00485 | 00475 | 0,0465 | 0,0455
1,5 | 00668 | 0,0655 | 00643 | 00630 | 0,0618 | 0,0606 | 00594 | 0,0582 | 0,0571 | 0,0559
1,4 | 00808 | 00793 | 00778 | 00764 | 0,0749 | 00735 | 00721 | 00708 | 0,0604 | 0,0681
1,3 | 0,0968 | 0,0951 | 00934 | 00918 | 0,0901 | 00885 | 00869 | 00853 | 0,0838 | 0,0823
1,2 | 01151 | 01131 | 01112 | 01093 | 0,1075 | 0,056 | 0,038 | 0,020 | 0,1003 | 0,0985
1,1 | 01357 | 01335 | 01314 | 01292 | 0,1271 | 0,251 | 0,230 | 0,210 | 0,1190 | 0,1170
1 | 01587 | 01562 | 0,1539 | 01515 | 0,492 | 0,1469 | 0,1446 | 0,423 | 0,401 | 0,1379
0,9 | 01841 | 01814 | 01788 | 01762 | 0,1736 | 01711 | 01685 | 01660 | 0,1635 | 0,1611
08 | 02119 | 0,090 | 02061 | 0,033 | 0,2005 | 0,977 | 0,949 | 01922 | 0,1894 | 0,1867
0,7 | 02420 | 02389 | 02358 | 02327 | 0,2296 | 0,266 | 0,2236 | 0,2206 | 0,2177 | 0,148
0,6 | 02743 | 02709 | 02676 | 02643 | 0,2611 | 02578 | 02546 | 02514 | 0,2483 | 0,2451
05 | 03085 | 03050 | 03015 | 0,081 | 0,2046 | 02912 | 0,877 | 0,2843 | 0,2810 | 0,776
04 | 03446 | 03409 | 03372 | 03336 | 0,3300 | 0,3264 | 03228 | 03192 | 0,3156 | 0,3121
03 | 03821 | 03783 | 03745 | 03707 | 0,3669 | 0,3632 | 03594 | 0,3557 | 0,3520 | 0,3483
0,2 | 04207 | 04168 | 04129 | 04090 | 0,4052 | 04013 | 03974 | 0,3936 | 0,3897 | 0,3859
0. | 04602 | 04562 | 04522 | 04483 | 04443 | 04404 | 04364 | 04325 | 0,4286 | 04247
0 | 05000 | 05040 | 05080 | 05120 | 05160 | 0,5199 | 05239 | 05279 | 05319 | 0,5359
0. | 05398 | 05438 | 05478 | 05517 | 0,5557 | 05596 | 05636 | 05675 | 0,5714 | 05753
02 | 05793 | 05832 | 05871 | 05910 | 0,5948 | 05987 | 06026 | 06064 | 0,6103 | 0,641
0,3 | 06179 | 06217 | 06255 | 06293 | 0,633L | 0,6368 | 06406 | 06443 | 0,6480 | 0,6517
04 | 06554 | 0,6501 | 06628 | 06664 | 0,6700 | 0,6736 | 06772 | 06808 | 0,6844 | 0,6879
05 | 06915 | 06950 | 06985 | 0,7019 | 0,7054 | 07088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,7190 | 0,7224
0,6 | 07257 | 07291 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 07422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0,7549
07 | 07580 | 07611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,704 | 07734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
08 | 07881 | 07910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 08051 | 08078 | 0,8106 | 0,8133
09 | 08159 | 08186 | 08212 | 08238 | 0,8264 | 0,8289 | 08315 | 08340 | 0,8365 | 0,8389
1 | 08413 | 0,8438 | 0,8461 | 08485 | 08508 | 0,8531 | 08554 | 08577 | 0,8599 | 0,8621
11 | 08643 | 08665 | 08686 | 0,8708 | 0,8729 | 08749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 08830
12 | 08849 | 08869 | 08888 | 0,8907 | 0,8925 | 08944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 09015
13 | 09032 | 09049 | 09066 | 0,9082 | 09099 | 09115 | 0,913L | 0,9147 | 09162 | 09177
14 | 09192 | 00207 | 09222 | 09236 | 09251 | 09265 | 0,9279 | 0,9292 | 09306 | 09319
15 | 09332 | 09345 | 09357 | 0,9370 | 09382 | 09394 | 0,9406 | 0,9418 | 09429 | 09441
16 | 09452 | 00463 | 09474 | 0,9484 | 00495 | 09505 | 0,9515 | 0,9525 | 09535 | 09545
17 | 09554 | 09564 | 09573 | 0,9582 | 09591 | 09599 | 0,9608 | 0,9616 | 09625 | 09633
18 | 09641 | 09649 | 09656 | 0,9664 | 09671 | 09678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,699 | 09706
19 | 00713 | 09719 | 09726 | 0,9732 | 09738 | 09744 | 0,9750 | 0,9756 | 09761 | 09767
2 | 09772 | 09778 | 0,9783 | 00788 | 09793 | 0,9798 | 09803 | 00808 | 09812 | 0,9817
2,0 | 09821 | 09826 | 09830 | 09834 | 0,9838 | 09842 | 09846 | 09850 | 0,9854 | 0,9857
22 | 09861 | 09864 | 09868 | 09871 | 0,9875 | 09878 | 09881 | 09884 | 0,9887 | 0,9890
23 | 09893 | 09896 | 09898 | 09901 | 0,9904 | 09906 | 09909 | 09911 | 0,9913 | 0,9916
24 | 09918 | 09920 | 09922 | 009925 | 0,9927 | 09929 | 0093L | 09932 | 0,9934 | 0,9936
25 | 09938 | 09940 | 09941 | 09943 | 0,9945 | 00946 | 09948 | 09949 | 0,9951 | 0,9952
26 | 09953 | 09955 | 09956 | 09957 | 0,9959 | 09960 | 09961 | 0,9962 | 0,9963 | 00964
2,7 | 09965 | 09966 | 09967 | 09968 | 0,9969 | 00970 | 09971 | 0,9972 | 09973 | 09974
28 | 09974 | 09975 | 09976 | 00977 | 0,9977 | 09978 | 00979 | 09979 | 0,9980 | 0,9981
2,9 | 09981 | 09982 | 09982 | 09983 | 0,9984 | 00984 | 09985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986
3 | 09987 | 09987 | 0,9987 | 09988 | 09988 | 0,9989 | 09989 | 09989 | 0,9990 | 0,9990
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TABLA N°4
DISTRIBUCION t DE STUDENT

t=-1,812 t=1,.812

So40-3 2 -] I 2 3 4 5
Ejemplos:
Para n-1 = 10 grados de libertad
P(t > 1,812) = 0,05
P(t<-1,812) = 0,05

n-1a 0,25 0,2 0,15 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0005
1 1,0000 | 1,3764 | 1,9626 | 3,0777 | 6,3138 | 12,7062 | 31,8205 | 63,6567 | 636,6192
2 0,8165 | 1,0607 | 1,3862 | 1,8856 | 2,9200 | 4,3027 | 6,9646 | 9,9248 | 31,5991
3 0,7649 | 0,9785 | 1,2498 | 1,6377 | 2,3534 | 3,1824 | 4,5407 | 5,8409 | 12,9240
4 0,7407 | 0,9410 | 1,1896 | 1,5332 | 2,1318 | 2,7764 | 3,7469 | 4,6041 | 8,6103
5 0,7267 | 0,9195| 1,1558 | 1,4759 | 2,0150 | 2,5706 | 3,3649 | 4,0321 | 6,8688
6 0,7176 | 0,9057 | 1,1342 | 1,4398 | 1,9432 | 2,4469 | 3,1427 | 3,7074 | 5,9588
7 0,7111 | 0,8960 | 1,1192 | 1,4149 | 1,8946 | 2,3646 | 2,9980 | 3,4995 | 5,4079
8 0,7064 | 0,8889 | 1,1081 | 1,3968 | 1,8595 | 2,3060 | 2,8965 | 3,3554 | 5,0413
9 0,7027{0,8834 | 1,0997 | 1,3830 | 1,8331 | 2,2622 | 2,8214 | 3,2498 | 4,7809
10 0,6998 | 0,8791 | 1,0931 | 1,3722 | 1,8125 | 2,2281 | 2,7638 | 3,1693 | 4,5869
11 0,6974 | 0,8755|1,0877 | 1,3634 | 1,7959 | 2,2010 | 2,7181 | 3,1058 | 4,4370
12 0,6955 | 0,8726 | 1,0832 | 1,3562 | 1,7823 | 2,1788 | 2,6810 | 3,0545 | 4,3178
13 0,6938 | 0,8702 | 1,0795 | 1,3502 | 1,7709 | 2,1604 | 2,6503 | 3,0123 | 4,2208
14 0,6924 | 0,8681 | 1,0763 | 1,3450 | 1,7613 | 2,1448 | 2,6245 | 2,9768 | 4,1405
15 0,6912 | 0,8662 | 1,0735 | 1,3406 | 1,7531 | 2,1314 | 2,6025 | 2,9467 | 4,0728
16 0,6901 | 0,8647 | 1,0711 | 1,3368 | 1,7459 | 2,1199 | 2,5835 | 2,9208 | 4,0150
17 0,6892 | 0,8633 | 1,0690 | 1,3334 | 1,7396 | 2,1098 | 2,5669 | 2,8982 | 3,9651
18 0,6884 | 0,8620 | 1,0672 | 1,3304 | 1,7341 | 2,1009 | 2,5524 | 2,8784 | 3,9216
19 0,6876 | 0,8610 | 1,0655 | 1,3277 | 1,7291 | 2,0930 | 2,5395 | 2,8609 | 3,8834
20 0,6870 | 0,8600 | 1,0640 | 1,3253 | 1,7247 | 2,0860 | 2,5280 | 2,8453 | 3,8495
21 0,6864 | 0,8591 | 1,0627 | 1,3232 | 1,7207 | 2,0796 | 2,5176 | 2,8314 | 3,8193
22 0,6858 | 0,8583 | 1,0614 | 1,3212 | 1,7171 | 2,0739 | 2,5083 | 2,8188 | 3,7921
23 0,6853 | 0,8575| 1,0603 | 1,3195 | 1,7139 | 2,0687 | 2,4999 | 2,8073 | 3,7676
24 0,6848 | 0,8569 | 1,0593 | 1,3178 | 1,7109 | 2,0639 | 2,4922 | 2,7969 | 3,7454
25 0,6844 | 0,8562 | 1,0584 | 1,3163 | 1,7081 | 2,0595 | 2,4851 | 2,7874 | 3,7251
26 0,6840 | 0,8557 | 1,0575 | 1,3150 | 1,7056 | 2,0555 | 2,4786 | 2,7787 | 3,7066
27 0,6837 | 0,8551 | 1,0567 | 1,3137 | 1,7033 | 2,0518 | 2,4727 | 2,7707 | 3,6896
28 0,6834 | 0,8546 | 1,0560 | 1,3125 | 1,7011 | 2,0484 | 2,4671 | 2,7633 | 3,6739
29 0,6830 | 0,8542 | 1,0553 | 1,3114 | 1,6991 | 2,0452 | 2,4620 | 2,7564 | 3,6594
30 0,6828 | 0,8538 | 1,0547 | 1,3104 | 1,6973 | 2,0423 | 2,4573 | 2,7500 | 3,6460
40 0,6807 | 0,8507 | 1,0500 | 1,3031 | 1,6839 | 2,0211 | 2,4233 | 2,7045 | 3,5510
50 0,6794 | 0,8489 | 1,0473 | 1,2987 | 1,6759 | 2,0086 | 2,4033 | 2,6778 | 3,4960
60 0,6786 | 0,8477 | 1,0455 | 1,2958 | 1,6706 | 2,0003 | 2,3901 | 2,6603 | 3,4602
70 0,6780 | 0,8468 | 1,0442 | 1,2938 | 1,6669 | 1,9944 | 2,3808 | 2,6479 | 3,4350
80 0,6776 | 0,8461 | 1,0432 | 1,2922 | 1,6641 | 1,9901 | 2,3739 | 2,6387 | 3,4163
90 0,6772 | 0,8456 | 1,0424 | 1,2910 | 1,6620 | 1,9867 | 2,3685 | 2,6316 | 3,4019

100 0,6770 | 0,8452 | 1,0418 | 1,2901 | 1,6602 | 1,9840 | 2,3642 | 2,6259 | 3,3905
110 0,6767 | 0,8449 | 1,0413 | 1,2893 | 1,6588 | 1,9818 | 2,3607 | 2,6213 | 3,3812
120 0,6765 | 0,8446 | 1,0409 | 1,2886 | 1,6577 | 1,9799 | 2,3578 | 2,6174 | 3,3735
1000000 | 0,6745 | 0,8416 | 1,0364 | 1,2816 | 1,6449 | 1,9600 | 2,3264 | 2,5758 | 3,2905
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TABLA N°5
DISTRIBUCION F DE FISHER
5% de area 1% de area
2,80 4,39
—
1 2 3 + 5 6 7
Ejemplos:
Paran; =9; n, = 12 grados de libertad
P(F >2,80) = 0,05 =5%
P(F>4,39)=0,01=1%
5% (normal) y 1% (negritas)
n, = grados de libertad del numerador
n, = grados de libertad del denominador
n’zl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 25 50 100
| | 1614519950 | 21571 | 224,58 | 230,16 | 233,99 | 236,77 | 238,88 | 240,54 | 241,88 | 245,95 | 248,01 | 249,26 | 251,77 | 253,04
4052,2 | 4999,5 | 5403,4 | 5624,6 | 5763,6 | 5859,0 | 5928,4 | 5981,1 | 6022,5 | 6055,8 | 6157,3 | 6208,7 | 6239,8 | 6302,5 | 6334,1
, |1851 19,00 [1916 [1925 [1930 [19,33 | 19,35 [19,37 [1938 [1940 [1943 | 19,45 19,46 [1948 [1949
98,50 [99,00 |99,17 99,25 [99,30 [99,33 | 99,36 | 99,37 [99,39 [99,40 [99,43 | 99,45 | 99,46 |99,48 [99,49
3 |1013 [955 [928 [912 |90l 894 [889 [885 [881 |879 [870 [866 [863 [858 |855
34,12 [30,82 | 29,46 [28,71 |2824 [27,91 [27,67 |27,49 [27,35 |27,23 | 26,87 [26,69 |2658 [26,35 | 26,24
4 |71 [694 [659 [639 [626 |616 [609 [604 [600 [596 |58 [580 [577 [570 [566
21,20 [18,00 |16,69 [1598 |1552 [1521 [14,98 |14,80 [14,66 |1455 [14,20 [14,02 [1391 [13,69 |1358
s |66 [579 [541 |519 [505 [495 [488 [482 |477 [474 [462 [456 [452 [444 [441
16,26 [ 13,27 [12,06 |11,39 |10,97 [10,67 [1046 [1029 |10,16 |10,05 [9,72 [9555 [945 |[924 [913
¢ |29 [514 [476 [453 [439 [428 |421 [415 [410 [406 [394 387 |383 [375 [371
13,75 1092 [9,78 [915 [875 [847 826 [810 |[798 [787 [756 [740 [730 |7,09 [6,99
, |559 [474 [435 [412 [397 [387 |379 [373 [368 [364 [351 [344 |340 [332 [327
12,25 (955 845 |785 |746 [719 [699 [684 |672 |662 [631 [616 |606 |58 [575
g | 232 [446 [407 [384 369 |358 [350 [344 [339 [335 [322 [315 [311 [302 [297
11,26 [865 [759 [701 [6,63 [637 |618 [603 |591 [58L [552 [536 [526 |507 [4,96
o |12 [426 [38 |363 [348 [337 [329 [323 [318 [314 [301 [294 |289 [280 [276
1056 [8,02 [699 |642 |606 [580 [561 [547 [535 |526 [49 [481 [471 |452 [441
10 |49 [410 [371 [348 [333 [322 314 [307 [302 [298 [285 [277 |273 [264 [259
1004 756 [655 [599 [564 [539 |520 [506 [494 [485 [456 [441 [431 [412 [4,01
1 484 [398 [359 [336 [320 [309 [301 [295 [290 [285 [272 |265 |260 [251 [246
965 [721 [622 [567 532 [507 [489 [474 [463 |454 [425 [410 [401 [381 [371
1 475 [389 [349 326 [311 [300 [201 [285 |280 [275 [262 [254 [250 [240 [235
933 [693 [595 [541 506 [482 [464 [450 [439 [430 [401 [38 [376 [357 347
13 467 [38L [341 318 [303 [292 [283 [277 |271 [267 [253 [246 |241 [231 [226
907 [670 [574 [521 486 [462 [444 [430 [419 [410 [382 [366 [357 [338 [327
14 460 [374 1334 311 [296 [285 [276 [270 |265 [260 [246 [239 [234 [224 [219
886 651 |556 |[504 [469 [446 428 |414 [403 [394 [366 [351 [341 [322 [311
5 |454 |368 [329 [306 [290 [279 |271 |264 [259 [254 [240 233 |228 [218 [212
868 [636 542 [489 [456 [432 [414 [400 [389 |38 [352 [337 [328 [308 298
16 449 [363 [324 301 [285 [274 [266 [259 |254 [249 [235 [228 [223 [212 [207
853 623 [529 [477 [444 [420 [403 |38 [378 [369 [341 326 [316 [297 [286
17 |445 |359 [320 [296 [281 [270 |261 |255 |249 [245 [231 223 |218 [208 |2,02
840 [611 [518 [467 [434 [410 [393 [379 [368 [359 [331 [316 [307 [287 276
15 441 [355 [316 |293 [277 [266 [258 [251 |246 [241 [2027 [219 [214 [204 [198
829 601 |509 [458 [425 [401 384 |[371 [360 [351 [323 [308 [298 [278 [268
1o 438 [352 [313 |290 [274 [263 [254 [248 |242 [238 [223 [216 [211 [200 [194
818 [593 [501 [450 [417 [394 [377 [363 [352 [343 [315 [300 [291 [271 [260
0 435 [349 [310 |287 [271 [260 [251 [245 |239 [235 [220 [212 [207 [197 [191
810 [585 494 [443 410 [387 [370 [356 [346 337 [3090 [294 [284 [264 |[254
o 432 [347 [307 |284 268 [257 [249 [242 |237 [232 [218 [210 [205 [194 [188
802 |578 |487 [437 [404 [381 [364 |[351 [340 [331 [303 |28 [279 [258 [248
,p |430 [344 [305 [282 [266 [255 |246 [240 [234 [230 [215 [207 |202 [191 [185
795 [572 |48 [431 399 [376 [359 [345 [335 326 [298 [283 [273 [253 [242
23 428 [342 |303 [280 [264 [253 [244 [237 [232 [227 [213 [205 [200 [188 Ji82

NA
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7,88 5,66 4,76 4,26 394 [371 3,54 3,41 330 [321 2,93 2,78 2,69 2,48 2,37
4,26 340 [3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25 2,11 2,03 1,97 1,86 1,80
7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 326 [317 2,89 2,74 1264 |244 2,33
4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24 2,09 2,01 1,96 1,84 1,78

24

25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,85 3,63 3,46 3,32 3,22 3,13 2,85 2,70 2,60 2,40 2,29
26 4,23 3,37 2,98 2,74 | 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 2,07 1,99 1,94 1,82 1,76
7,72 553 [464 414 |382 3,59 3,42 3,29 3,18 [3,09 2,81 2,66 2,57 2,36 2,25
97 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20 2,06 1,97 1,92 1,81 1,74
7,68 5,49 4,60 4,11 3,78 3,56 3,39 3,26 315 |[3,06 2,78 2,63 254 233 2,22
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19 2,04 1,96 1,91 1,79 1,73
7,64 545 |457 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 3,03 2,75 2,60 2,51 2,30 2,19
29 4,18 6,94 |4,76 6,39 4,39 6,16 |421 6,04 [4,10 5,96 4,62 5,80 4,52 570 [441
7,60 5,42 454 (404 [373 3,50 3,33 3,20 3,09 3,00 2,73 2,57 2,48 2,27 2,16
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16 2,01 1,93 1,88 1,76 1,70
7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,98 2,70 2,55 2,45 2,25 2,13
32 4,15 3,29 2,90 2,67 2,51 2,40 2,31 2,24 2,19 2,14 1,99 191 1,85 1,74 1,67
7,50 534 |446 3,97 3,65 3,43 3,26 3,13 3,02 2,93 2,65 2,50 2,41 2,20 2,08
36 4,11 3,26 2,87 2,63 2,48 2,36 2,28 2,21 2,15 2,11 1,95 1,87 1,81 1,69 1,62
7,40 525 [438 3,89 3,57 3,35 3,18 3,05 2,95 2,86 2,58 2,43 2,33 2,12 2,00
42 4,07 3,22 2,83 2,59 2,44 |2,32 2,24 2,17 2,11 2,06 1,91 1,83 1,77 1,65 1,57
7,28 515 [4.29 3,80 3,49 3,27 3,10 2,97 2,86 2,78 2,50 2,34 225 2,03 1,91
45 4,06 3,20 2,81 2,58 2,42 2,31 2,22 2,15 2,10 2,05 1,89 1,81 1,75 1,63 1,55
7,23 511 4,25 3,77 3,45 3,23 3,07 2,94 2,83 2,74 2,46 2,31 2,21 2,00 1,88
54 4,02 3,17 2,78 254 239 2,27 2,18 2,12 2,06 2,01 1,86 1,77 1,71 1,58 1,51
7,13 5,02 4,17 3,69 3,38 3,16 2,99 2,86 2,76 2,67 2,39 224 214 1,92 1,79
56 4,01 3,16 2,77 254 238 2,27 2,18 2,11 2,05 2,00 1,85 1,76 1,70 1,57 1,50
7,11 5,01 4,15 3,67 3,36 3,14 2,98 2,85 2,74 2,66 2,38 2,22 2,12 1,90 1,78
57 4,01 3,16 2,77 2,53 2,38 2,26 2,18 2,11 2,05 2,00 1,85 1,76 1,70 1,57 1,49

7,10 500 |45 3,67 3,36 3,14 2,97 2,84 2,74 2,65 2,37 2,22 2,12 1,90 1,77
70 [3,98 3,13 2,74 1250 2,35 2,23 2,14 2,07 2,02 1,97 181 1,72 1,66 1,53 1,45
7,01 4,92 4,07 3,60 3,29 3,07 2,91 2,78 2,67 2,59 2,31 2,15 2,05 1,83 1,70
3,97 3,12 2,73 2,50 2,34 223 2,14 2,07 2,01 1,96 1,81 1,72 1,66 1,53 1,44

2 700 [491 4,07 3,59 3,28 3,06 2,90 2,77 2,66 2,58 2,30 2,14 2,04 1,82 1,69
76 3,97 3,12 2,72 2,49 2,33 2,22 2,13 2,06 2,01 1,96 1,80 1,71 1,65 1,52 1,43
6,98 [490 4,05 3,58 3,27 3,05 2,88 2,75 2,65 2,56 2,28 2,13 2,03 1,80 1,67
84 3,95 311 2,71 2,48 2,32 2,21 2,12 2,05 1,99 1,95 1,79 1,70 1,64 1,50 1,42
6,95 |4.87 4,02 3,55 3,24 3,02 2,86 2,73 2,63 2,54 2,26 2,10 2,00 1,78 1,64
87 3,95 3,10 2,71 2,48 2,32 2,20 2,12 2,05 1,99 1,94 1,78 1,69 1,63 1,50 1,41
6,94 |4.86 4,02 354 [324 3,02 2,85 2,72 2,62 2,53 2,25 2,10 1,99 1,77 1,63
95 3,94 3,09 2,70 2,47 2,31 2,20 2,11 2,04 1,98 1,93 1,77 1,68 1,62 1,48 1,40
6,91 484 3,99 3,52 3,22 3,00 2,83 2,70 2,60 2,51 2,23 2,08 1,98 1,75 1,61
9% 3,94 3,09 2,70 2,47 2,31 2,19 2,11 2,04 1,98 1,93 1,77 1,68 1,62 1,48 1,40
6,91 4,83 3,99 3,52 3,21 3,00 2,83 2,70 2,60 2,51 2,23 2,07 1,97 1,74 1,61
116 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,18 2,09 2,02 1,96 191 1,75 1,66 1,60 1,46 1,37
6,86 |4,79 3,96 3,49 3,18 2,96 2,80 2,67 2,56 2,48 2,20 2,04 1,94 1,71 1,57
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,18 2,09 2,02 1,96 1,91 1,75 1,66 1,60 1,46 1,37
6,85 |4,79 3,95 3,48 3,17 2,96 2,79 2,66 2,56 2,47 2,19 2,03 1,93 1,70 1,56
145 3,91 3,06 2,67 2,43 2,28 2,16 2,07 2,00 1,94 1,90 1,74 1,64 1,58 1,44 1,35
6,81 4,75 3,92 3,45 3,15 2,93 2,76 2,64 2,53 2,45 2,16 2,01 1,90 1,67 1,53
200 3,89 3,04 2,65 2,42 2,26 2,14 2,06 1,98 1,93 1,88 1,72 1,62 1,56 1,41 1,32

6,76 [471 |38 [341 [311 |289 [273 260 |250 |241 2,13 1,97 1,87 1,63 1,48
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TABLA N° 6
DISTRIBUCION y?

j’ . 10% de area

L1599

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
Ejemplo:
Para 10 grados de libertad
P(x*>15,987) = 0,10 = 10%

0,995 | 0,990 | 0,975 | 0,950 | 0,900 0,750 0,500 0,250 0,100 0,050 0,025 0,010 0,005

1 | 0,000 | 0,000 | 0,001 [ 0,004 | 0,016 0,102 0,455 1,323 2,706 3,841 5,024 6,635 7,879
2 | 0,010 | 0,020 | 0,051 | 0,103 | 0,211 0,575 1,386 2,773 4,605 5,991 7,378 9,210 10,597
3 |10072 | 0,115 | 0,216 | 0,352 | 0,584 1,213 2,366 4,108 6,251 7,815 9,348 | 11,345 | 12,838
4 | 0,207 | 0,297 | 0,484 | 0,711 | 1,064 1,923 3,357 5,385 7,779 9,488 | 11,143 | 13,277 | 14,860
5 10412 | 0554 | 0,831 | 1,145 | 1,610 2,675 4,351 6,626 9,236 | 11,070 | 12,833 | 15,086 | 16,750
6 | 0,676 | 0,872 | 1,237 | 1,635 | 2,204 3,455 5,348 7,841 | 10,645 | 12,592 | 14,449 | 16,812 | 18,548
7 10989 | 1,239 | 1,690 | 2,167 | 2,833 4,255 6,346 9,037 | 12,017 | 14,067 | 16,013 | 18,475 | 20,278
8 | 1,344 | 1,646 | 2,180 | 2,733 | 3,490 5,071 7,344 | 10,219 | 13,362 | 15,507 | 17,535 | 20,090 | 21,955
9 | 1,735 | 2,088 | 2,700 | 3,325 | 4,168 5,899 8,343 | 11,389 | 14,684 | 16,919 | 19,023 | 21,666 | 23,589
10 | 2,156 | 2,558 | 3,247 | 3,940 | 4,865 6,737 9,342 | 12,549 | 15,987 | 18,307 | 20,483 | 23,209 | 25,188
11 | 2,603 | 3,053 | 3,816 | 4,575 | 5578 7,584 | 10,341 | 13,701 | 17,275 | 19,675 | 21,920 | 24,725 | 26,757
12 | 3,074 | 3,571 | 4,404 | 5226 | 6,304 8,438 | 11,340 | 14,845 | 18,549 | 21,026 | 23,337 | 26,217 | 28,300
13 | 3,565 | 4,107 | 5,009 | 5892 | 7,042 9,299 | 12,340 | 15,984 | 19,812 | 22,362 | 24,736 | 27,688 | 29,819
14 | 4,075 | 4,660 | 5,629 | 6571 | 7,790 | 10,165 | 13,339 | 17,117 | 21,064 | 23,685 | 26,119 | 29,141 | 31,319
15 | 4,601 | 5229 | 6,262 | 7,261 | 8,547 | 11,037 | 14,339 | 18,245 | 22,307 | 24,996 | 27,488 | 30,578 | 32,801
16 | 5,142 | 5,812 | 6,908 | 7,962 | 9,312 | 11,912 | 15,338 | 19,369 | 23,542 | 26,296 | 28,845 | 32,000 | 34,267
17 | 5,697 | 6,408 | 7,564 | 8,672 | 10,085 | 12,792 | 16,338 | 20,489 | 24,769 | 27,587 | 30,191 | 33,409 | 35,718
18 | 6,265 | 7,015 | 8,231 | 9,390 | 10,865 | 13,675 | 17,338 | 21,605 | 25,989 | 28,869 | 31,526 | 34,805 | 37,156
19 | 6,844 | 7,633 | 8,907 | 10,117 | 11,651 | 14,562 | 18,338 | 22,718 | 27,204 | 30,144 | 32,852 | 36,191 | 38,582
20 | 7,434 | 8,260 | 9,591 | 10,851 | 12,443 | 15,452 | 19,337 | 23,828 | 28,412 | 31,410 | 34,170 | 37,566 | 39,997
21 | 8,034 | 8,897 | 10,283 | 11,591 | 13,240 | 16,344 | 20,337 | 24,935 | 29,615 | 32,671 | 35479 | 38,932 | 41,401
22 | 8,643 | 9,542 | 10,982 | 12,338 | 14,041 | 17,240 | 21,337 | 26,039 | 30,813 | 33,924 | 36,781 | 40,289 | 42,796
23 | 9,260 | 10,196 | 11,689 | 13,091 | 14,848 | 18,137 | 22,337 | 27,141 | 32,007 | 35,172 | 38,076 | 41,638 | 44,181
24 | 9,886 | 10,856 | 12,401 | 13,848 | 15,659 | 19,037 | 23,337 | 28,241 | 33,196 | 36,415 | 39,364 | 42,980 | 45,559
25 10,520 | 11,524 | 13,120 | 14,611 | 16,473 | 19,939 | 24,337 | 29,339 | 34,382 | 37,652 | 40,646 | 44,314 | 46,928
26 | 11,160 | 12,198 | 13,844 | 15,379 | 17,292 | 20,843 | 25,336 | 30,435 | 35,563 | 38,885 | 41,923 | 45642 | 48,290
27 | 11,808 | 12,879 | 14,573 | 16,151 | 18,114 | 21,749 | 26,336 | 31,528 | 36,741 | 40,113 | 43,195 | 46,963 | 49,645
28 | 12,461 | 13,565 | 15,308 | 16,928 | 18,939 | 22,657 | 27,336 | 32,620 | 37,916 | 41,337 | 44,461 | 48,278 | 50,993
29 | 13,121 | 14,256 | 16,047 | 17,708 | 19,768 | 23,567 | 28,336 | 33,711 | 39,087 | 42,557 | 45,722 | 49,588 | 52,336
30 | 13,787 | 14,953 | 16,791 | 18,493 | 20,599 | 24,478 | 29,336 | 34,800 | 40,256 | 43,773 | 46,979 | 50,892 | 53,672
40 | 20,707 | 22,164 | 24,433 | 26,509 | 29,051 | 33,660 | 39,335 | 45,616 | 51,805 | 55,758 | 59,342 | 63,691 | 66,766
50 | 27,991 | 29,707 | 32,357 | 34,764 | 37,689 | 42,942 | 49,335 | 56,334 | 63,167 | 67,505 | 71,420 | 76,154 | 79,490
60 | 35,534 | 37,485 | 40,482 | 43,188 | 46,459 | 52,294 | 59,335 | 66,981 | 74,397 | 79,082 | 83,298 | 88,379 | 91,952
70 | 43,275 | 45,442 | 48,758 | 51,739 | 55,329 | 61,698 | 69,334 | 77,577 | 85,5527 | 90,531 | 95,023 | 100,425 | 104,215
80 | 51,172 | 53,540 | 57,153 | 60,391 | 64,278 | 71,145 | 79,334 | 88,130 | 96,578 | 101,879 | 106,629 | 112,329 | 116,321
90 | 59,196 | 61,754 | 65,647 | 69,126 | 73,291 | 80,625 | 89,334 | 98,650 | 107,565 | 113,145 118,136 | 124,116 | 128,299
100 | 67,328 | 70,065 | 74,222 | 77,929 | 82,358 | 90,133 | 99,334 | 109,141 | 118,498 | 124,342 | 129,561 | 135,807 | 140,169
110 | 75,550 | 78,458 | 82,867 | 86,792 | 91,471 | 99,666 | 109,334 | 119,608 | 129,385 | 135,480 | 140,917 | 147,414 | 151,948
120 | 83,852 | 86,923 | 91,573 | 95,705 | 100,624 | 109,220 | 119,334 | 130,055 | 140,233 | 146,567 | 152,211 | 158,950 | 163,648
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