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Infroduccion

La capacidad del hombre para solucionar problemas se puede
considerar como la columna vertebral de la ensefianza de la matematica;
esta caracteriza a una de las conductas més inteligentes del hombre y
que mds utilidad préactica tiene, ya que en la vida cotidiana estamos
obligados a resolver problemas.

En este libro se ha recopilado y creado suficientes ejemplos y
problemas significativos empleando un lenguaje sencillo y de manera
iconografica los mismos que estdn encuadrados en variadas estrategias
heuristicas para desarrollar el pensamiento mediante la resolucién
de problemas matemdticos. El propésito principal de este trabajo
investigativo es permitir al lector la superacion de las dificultades al
momento de enfrentarse a un problema, mediante la resolucién de los
ejercicios planteados en el texto, donde no entra en juego los procesos
algoritmicos como habitualmente se resuelven los problemas.

En las dltimas décadas se ha acentuado la preocupacion de que la
resolucion de problemas matematicos sea aplicada como una actividad
de pensamiento, debido a que es frecuente que los maestros trabajen
en sus aulas problemas rutinarios que distan mucho de estimular el
esfuerzo cognitivo y creativo de los educandos.

Esperamos que el presente libro pueda contribuir al desarrollo
del pensamiento de los educandos y a enriquecer o complementar la
compleja labor del proceso ensefianza aprendizaje de las matematicas,
desde posturas que facilitan que el estudiante desarrolle habilidades del
pensamiento creativo e imaginativo, que le permitan resolver problemas
de manera autonoma.

Los autores
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Presentacion

La Universidad Técnica del Norte (UTN) y en particular la Facultad
de Educacién, Ciencia y Tecnologia, se complace en presentar este
texto de autoria de tres destacados docentes investigadores de nuestra
Facultad. Obra en la que de una manera didictica y cronoldgica se
presenta una serie de problemas que permiten al usuario de este texto,
desarrollar la inteligencia sobre la base dela resolucion de problemas
matemadticos planteados.

Este texto con seguridad, serd de uso cotidiano, de manera curricular
y extracurricular, para docentes y estudiantes de los dltimos afios de
educacién bésica, como de bachillerato y universidad, ya que el
desarrollo de la inteligencia y de las destrezas l6gico matematicas,
actualmente se ha convertido en un eje transversal en todo proceso de
ensefianza aprendizaje.

Otro publico meta de esta obra serdn aquellos jévenes que estdn
cursando el dltimo afio de bachillerato y se preparan para rendir las
pruebas de ingreso al sistema de Educacion Superior en el Ecuador, ya
que uno de los ejes o temdticas que tienen que aprobar es el razonamiento
l6gico matematico, que sin lugar a dudas, es donde mads dificultades
tienen nuestros bachilleres.

Otra de las virtudes del texto, es el hecho de que este ha sido
elaborado, desde una perspectiva multidisciplinar, ya que intervienen
en su elaboracién: un docente cuya especialidad es las matematicas,
un segundo docente especializado en desarrollo de la inteligencia y un
tercero cuya experticia es el disefio y la pedagogia. Con lo expresado en
este parrafo, se estd dando testimonio practico de un trabajo en equipo,
tendencia que la UTN viene promoviendo constantemente, de tal
manera que todas las acciones investigativas, tengan este componente
inter y multidisciplinar.

Finalmente, mi agradecimiento a los docentes de la FECYT que,
con esfuerzo y sacrificio personal, siguen permanentemente aportando
con la produccién cientifica de la facultad y por comprometerse
decididamente a la solucion de problemas que la sociedad demanda, ya
que esta es la funcién y compromiso de nuestra gloriosa universidad.

Msc. Alexandra Mina Paez
SUBDECANA DE LA FECYT
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Ca pﬂ-u lo 1. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

EXPERIMENTAR CON LOS DATOS
DEL PROBLEMA

Para resolver este tipo de problemas, utilizando esta estrategia, se debe
experimentar con los datos del problema, para esto es necesario:

Elegir de forma adecuada la operacién a efectuarse;

Establecer asociaciones entre parejas, filas y columnas de nimeros,
Disponer los nimeros de acuerdo a ciertas condiciones,

Buscar el valor de una variable siguiendo una légica, etc.

* X ¥ ¥

I+ @) -6 O
o+b=C
> PN

Exporinedli
Sout dithe

EJEMPLOS

1. Encontrar un nimero de dos digitos que cumpla la relacién de igualdad.

(HN®+)/2-O N

a) COMPRENDER EL PROBLEMA

Leamos nuevamente el enunciado del problema.

b) CREAR UN PLAN PARA RESOLVER EL PROBLEMA

Seleccionamos la estrategia. En este caso experimentar con los datos del problema.

c) PONER EN PRACTICA EL PLAN
En este ejercicio lo que se trata es de encontrar un nimero de dos digitos que al
sumarle 1 y dividir el resultado entre 2, le dé el mismo nimero pero volteado.

([ZJ@+1)2=0Q)[7]
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Ca pﬂ-u lo 1. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

d) EXAMINAR LO HECHO

El nimero de dos cifras buscado, debe ser un nimero impar puesto que éste
aparece sumado a la unidad, lo cual le transforma en un nimero par para que sea
divisible para dos.

2. Acomoda los nimeros: 19,21, 35,42, 58, 65,79, 81, en cuatro grupos de dos
nimeros cada uno, de manera que la suma de los dos nimeros de cada grupo, sea

igual para los cuatros grupos.

Resolucidn:

G: Grupo

G, 42y 58 = 42 + 58 = 100.
G,. 19y 81 =19 +81 =100.
G,:21y79 =21 +79=100.
G,: 35y 65— 35+ 65=100.

3. Formar con los nimeros: 6, 10, 14, 15,21, 35, tres grupos de dos niimeros cada
uno, de manera que si multiplicamos los dos niimeros de cada grupo, el resultado sea
igual para todos los grupos.

Resolucidn:

G: Grupo
G,:6y35—+35x6=210.
G, 10y 21 =» 21 x10=210.
G, 14y 15> 14x15=210.

4. Formar con los nimeros: 3,4,5,6,7,8,28,30, 35, tres grupos de tres nimeros
cada uno, de manera que si multiplicamos los tres nimeros de cada grupo, el resultado
sea el mismo para los tres grupos.

Resolucion:

. Grupo

3,8y 35— 3x8x35=23840.
.o 4.7y 30> 4x7x30=840.
.+ 0, 6y28 > 5x6x28=2840.

G
G
G
G

10
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Ca pﬂ-u lo I. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

5. Colocar los digitos: 2y 2,3y 3,4y 4,5y5,6y 6en los recuadros, de manera
que cada digito igual, esté separado de acuerdo al nimero.

(EI 2 debe estar separado por 2 cuadrados, el 3 por tres cuadrados).

Resolucion:

[e]3]5]2]4]3]2[6]5[4]

6. Colocar los nimeros del 1 al 8 en cada casillero de la figura, de tal manera que
los nimeros no estén correlativos, (es decir 1 y 2 juntos).

Resolucion:
3 5
7 1 8 2
4 6

7. Tres nimeros enteros. Si se suman, dan el mismo resultado que si se multiplican.
(Cudles son los nimeros?

Resolucidn:
1,2y 3
1+2+3=1%2x3

8. En la siguiente suma, tachar 9 cifras, de tal manera que al sumar las columnas
nos dé como resultad 1111.

1 1
3 3 3
5 &5 5
+ 7 7 7
2 9 9
11
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Ca pﬂ-ulo l. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

Resolucidn:

+
—o Nt —

1
3
8
7
g

1

—R N xR =

9. Utilizando cuatro veces el nimero 4 y las cuatro operaciones, formar los
numeros del 0 al 10.

Ejemplo:
4 4_4
4 4
Resolucioén:
e
s+ thog BEL5 a+Ph-6
%?-4:7 %§+4:8 4+4+%:9
#4210

10. Utilizar ocho veces el 8, de manera que la suma dé 1000.
Resolucién:
888+88+8+8+8=1000
11. Entre los niimeros que se dan a continuacién. ;Qué niimero no se debe sumar
para que el resultado sea 4007
- > >
21 10 54

- > >
87 65 12

- > > >
76 43 32 8

12
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Ca pﬂ-u lo I. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

Resolucion:
Inicialmente, debemos sumar todos los nimeros asf:
87+76+65+54+43+32+21+12+10+8=408
Consecuentemente, el nimero que no debemos sumar es el 8.

12. Entre los ndimeros que aparecen en las tapas. ;Qué tapa se debe retirar para

que su producto sea 9457

Como el resultado es un nimero impar, la tapa que se debe retirar es la 4 por ser
nimero par.

Resolucion:

3x5x7x9=945

13. Utilizando todos los nimeros dados y las operaciones de suma, resta y
multiplicacidn, encontrar el nimero encerrado en el circulo.

[4]5[6[7[8]@

Resolucién:
Aqui, conviene jugar con las operaciones indicadas, incluyendo todos los niimeros

y tomando en cuenta el orden jerdrquico de las operaciones, de manera que podamos
acercarnos mds al nimero encerrado en el circulo.

6x8-7x5+4.
En este caso primero efectuamos los productos.

48-35+4.

Por tltimo, sumando y restando nos queda 17.

13
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Ca pﬂ-ulo l. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

14. Colocar el mismo niimero en los recuadros en blanco para que se cumpla la
operacion suma.

Resolucion:

15. Colocar el mismo niimero en los recuadros en blanco para que se cumpla la
operacién producto.

[]

]
[]
[]

Resolucion:

(]

=] o
(]

[en]{[en]
]
[en]

libro matematicas Orlando y Ray.indd 14 @ 110017 11:07



®

Ca pﬂ-u lo I. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

16. Aqui, hay cinco igualdades a las que les falta dos tarjetas para que se cumplan.
Coldcalas en su lugar.

[-10]x2) [x2] 6] |[<7][+6][+9[+3]]8|X3]

47 =27
e =19
24 ___ =42
8l__ =84
11 =93

Resolucion:

7] [ -8 [x3]=]93]
47 ] [-10] x2| =27
91 ] [+7]+6]=]19]

[24] [x2] -6]=]42]
[81][+9]+3]=[84]

17. Enel interior de cada circulo, escriba los digitos del 1 al 7, sin que los niimeros
se repitan, de manera que la suma de cualquier hilera resulte ser la misma.

Resolucion:

69 3+4+5=12
06 6+4+2=12

) (7) 7+4+1=12

15
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Ca pﬂ-u lo |. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

18. En cada casillero del rectdngulo mostrado en la figura, colocar las cifras del
1 al 9 sin repetir, de manera que todas las sumas de los nimeros dispuestas en filas,
columnas y diagonales den 15.

Resolucidn:

Columna Fila Diagonal
2716 2+9+4=15 2+7+6=15 2+5+8=15
91511 7+5+3=15 9+5+1=15 6+5+4=15
4)3]g] 6+1+8=15 4+3+8=15

19. En cada circulo del tridngulo que se muestra en la figura, colocar cifras del 7
al 12 sin repetir los nimeros, de manera que la suma de las cifras de cada lado sea
la misma.

Resolucion:

8+10+9=27
8+12+7=27
Q+11+7=27

20. En cada circulo del cubo mostrado en la figura, colocar los nimeros del 3 al

10 sin repetir, de manera que, la suma de los cuatro nimeros de cada cara sea igual
a26.

16
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Ca pﬂ-u lo I. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

Resolucidn:

21. Completar en los recuadros en blanco los nimeros correspondientes, de
manera que el producto de los ndmeros contiguos sea igual al de la parte superior.

6

L 2] |
Resolucion:
6 8
3 [2] 4]
Primer paso Segundo paso
6x8=48 3x2=6

2x4=8

22. Completar los recuadros en blanco por el niimero correspondiente, de manera
que, la suma de los nimeros contiguos sea igual al de la parte superior.

3/9
L 149
Resolucion:
3/9 | 6/9
L9 ] 2/9 | 49 |
Primer paso Segundo paso Tercer paso
3/9+6/9=1 4/9+2/9=6/9 2/9+1/9=3/9

17
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Ca pﬂ-u lo |. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

23. Calcular la suma de las cifras que van en los recuadros en blanco, de manera
que cada recuadro represente un digito diferente.

DD@
(]9 4 2

Resolucion

* Para esto, debemos ir probando un nimero que multiplicado por 7 termine en

2, asi:
/7x1=7
7x2=14
7 x6=42

* El siguiente nimero ocurre si el nimero buscado es cero.
7x0+4=4
Finalmente, buscamos un nimero que multiplicado por 7 termine en 9, puesto

que en el producto anterior no llevé nada. Entonces esto serd posible si el nimero
es 7.

7 x7 =49

Reconstruyendo el producto nos queda:

) @C;]
(4) 9 4 2

Por tanto la suma de suscifrases: 7+ 0+ 6+4=17

24, Las letras de cada circunferencia, representan a los nimeros del 1 al 9, donde:
g>c

gxc=e @ ®©
fro-c @©©0
?=h @ ®®

a+b+c=14
¢{, Qué nimero representa cada letra?

18
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Ca pﬂ-u lo 1. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

Resolucion
Como g X C = € se dan las siguientes posibilidades:

4x2 =8y 3x2 =6 (no se consideran con 1, porque se repetiria 2 veces el
mismo nimero, ni nimeros mayores porque su producto seria mayor de 9).

Por tanto, g podria tomar valores de 2, 3 y 4.
Pero ademds se sabe que g > C por tanto, g podria tomar valores de 4 y 3.
Por otra condicién del problema, se sabe que g2 es igual a h si g = 4 entonces

h = 16 no cumple la condicién del problema; pero si g = 3 entonces h = 9.
Consecuentemente, el valor de C es 2y el de € es 6.

OlOC

Ol
O®
OO

* Como Q + i = e, se excluye las posibilidades 3 + 3 y 4 + 2 porque no pueden
repetirse los mismos niimeros, por tanto nos queda la posibilidad de 5y 1.

a, debe tomar el valor de 5 para que la primera fila sume 14, si a toma el valor
de 1, b tendria que valer 11 ya que el valor de C es 2 lo cual rompe con las
condiciones del problema, con esto tenemos que el valor de i = 1

* Como A+ b+ Cc = 14 por lo tanto, b vale 7.

*

Se sabe ademds que f + ¢ = d, al ser ¢ un nimero par, para que el resultado sea
un nimero entero f también debe ser par, se excluye el 4 porque su cociente seria 2 y
se repetiria el nimero, por tanto f debe ser 8 y consecuentemente, d es 4.

19
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Ca pﬂ-u lo |. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

= E) )

25. Las letras de cada circunferencia representan a los nimeros del 1 al 9.

Donde:

nl @O0

c?=a

dxf=e @@@
©® O

* Los valores Q, €, i, son ndmeros consecutivos.

* Lasuma de la columna izquierda es mayor que cualquier otra fila o columna.
* ;Qué nimero representa cada letra?

%

Resolucién:
* Como la suma de la columna izquierda es mayor, a debe tomar el maximo

valor de los cuadrados de un nimero ya que ¢*> = a por tanto,c=3ya=9.
* Como a, €, i son niimeros consecutivos, por tanto: € = 8,i = 7.

* Como d x f = e; por la condicion del problema, d debe tomar el mayor valor
posible, por lo tantod =4 y f = 2.
* Como 2h = f por tanto h = 1.

20
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Ca pﬂ-u lo I. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

QIO
SICIO
Ol0IO

* g, por estar en la columna de la izquierda, debe tomar el mayor valor de los
nimeros que faltan, por tanto g = é y consecuentemente, o = 5.

QICIC)
= (=)
=@

26. Colocar un ndimero en cada cuadrado, teniendo en cuenta que:
1, 5y 8, estdn en la horizontal superior.
3,4y 9, estan en la horizontal inferior.

* 1,3.4,6,7y8, noestin en la vertical izquierda.
2,4,5,7,8y 9, noestdn en la vertical derecha.

’

’ ’

Resolucidn

N
~N
o~

21
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Ca pﬂ-u lo 1. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

27. Los resultados de las operaciones, estdn escritos en forma desordenada en los
rectdngulos de la parte lateral derecha, con esta informacién: determinar el valor de

A.
A+3 =
A+6 =
Ax5 =
A-4 =
Resolucion
12:3= 4
12+6=18
12x5= 60
12-4= 8

Por tanto A = 12.

28. Sabiendo que AB x 9= 333, donde cada letra representa una cifra diferente y
no igual a cero. Determinar el valor de cada letra.

Resolucién:
Buscamos un nimero tal que:
9 X B termine en 3.
9 X 4 no termine en 3.
9 x 7 = 63 si cumple, termina en 3.
Por tanto: B =7
De igual manera, buscar un nimero tal que:
9xA+6=33
9x2+ 6=24 nocumple
9 x3+ 6 =233 sicumple
Por tant A = 3

En este caso, AB, representa el nimero 37.

29. Sabiendo que: ABCDE x 7 = 111111, donde cada letra representa una cifra
diferente y no igual a cero. Determinar el valor de cada letra.

Resolucion:

Al igual que en el caso anterior, tenemos que ir dando valores a cada letra, de

22
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Ca pﬂ-u lo I. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

manera que multiplicando por 7, termine en 1; o multiplicado por 7 y sumado lo que
lleva, termine en 1. En este caso la solucibnes A=1;B=5 C=8, D=7y E=23.

30. En los espacios en blanco, escribir un ndimero entre 1 y 9 para que verifique
los resultados que aparecen en la ultima fila y columna, como resultado de operar
tanto en forma horizontal como vertical.

+ + =6
X X X -
=3
- + - +
=3 + =7 - 4 =
Resolucion
2 + 1 + 3 =6
X X X -
5 1 2 | =3
- + - +
7 - 6 + 2 4
=3+ [ =7 -1 4]=6

Observacion: En éste tipo de ejercicios podrian aparecer otras combinaciones
diferentes a las que se presenta en la presente solucion.

31. En las figuras que se muestran a continuacion, sustituir por nimeros, de tal
manera que se verifique las igualdades dadas.

e N -
(== [)
N

Resolucién

27+ B\ = [ad]
a0 +5- [e)
[6\* [3=18

23
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Ca pﬂ-u lo |. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

32. En cada casillero del cuadrado que se muestra a continuacién, colocar las
cifras del 1 al 9 sin repetirse, de tal manera que los niimeros que se encuentran en la
segunda fila y columna sean el promedio al sumar sus cifras de los extremos, tanto
en sentido vertical, horizontal y diagonalmente.

Resolucidn:

o~
(@)
NG

E %
Resolucién

* Si dibujamos una cuadricula de 5x5 y numeramos de forma consecutiva del
1 al 25, formamos con los casilleros una especie de pirdmide, llegamos a la
conclusién que los nimeros que faltan son 21 y 25.

* QOtra forma de analizar el ejercicio es observar que cuando desciende en forma
diagonal por la izquierda, aumenta 4 unidades, y por la derecha 6 unidades,
en cambio cuando baja en forma vertical, aumenta 5 unidades.

*  Por tanto, los nimeros buscados son 21 y 25.

24
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Ca pﬂ-u lo I. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

34. En el interior de los circulos de la estrella, colocar los nimeros del 1 al 12 de
manera que cada hilera de 4 nimeros sume 26 y a su vez, los vértices del hexdgono
interior también sume 26.

Resolucion

PROBLEMAS PROPUESTOS
1. Hallar E — P si: P2E + 5E1 + 425 = 1312

2. En cada circulo del cubo mostrado en la figura, colocar los nimeros del 1 al 8,
sin repetir, de manera que la suma de los cuatro niumeros de cada cara, sea igual a 18.

25
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Ca pﬂ-u lo |. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

3. Completar en las cuadriculas en blanco con el ndmero correspondiente, de
manera que la suma de los 2 nimeros contiguos, sea igual al de la parte superior.

1
Ll [ ]

4. Colocar las cifras del 1 al 7 en el siguiente tablero, de manera que dos nimeros
consecutivos no estén juntos ni vertical, ni horizontal, ni diagonalmente.

5. Cada punta de la estrella tiene un nimero, uno de ellos no tiene que estar ahi.
El nimero del centro te ayudard a encontrarlo.

@
@
e

6. Utilizando las cuatro operaciones formar el nimero 30 con los nimeros 2, 6,
7,15, 18 y 21. Los niimeros, no pueden repetirse y ademads debe utilizar todos.

7. Escribir en los casilleros en blanco, nimeros digitos, de manera que lleguen a
los resultados que aparecen al final de cada fila y columna.

9 | - + = | 4 |
- + +

+ [ 1] - = | 6 |
n _ _

+ - 3] =] 3|
1l 1 1l
4 6 3
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8. Colocar los digitos 2y 2,3y 3,4y 4,5y 5, 6 y 6 en los recuadros, de
manera que cada digito esté separado de acuerdo al nimero (el 2 debe estar separado
por 2 recuadros, el 3 por 3 recuadros).

9. Colocar los ndmeros 3, 4, 5, 6, 7, 8, de tal manera que la suma de cada lado
dé 18.

10. En el interior de cada recuadro de la figura escribir los nimeros del 1 al 13, de
tal manera que la suma de las barras verticales y horizontales sea la misma.

11. Colocar las cifras del 1al 8 en cada cuadradito, sin repetir. De manera que la
suma de cada rectdngulo dé el mismo resultado.

0oHn

12. Las letras de cada circunferencia representan los nimeros del 1 al 9. Donde:

_ @®®©
S OTOG
OO0,

27

libro matematicas Orlando y Ray.indd 27 @ 110017 11:07



®

Ca pﬂ-u lo |. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

13. Coloca los nimeros del 1 al 9, tomando en cuenta que no puede repetir ningin
nimero en cada una de las diferentes filas y columnas.

119 3
9 3(8|5 4
3|1 4 2

5 3

5 1 7 )
2 41715

3 7 6|1

1 61312 5
5 819

14. En los siguientes ejercicios utilizando las operaciones bésicas. Hallar el
término que falta:

55 64 7 )
5 4 )

A) 20 B) 29 C) 30 D) 39

15. En los siguientes ejercicios utilizando las operaciones bdsicas. Hallar el

término que falta:
=0 =0

A) 23 B) 77 C) 99 D) 63

G)
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16. En los siguientes ejercicios utilizando las operaciones bdsicas. Hallar el
término que falta

2 8%

17. En los siguientes ejercicios utilizando las operaciones bésicas. Hallar el
término que falta

A) 4 B) 6 C)8 D) 9

18. En los siguientes ejercicios utilizando las operaciones basicas. Hallar el
término que falta

IS

A) 4 D) 9
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19. Encuentre el nimero que falta.

A) 8 B) 7 C)6 D) 5

20. Coloque los nimeros del 1 al 5, (5 veces cada uno) en las cuadriculas de la
figura de tal manera que en cada fila horizontal, vertical y diagonal no hayan dos
ndmeros iguales.
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INDUCCION MATEMATICA

Los enunciados mds significativos en matematica, son los enunciados generales.
Por ello, en algunos problemas, a veces es necesario experimentar con varios casos
particulares y tras la observacion, encontrar algunos patrones o regularidades que
conducen al descubrimiento de leyes generales.

El razonamiento inductivo consiste en analizar casos particulares, es decir,
realizar experiencias sencillas pero con las mismas caracteristicas del problema
original para conseguir resultados que al ser relacionados nos permitan llegar a una
conclusién, que lo llamaremos, caso general.

El razonamiento inductivo, se caracteriza por permitir llegar a una conclusién
general mediante una conjetura a partir de observaciones repetidas de ejemplos
especificos. La conjetura puede ser verdadera o falsa.

Nuestros antepasados utilizaron experiencias particulares para programar
sus siembras en épocas de lluvia y esto nos dice que es importante relacionar
adecuadamente experiencias particulares para llegar a una conclusién.
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EJEMPLOS.-

1. Hallar la dltima cifra de 3'®
a. COMPRENDER EL PROBLEMA

Puedes replantear el problema con potencias mds simples
b. CREAR UN PLAN PARA RESOLVER EL PROBLEMA

Seleccionamos la estrategia. En este caso de razonamiento inductivo, la misma
que nos permite observar los patrones numéricos.

c. PONER EN PRACTICA EL PLAN

Para saber en qué cifra termina 3'® iniciamos experimentando con algunos casos
particulares :

3'=3 3° =243 37=19683
32=9 3¢=729 3= 59049
33=27 37=2187  3'"=177147
34=81 38= 6561 3'2=1531441

Obsérvese la presencia de una regularidad o patrén, las cifras terminales presentan
una secuencia en grupos de cuatro: 3; 9; 7: 1.

La serie que se formarian con los exponentes serfa
1,5,9,13, 17, ... (la potencia termina en 3)
2,6,10, 14,18, ... (la potencia termina en 9)
3,7.11,15,19... (la potencia termina en 7)
4,8,12,16, 20... (la potencia termina en 1)

Es decir que al elevar el 3 a un niimero multiplo de 4, el resultado termina en 1.
Como 100 es miiltiplo de 4, podemos afirmar que la dltima cifra de 3'% serd 1.

d. EXAMINAR LO HECHO

Si observamos las series de los exponentes de 1 y 3, tenemos que son series
formadas por nimeros impares, por tanto, excluimos estas posibilidades ya que 100
es un nimero par. Se podria considerar la serie de exponente 2 por ser una serie
formada por nimeros pares, pero esta serie pasa por los nimeros 10, 30, 50, 70, 90,
94, 98 por tanto, excluimos también esta posibilidad. En consecuencia, concluimos
que 3' la ultima cifra, termina en 1.
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2. Deducir la férmula para calcular el drea de un cuadrado.

Casos Particulares

CASO 1
|:| L =1 NUmero de cuadraditos 1
CASO 2
L =2 NUmero de cuadraditos 4
CASO 3
L =3 NUmero de cuadraditos 9
CASO 4

L =4 NUmero de cuadraditos 16

Caso General

L =n NUmero de cuadraditos n?

Si establecemos analogias entre las medidas de los lados del cuadrado y el niimero
de cuadraditos que aparecen en cada cuadrado, nos podemos dar cuenta que el drea
de un cuadrado estd dada por la magnitud del lado elevado al cuadrado.
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L L2 | A=P
1 12 1
2 22 4
s ||
4 | 2| 6 ,
. . . Formula
L[] L) L]
L[] L) L]
n n? n?

3. Deducir la férmula para calcular el drea de un rectangulo.

Casos Particulares

CASO 1
a=2 NuUmero de cuadraditos 8
L=4
CASO 2
a=3 NUmero de cuadraditos 15
L=5
CASO 3
a=2 NUmero de cuadraditos 12
L=6

Caso General

Si establecemos una analogia entre las dimensiones del rectdngulo y el drea,
llegamos a la conclusion que el drea del rectangulo estd dada por el producto del
largo (L) por el ancho (a).
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L a |A=Lxa
4 2 8
5 3 15
6| 2| 12
. L] L] 7
Férmula
L] L] L]
L] L] L]
p | g | pxq

4. Deducir la férmula, para calcular el drea de un tridngulo.

Casos Particulares

CASO 1
h=2 .'-7/ a4 :
/ R
b=4
Por traslado de regiones
A = 4 cuadraditos
CASO 2
HRONE
h=3 (i h=3
\
b=5 b=35
Por fraslado de regiones
A =7.5 cuadraditos
CASO 3
h=2 =y h=2
[~

b=26 b=26

Por traslado de regiones
A = 6 cuadraditos
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Caso General

Del andlisis de los casos anteriores, se concluye que el drea del tridngulo es igual
al producto de la base (b) por la altura (h) dividido entre 2.

En las graficas se puede observar que el drea del tridngulo es la mitad del 4rea del

rectdngulo
bxh
A=

b n 5
4 2 4
5 3 7.5 “bxh
6 | 2 6 A=
: : : Formula
P g pxqg

2

5. Deducir la férmula para calcular el drea de un rombo.

Casos Particulares

CASO 1
D=4
Por traslado de regiones
A = 4 cuadraditos
CASO 2
1 I d=2
I "
D=6

Por traslado de regiones
A = 6 cuadraditos
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CASO 3

d=4
Por traslado de regiones
A =12 cuadraditos

Caso General

Del andlisis anterior, se puede establecer que el drea de un rombo es el producto
de la diagonal mayor (D) por la diagonal menor (d) dividido entre 2.

En la gréifica, se puede observar que el drea del rombo es la mitad del 4rea del
rectangulo

_Dxd

D d [A 5
4 1 2 4
5 2 ) “Dxd
6 | 4 12 A==
: : : Formula
P | 9 pxqg

2

6. Deducir la férmula para calcular el area de un trapecio.
Casos Particulares

CASO 1

B=4
Por fraslado de regiones
A = 6 cuadradifos
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CASO 2

\

B=5
Por traslado de regiones
A = 10.5 cuadraditos

CASO 3

B=¢6
Por traslado de regiones
A =8 cuadritos

Caso General

Para deducir la férmula, se hace necesario establecer combinaciones con los
datos acotados en cada figura, de manera que al operar, dé como resultado el nimero
de cuadraditos que aparece bajo la regién del trapecio.

Es decir, el drea del trapecio es igual al producto de la semisuma de las bases (B
base mayor y b base menor) multiplicado por la altura.

B | b | h |B+b/|(B+b)h A:@m

4 1 21 21 6 12 6

s 22 le | de | g | Al
. . . . . . Formula
p | a ro|ptq| (p+q)r (p;q)r
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Aunque también se puede deducir haciendo uso de las férmulas del tridngulo y el
rectangulo analizadas anteriormente.

b
h

A] AQ A3
R R
| B |
I I
A=A A, TA, El todo es igual a la suma de las partes
A= e ™D Férmulas para calcular el drea de un

b2 2 tridngulo y un recténgulo
A =D Th+26"h+m™*h  Minimo comun denominador

f 2
A -nn*2b+m) Fctor comUn monomio

f 2

Propiedad asociativa y desdoblando 2b

hin+b+m)+Db]
A = >

A _(B+b)h Cambio de variable
T2

7. Calcular mentalmente (185)?
Resolucion

Consideramos tres casos del cuadrado de un nimero que termina en “5”.
Caso 1

(25)%= 625

*Eliminando el 5, del nimero 25 nos queda el 2

* Multiplicar el nimero 2 por el ndmero que le sigue 2 X 3 = 6

* Finalmente, se le agrega el nimero 25 a la derecha de 6 obteniéndose:

(252 =625
Caso 2
(45)?= 2025
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* Eliminando el 5, del nimero 45 nos queda 4
* Multiplicar el nimero 4 por el nimero que le sigue 4 x 5=20
* Finalmente, se le agrega el nimero 25 a la derecha de 20 obteniéndose:

(45)%2 = 2025
Caso 3
(75)? = 5625

* Eliminando el 5, del ndmero 75 nos queda 7
*Multiplicar el nimero 7 por el nimero que le sigue 7 X 8= 56

*Finalmente, se le agrega el niimero 25 a la derecha de 56 obteniéndose:
(75)? = 5625

Caso General

(185)2= 34225

* Eliminando el 5, del ndmero 185 nos queda 18

* Multiplicar el nimero 18 por el nimero que le sigue

18x (10+9) =180+ 162 = 342

* Finalmente, se le agrega el nimero 25 a la derecha de 342 obteniéndose:

(185)2= 34225
8. Utilice el razonamiento inductivo para determinar el resultadode (11111111)?
Resolucién

El cuadrado de un nimero formado sélo por cifras uno, puede ser analizado de la
siguiente manera.

(1)2=1 una cifra 1 caso 1
(11)2=121 dos cifras 1 Caso 2
(111)2=12321 tres cifra 1 caso 3
(1111)2= 1234321 cuatro cifras 1 caso 4

(T1111111)2=123456787654321 ocho cifras 1  caso 8
NUmero de cifras uno

Como podemos observar, se obtiene escribiendo la serie natural, desde uno hasta
el nimero de cifras uno (8) y luego regresando hasta uno.

Nota.- “Esto se cumple hasta nueve cifras uno.
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9. (Cuéntos tridngulos hay en total en la siguiente figura?

NN AN
123 484950

* Veamos qué sucede en tres casos particulares.

Z]_>2(1):2

1—— 4

— 2(1+2)+1=7

I

—> 2(1+2+3)+(1+2)=15
]
123 !
U INL e, TN ] —> 201 +2+3+ .. +50) + (1 +2+3+...+49)
NG _

1 23 484950 1 —

T
= 9($0281) L 427 0_ 3775

PROBLEMAS SOBRE CIFRAS TERMINALES

En esta parte, nos interesa conocer en qué cifra termina un nimero que estd
elevado a un cierto exponente (n) entero positivo
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Caso 1

“Para nUmeros que terminanen 0, 1, 5, 6.”

(..0)=..0
(..D)r=..1
(...5)"=..5
(...6)"=..6
Ejemplos

10. En qué cifra termina(26)’

(26)7=(...6)=... 6
(26)7=8031810176 (Comprobacion)

11. En qué cifra termina 2005
20059 = (...5"=...5

Caso 2

“Para nUmeros que terminan en 4 6 9",

4 =4 91=9
4=16 1( gpor=_ 6 9°=8] (... 9P =]
43 =64 f( 4)impor =...4 93 =729 f ( 9)impor =..9
44 =256 94 = 6561

Ejemplos

12. En qué cifra termina (14)*

(14)8= (...4)pr= ... 6
(14)8= 1475789056 (Comprobacion)

13. En qué cifra termina (2004)*%
(2004)3005 = (.. 4)mpor = 4
14. En qué cifra termina 19’

197= (...9)mper = . 9
197=893871739 (Comprobacion)
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15. En qué cifra termina3019'*®
3019104 = (L..9)por= .1
Caso 3

Para niUmeros que terminan en 2, 3, 7 4 8 como:

2'=2
22=4 (..2)4=..6
22=8
24=16
25=32
2¢=64 | “Cada grupo de cuatro (4°) la Ultima cifra se repite”
27=128
28 =256
Ejemplos

16. En qué cifra termina (13)’

3'=3 3°=1243
32=9 3¢=729
33=27 37=2187
3*=81 38 = 6561

137 =(..3)4%=(..3)=..7
137 = 62748517 (Comprobacion)

17. En qué cifra termina 2008

8'=8 8°=32768
82 =64 86=1262144
8 =512 8"=2097152

84 = 4096 8¢ = 16777216
200835= (...8) ** = (...8)*...6
3008/4=752 3008=4"+ 4

18. Indicar la ley de formulacién en:

2,4,6,8, ...
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Resolucién
QUU6U& o
l +2 l +2 l +2 l
a 1 02 O3, 04 Gn

Casos Particulares

Caso 1
a,=2(1)=2

Caso 2
a,=2(2) = 4

Caso 3
a,=2(3)=6

Caso General
a, = 2n Ley de Formulacion

19. Indicar la ley de formulacién en:

]l 31 5[ 71-..
Resolucidn
]UUSU #impares
+2 l +2 l +2 l
a, a, a, a, .q
44
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Casos Particulares

Caso 1
a, =2(1)-1=1

Caso 2
a,=2(2)-1=3

Caso 3
a,=2(3)-1=5

Caso 4
a,==2(4)-1=7

Caso General
a =2n -1 Ley de formulacion

20. Indicar laley de formulacion de la serie grafica que se muestra a continuacion:

. ]

4 9 16 25
Resolucion
]UU‘?U cuadrdados
vl e
a, a, a, a, ..q,
Casos Particulares
Caso 1
a =12=1
45
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Caso 2
Q,=2>=4

Caso 3
Q,=3=9

Caso 4

a,=4=16
Caso General

a_=n*Ley de formulaci6n
21. Indicar la ley de formulacién en:

1,8,27, 64,...

Resolucidn:
1, 8, 27, 64,... cubos
O], GQ, O3, 04, "'On

Casos Particulares

Caso 1
a =1=1
Caso 2
a,=2=8
Caso 3
Q,=3*=27
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Caso 4
a,=4=464
Caso General
a_=n’ Ley de formulaci6n
22. Indicar la ley de formulaci6n en:
2,4,8,16,...

Resolucidn:

Ql,

a

«—H
«—®
4_

1, 2 3 4
Casos Particulares
Caso 1

a,=2'=2
Caso 2

Q,=22=4
Caso 3

a,=2°=8
Caso 4

a,=2*=16
Caso General

a = 2" Ley de formulacién
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23. Indicar la ley de formulacién en:
1,3,7,15,...

Resolucion

1, 3. 7, 15,...

g g

a, Q,,

Casos Particulares

Caso 1

a,=2*-1=15

4
Caso General
a = 2" -1

24, Indicar la ley de formulacién de la siguiente serie:

1,2,4,8, ...
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Resolucién:

1 2, 4, 8

l +1 l +2 l +4 l

O]/ 02’ 03’ 04’ -.a,

Casos Particulares

Caso 1
a,=2"/2=1
Caso 2
Q,=2?/2=2
Caso 3
a,=2°/2=4
Caso 4
a,=2/2=8

Caso General
a =2"/2=2""Ley de Formulacién

25. Indicar la ley de formulacién de la siguiente serie: 2, 6, 12, 20,...

Resolucion:
2, 6, 12, 20,... Productos binarios
l +4 l +6 l +8 l
aQ, a, a, a, ..q,
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Casos Particulares

Caso 1
a,=1x2=2
Caso 2
a,=2x3=6
Caso 3
a=3x4=12
Caso 4
a,=4x5=20

Caso General

a,=n(n+ 1) Ley de formulacion
26. Indicar la ley de formulacién de la serie formada por nimeros triangulares
que se muestra a continuacion:

1 3 6 10 15
Resolucion:
1, 3. 6, 10,...  # Triangulares
l +2 l +3 l +4 l
Ol O2 03, 04 On

Casos Particulares
Caso 1
a=(1x2)/2=1
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Caso 2
a,=(2x3)/2=3
Caso 3
a,=(3x4)/2=6
Caso 4
a,=(@4x5)/2=10
Caso General
a =n(n+ 1)/2 Ley de formulacion

27. 1dentificar la ley de formulacién de la serie:

Resolucion
Casos Particulares
Caso 1

Paran =1
a, = 1(3*1-1)/2=1.

Caso 2

Paran=2
a,=2(3*2-1)/2=5.
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Caso 3

Paran=3
a,=3(3*3-1)/2=12.

Caso 4

Paran=4
a,=4((3"4-1)/2) = 22.

Caso General
Para n términos
a =n(3n-1)/2 Ley General

28. Encontrar la ley general para hallar la suma de los << n >> primeros nimeros
naturales.

Resolucidn:
S =1+2+3+4+..+ n
Siendo n: nimero de sumandos.

Casos Particulares

Caso 1
Paran =1
1=1=(1(1+1))/2
Caso 2
Para n=2

1+2=3=(2(2+1))/2
Caso 3

Para n=3
1+2+3=6=(3(3+1))/2
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Caso 4

Para n=4
1+2+3+4=10= (4(4+1))/2

Caso General
Paran términos 1+2+ 3+ 4+ ..n= n(n+1)/2 Ley General

6.9

Es decir, la férmula para calcular la suma de los “n” primeros niimeros naturales,
estd dada por:

S=n(n+1)/2 Férmula

n.n

29. Encontrar la féormula para hallar la suma de los "n" primeros nimeros
naturales impares.

Resolucion

S = 1+3+5+7+..+2n - 1
Siendo n: nUmero de sumandos.

Casos Particulares

Caso 1

Caso 2

Paran=2
1+3=4=22

Caso 3

Paran=3
1+3+5=9=32

Caso 4

Paran =4
1+3+5+7=16=42
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Caso General

Para n términos

(Hay una caracteristica en los resultados 1, 4, 9 y 16? Usted no dudard en
conjeturar que cada uno es un cuadrado perfecto y es también probable que piense
que cada uno es el cuadrado del nimero de términos que se han sumado, con esto se

ha descubierto la ley de formulacion para sumar nimeros impares positivos.

1+3+5+7+..+2n-1=n?Ley General
S =n? Férmula

30. Deducir la férmula para hallar la suma de los << n >> primeros nimeros
naturales pares.

Resolucidn:

2+4++6+8+ ...+2n
Siendo n: nimero de sumandos

Casos Particulares

Caso 1
Para n=1
2=2=1(1+1)
Caso 2
Paran =2

2+4=6=2(2+1)
Caso 3

Paran=3
2+4+6=12=3(3+1)

Caso 4

Paran=4
2+4+6+8=20=4(4+1)
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Caso General

Para n sumandos
2+4+6+8+..+2n=n(n+1) Ley General

Es decir, la férmula para calcular la suma de los << n >> primeros nimeros
naturales pares, estd dado por la férmula:

S=nn+1)

31.Hallar lasumade: 13+ 23+ 33+ 43+ ...+ n3
Resolucién:

Para encontrar una férmula que nos permita calcular la suma de cubos, analicemos
4 casos particulares.

Casos Particulares

Caso 1

Caso 2
13+28=9=32=(142)?
Caso 3
13+ 23+ 3%=36=6%2=(1+2+3)?
Caso 4
13+28+33+43=100=10%= (1+2+3+4)?
Caso General
13+22+33+43+..+n%=(1+2+3+..+n)?Ley General
La ley general nos dice que: “la suma de los n primeros cubos es igual al cuadrado

de la suma de sus bases”. S=(1+2+3 + ... + n)?
32. Hallar el mdximo nimero de puntos de corte para << n >> rectas secantes.
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Casos Particulares

®

# Rectas Mdaximo
Casos Grdfico Secantes nUmero de Andlisis
(n) puntos de corte
1 2 1 1-2(2-1)
2
2 3 3 3_3(8-1)
2
3 4 6 6_A4-1)
2
4 :% o7 5 10 10-5(5-1)
2

El méximo nimero de puntos de corte (P max) de << n >> rectas secantes es:

P o =n(n-1)/2 Férmula

OBSERVACION:

Notese que en la columna de la derecha se forma una serie.

Es decir, con 6 rectas habrian 15 puntos de corte, con 7 rectas habrian 21 puntos

3 6

de corte y asi continuaria la serie.
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33. Descubrir la formula para hallar el nimero de diagonales que se pueden
trazar en un poligono de << n >> lados.

Resolucion

Casos Particulares

# de # de ol g
Casos| Poligono | lados (n)| diagonales Tota e Andiisis
de un vértice | diagonales
! 4 1 2 s Al4-3)
. .

v _5(5-3

2 5 i |
N

> 6(6-3)

NV, 6 3 9 _6(6-3)

N 7=

/o<

Caso General

#D =n(n-3) /2 Formula

De un vértice, se pueden trazar (n - 3) diagonales, luego de n vértices se trazan
n(n-3) diagonales, pero debemos dividir entre 2 porque una misma diagonal se esté

considerando 2 veces.

34. Deducir la férmula para hallar los puntos de corte de << n >> rectas secantes

a un cuadrado.

Resolucion:
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Casos Particulares

# derectas | # de puntos
Casos | Grdfico | secantes (n) de corte Andlisis
1 1 5 5=1x5=1(1+4)
2 2 12 12=2x6=2(2+4)
3 3 21 21=3x7=3(3+4)

Gaso General
Para << n >> rectas secantes en un cuadrado.

F=n(n + 4) Formula

35. Deducir una férmula para hallar el maximo nimero de puntos de corte de <<
n >>circunferencias secantes.

Resolucion

Casos Particulares

# de

Casos | Gréfico | circunferencias | # de punfos Andlisis
(n) de corte

1 €0)) 2 2 2=2(1)=2(2-1)
2 Q@; 3 6 6=3(2)=3(3-1)
3 Q%? 4 12 12 = 4(3) = 4(4-1)
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Caso General

Para << n >> circunferencias secantes.

Pc=n(n-1) Férmula

36. Deducir por induccidn, la ley de formulacion para determinar la cantidad de

tridngulos que se pueden formar en un tridngulo cortado por << n >> secantes.

Resolucion

Casos Particulares

. # de # de L
Casos Figura .. Andlisis
secantes (n) tridngulos
1 1 3 3=3x1
2 Ai 2 6 6=3x2
3 éi 3 9 9=3x3
4 ég 4 12 12=3x4

Caso General

F = 3n Férmula

Como podemos observar, al nimero de tridngulos que se pueden contar en cada
figura, se tiene que multiplicar la constante 3 (serie de multiplos de 3) por el nimero
de rectas secantes que cortan al tridngulo.

37. Descubrir la féormula para contabilizar el nimero de tridngulos simples
formados en una pirdmide de << n >> cuadrados de base (ver figura).
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Casos Particulares

®

# de
Casos Figura tridgulos Andlisis
simples

1 ] 2 2=1x2=1(1+1)
2 %’ 6 6=2x3=2(2+1)
3 % 12 12=3x4=3(3+1)
20=[@x5=4(4+1)

4 20

# de cuadrados base

Caso General

F=n(n+1)Férmula

Si quisiéramos contar el ndmero de tridngulos en una pirdimide que tenga como
base 40 cuadrados seria una tarea demasiada tediosa. Es por ello que conviene

establecer la ley de formulacién.

38. Encontrar la férmula para determinar la cantidad de tridngulos que se pueden
contar en un cuadrado compuesto por cuadriculas al trazar su diagonal principal.
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Resolucion

Casos Particulares

# de
Casos Figura tridgulos Andlisis
simples
1 ] 2 2=1(1+1)
2 6 6=2(2+1)
3 12 12=3(3+1)
20=@ (4+1)
4 20 }
# de cuadrados por lado

Caso General
F=n(n+1)Férmula

Observacién: El ndmero de tridngulos que se pueden contar en cada una de las
figuras forma la serie.

2, 6, 12, 20, 30,
N A A A
+4 +6 +8 +10

Es decir, en un cuadrado de 5 cuadraditos de lado se podran contar 30 tridngulos.

39. Descubrir la férmula para calcular la suma de los ndmeros de la enésima fila
en la siguiente pirdmide formada por esferas que contienen nlimeros impares.
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Casos Fila Suma Andlisis
] F, 1=1 1=13
2 F, 8=3+5 8=23
3 F, 27 =7+9+11 27 =38
4 F, 64=13+15+17+19 64 =43

Caso General

Sn = n3Férmula

Como podemos observar los resultados de cada fila son cubos perfectos.

Solucién Particular: Si quisiéramos encontrar la suma de los nimeros de la

fila 20 seria:

S,,, = 20° = 8000

40. Deducir la férmula para calcular la suma de la << n >>-sima-fila en la

siguiente pirdmide formada por esferas que contienen nimeros pares.
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Resolucion

Casos Particulares

Casos Fila Suma Andlisis
1 F, 2=2 2=1x2=1x(12+1)
2 F, 10=4+6 10=2x5=2x(2%+1)
3 Fs 30=8+10+12 30=3x10=3x(3%+1)
4 F, 68=14+16+18+20 68=l4X] 7=4x(4%+1)
# de términos

Caso General
Sn =n(n?+ 1) n: # de términos
Solucién Particular: La suma de los nimeros de la fila 10 es:
Fo,=10(10°+1)=1010

41. Aplicando la propiedad log a.b = log a + log b. Deducir la férmula del
logaritmo de una potencia.

Resolucién
Caso 1
log 52 =log(5 x 5) =log 5 +log 5 =2 log5
Caso 2
log 53 =log(5 x5x%x5)=log5+Ilog5+logb=3logs
Caso 3

log 5*=log( 5 x5 x5x5)=log5 +log5 +1log5 +1og5 = 4logs
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Caso General

Después de examinar los patrones que se van creando, se puede generalizar para
el caso de cualquier a > 0.

log a"=n.log a

42. El siguiente mosaico, corresponde al disefio de un embaldosado de una
sala de uso multiple tal como la que se muestra en las figuras que se presentan a
continuacién. Cuando se hayan colocado 81 baldosas rojas ;Cudntas baldosas
blancas se requerirdn?

Fig. 1

Fig. 2

Fig. 3

Resolucién

En base a las figuras anteriores, observemos que se puede formar una serie
numérica tomando en cuenta los cuadraditos que aparecen pintados de color rojo y
los que aparecen sin pintar (blanco).

Rojo:5,9,13, ...

Blanco: 4, 16, 36....

En base a las series numéricas anteriores, escribamos el término general de cada
serie
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Rojo Blanco
Fig. 1 a,=4(1)+1=5 a,=(2%1)2=4
Fig. 2 a,=4(2) +1=9 a,=(2*2)?2=16
Fig. 3 a,=4(3) +1=13 a,=(2%3)?=36
Fig.n a,=4n+1 Q, =4n?
a,=4n+1
81 =4(n) + 1
n = 20(fig. 20)
a, =4n?

a,, = 4 *20?= 1600 Baldosas

43. ; Qué nimero sigue en la serie?
27,23,19,15,
Resolucién

Cuando la disminucidn es leve en la serie, se trata de una resta; en este caso al
ndmero base restamos 4.

44. ; Qué nimero sigue en la serie?
17,24, 31, 38,
Resolucién

Cuando el aumento es leve en la serie, se trata de una suma; en este caso al
ndmero base sumamos 7.

17, 24, 31, 38, 45,
+7  +7 7 7
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45. ; Qué nimero sigue en la serie?
20000, 4000, 800, 160,
Resolucion

Cuando la disminucidn es fuerte en la serie, se trata de una division; en este caso
al nimero base se divide entre 5.

20000,4000, 8001 6(&%2
5 W% s

46. ;Qué nimero sigue en la serie?
6, 24, 96, 384,
Resolucién

Cuando el aumento es fuerte en la serie, se trata de una multiplicacion; en este
caso al nimero base se multiplica por 4.

& 24, 96 3841536
A
¥4 *4 *4 ¥4

47. ;Qué nimero sigue en la serie?
4, 6,12, 14,28,
Resolucion.

En este caso, en el primer ciclo la serie aumenta de manera suave y en el segundo
ciclo de manera fuerte, por lo tanto, concluimos que se trata de una suma y un

producto.
4, 6, 12, 14, 28, 30,
NSANANGA
+2 %2 +2 *2 42

48. ; Qué nimero sigue en la serie?

741,247,246,82,81,
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Resolucion
Como se observa, la serie disminuye de manera fuerte en el primer ciclo y de

manera suave en el segundo ciclo, lo que nos conduce a pensar que se trata de una
divisién y una resta.

49. ;Qué niimero sigue en la serie?
3.10, 17,22, 27, 30,
Resolucion.

La serie va aumentando suave y cada dos ciclos mds suave.

3. 10, 17,22, 27, 3(&33,
NN
+7 +7 +5 +5 +3 +

Lo que nos hace suponer que se trata de una suma en orden decreciente.
50. ;Qué nimero sigue en la serie?
2,6,24,120, ____

Resolucién

La serie va aumentando, pero cada vez mds fuerte.

2, 6, 24,120, %QQ'
A A
*3 *4 *5 %6

Lo que nos hace suponer que se trata de un producto.

51. ;Qué nimero sigue en la serie?

3,7.12,19, 29,
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Resolucion

En algunas ocasiones, la regla computacional no se la puede identificar de manera
directa, se hace necesario volver a analizar la nueva serie que aparece en la parte
inferior para encontrar el patrén de referencia.

3. 7.12,19,29,

NN

+4 +5 +7 +10+14
NI
+1 +2 +3 +4

52. ;Qué nimero sigue en la serie?
1,7,25,61,121,
Resolucién
A partir del primer andlisis pareceria no existir un patrén de referencia, en muchos

de los casos se hace necesario seguir analizando los sub niveles hasta encontrar la
regla computacional.

53. ;{Qué nimero sigue en la serie?
17,15,14,13,11, 11,
Resolucién

En este caso hay que analizar la serie saltando un término. Puesto que si analizamos
de forma continua no vamos a poder encontrar una regularidad

-2 -2

N
17,15,14,13,11,11, 8
NN

-3 -3 -3
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54. ; Qué nimero sigue en la serie?
15, 14,7, 21, 25, 24,
Resolucion

Como se puede observar en esta serie, con los nimeros del 1 al 4 van realizandose
las cuatro operaciones.

15,14, 7, 21, 25,24, 12
NN NN
-1 #2*3+4 -1+2

55. ; Qué nimero sigue en la serie?
2,7,22,67,

Resolucion.

Analizando la serie, concluimos que aumenta 5 unidades a partir del nimero base
y luego va triplicdndose a partir de las 5 unidades del nimero base.

2, 7, 22,67,202
NN
+5+15+45 +135
N\
*3 *3 *3
56. ;Qué nimero sigue en la serie?

2,7,27,136,

Resolucion:

2*3+1=7
7*4-1=27
27*5+1=136
136*6-1=815

2,7,27,136,815
57. ;Qué nimero sigue en la serie?

1,2,3,1,4,9.1,8,
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Resolucidn:

11,21 31 12 92 32 1323 33
1,2,3,1,4,9, 1,827

58. ;Qué ndmero sigue en la serie?
29,3,32,4,36,5,41, 6

Resolucion

59.;Qué ndmero sigue en la serie?
3. 13, 53, 213,

Resolucion.

3 13 53 213 853

N

+10 +40 +160 +640
*4 4 *4

60. Determinar cudntos segmentos rectos se necesitardn para formar la figura

ndmero 10.

Fig.- 1 Fig.- 2 Fig.- 3 Fig.- 4 Fig.- 10

[

Resolucion

Una aplicaciéon del razonamiento inductivo son los patrones numéricos, los
mismos que nos permiten predecir “lo que viene después” en una lista de nimeros.
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En nuestro ejemplo, si elaboramos un cuadro con la informacién dada nos queda:

Figura 1 2 3 4 10
NUmero de
Segmentos ] 3 6 10

Del nimero de segmentos se deduce la serie:

\/’\/’\/’\/’\/’\/\/\/\/’

+2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9  +10

Aplicando el método de sumas sucesivas podemos determinar que la Figura
N° 10 tiene 55 segmentos

61. ;Qué letra sigue en la serie B,D,G,K,...?
Resolucién.

“La serie inicia en “B” y se desplaza “2” letras hacia adelante, luego se desplaza
“3” letras hacia adelante, ““4” letras hacia adelante y consecuentemente para encontrar
la siguiente letra de la serie habria que desplazarse 5 letras hacia delante, con lo cual

llegamos a la letra O.

ABCDEFGHIJKLMNNOPQRTUVWXYZ
e e N
2 3 4 5

62. ;Qué letra sigue en la seriec A,E,D,H,G,...?
Resolucion.

“La serie inicia en “A” y se desplaza “4” letras hacia adelante, luego regresa “1”
letra y continua la serie literal con este patrén”.

ABCDEFGHIJKLMN

4 4 4

Consecuentemente, la siguiente letra de la serie seria la K.

a
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63. Seiiale los dos elementos que faltan en la sucesion:
]ICI4IGI8IL1_1_
Resolucion

Si vamos dando valores a cada una de las letras del abecedario la letra C tomaria

el valor de 3, la letra G tomaria el valor de 7, la letra L tomaria el valor de 12,
consecuentemente, nuestra serie estarfa formada de la siguiente manera:

1, 4,

8. 13,

J—

3, 8
|
C,

Q<X

12,
b
1, L 13, Q

4, , 8.

Observemos en la serie numérica que se va sumando 2 para el segundo término,
1 para el tercer término, 3 para el cuarto término, 1 para el quinto término, 4 para el
sexto término, 1 para el séptimo término y 5 para el octavo término.

PROBLEMAS PROPUESTOS

En los ejercicios del 1 al 4, observar la lista de igualdades que se presentan para
predecir cudl serd el resultado de la operacion que se indica al final de cada ejercicio.

1. 15873 x7=111111
15873 x 14 = 222222
15873 x 21 = 333333
15873 x 28 = 444444

15873 x 56 = ...
2. (1x9)+2=11
(12x9) +3=111

(123x9) +4=1111
(1234x9) +5=11111

(12345678 x 9) + 9 =...
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3.37x3=111
37 x 6 =222
37 x9 =333
37 x12 =444
37 x24=...
4. 124 1=22-2
2+2=3-3
32+3=42-4
82+8=...
5. (De cuantas maneras diferentes se puede leer el nombre Maria usando letras
vecinas?
A
A
RIT[A
AR[T|A
IMIA[A]T]A

6. ;Cudntos palitos se requieren para formar la figura 40?

K oed oegd

Fig.- 1 Fig.- 2 Fig.- 3 Fig.- 40

7. (Cudl es el nimero que sigue en la serie?
2,4,6,36,42,
8. (Cudl es el nimero que sigue en la serie?

2,6,11,18,28, __
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9. Escribir la siguiente letra de la serie:
A H G MKO, __
10. ;Cudntas permutaciones pueden hacerse con las cifras 1, 2, 3, 4, 5, 6?

11. ;De cudntas maneras es posible responder un examen de 10 preguntas tipo
verdadero-falso?

12. En la siguiente multiplicacion. ;Cuadl es la suma de las cifras del producto?

1 *x Kk 1

* *
*x 4 4 *

*x 4 4
*x 6 8 6 *

13. Sumar:

S= 2+2+2+2+ +22°°0

14. ;Cuantos carritos de color rojo hay en total en la siguiente figura?

=i\
oo
= -
oo oo
. PawiPawitant
-\ - - | - - -\
o 00—00—0 o—00—00—0
-\ - -\ - - o - -\ - -
o 00 00 00000 o 00—00—00—00—0

-\ - @ -\ -\
0—00—0 0—00——0

1 2 91 92
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15. ;Cuantos triangulos se pueden contar en total en la figura formada por
cuarenta pisos.

1e" piso
2% piso
3¢ piso

L1 -1 -] L~~~ 40piso

16. Hallar la suma de las cifras del producto indicado.

P = 2222 ...22 , 9999 ...998
99 cifras 100 cifras

17. Observe la lista de igualdades que se presentan a continuacion, si es una
regularidad, establecer una ley general:

22+ 32 + 62=77
3+ 4241222132
42+ 52+ 202 = 212

18. ;Qué férmula puede deducir al multiplicar cuatros nimeros naturales
consecutivos?

Ejemplo

1 x2x3x4=24
2x3x4x5=120

19. Se desea trasladar los “n” discos de la primera varilla a la tercera, tal como se
muestra en el grafico. ;Cudntos movimientos como minimo se debe hacer, tomando
en cuenta que un disco grande no se puede colocar sobre un pequeiio.
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20. Halle la suma de todos los nimeros del siguiente arreglo numérico.

112(3(4]...]...]120
2(3(4|5]...|...|21
3[4(565|6]...|...122
41516|7]...|...|23
20(21|22|23]...| ... |39

21. ;Cuantos tridngulos se podran contar en total al trazar la diagonal principal
de un tablero de ajedrez?

22. Calcular el valor de:

Mol g b 1 o

1x2 2x3 3%x4 100X 101
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RAZONAMIENTO DEDUCTIVO

El razonamiento deductivo consiste en aplicar una ley ya demostrada a ciertos
casos particulares, y es la base de las demostraciones matematicas. Demostrar una
propiedad es deducir a partir de otras anteriormente ya demostradas.

Este tipo de razonamiento garantiza la verdad de la conclusion si la informacién
de la que se parte es verdadera.

EJEMPLO.-
1. ;Cuantos divisores tiene el nimero 600?
a. COMPRENDER EL PROBLEMA
(Qué quiero saber?
b. CREAR UN PLAN PARA RESOLVER EL PROBLEMA
Seleccionamos la estrategia, en este caso emplear el razonamiento deductivo.
c. PONER EN PRACTICA EL PLAN
Expresemos 600 en funcién de sus factores primos:

600=23*52*3
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Dado el nimero:
N=qg** b * cv

La cantidad de divisores (cd) del nimero compuesto estd dada por la férmula:
cd (N) = (a+1) (B+1)(y+1)

Consecuentemente en nuestro caso seria:
cd(600) = (3+1) (2+1) (1+1) = 24 divisores
d. EXAMINAR LO HECHO

Para verificar el resultado, se debe establecer todas las combinaciones posibles
entre los factores primos de 600 para poder determinar los 24 divisores.

2. Sim?=2,;Cudl es el valor de (m+1) (m-1)?
Resoluciéon
(M+1)(M-1)=m2-1
Como m? =2 por tanto
m2-1=2-1=1
3. .Deducir la férmula para calcular el volumen de un prisma:
Resoluciéon
Para comprender de manera préctica la férmula, consideremos que tenemos un

montoén de placas rectangulares muy delgadas, (se considera despreciable su espesor)
del mismo tamafio, apiladas una sobre otra, tal como se muestra en la figura.

Como podemos observar, la acumulacion de placas forma un cuerpo volumétrico
cuya altura correspondera al nimero total de placas.

Por tanto, el volumen de un prisma es el producto del area de la base por la altura.
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| h V= Ab. h
) V=ab.h
b
a

Es 16gico pensar que si el 4rea de una figura plana es el producto de 2 dimensiones,
el volumen de un cuerpo debe ser el producto de las 3 dimensiones. Desde luego,
cualquier cara del prisma puede considerarse como base y por ende vamos a obtener
el mismo volumen.

4. Hallar lasumade ( 1 +2+ 3 + 4+ ... + 1000)

Resolucién.

€69

La férmula para hallar la suma de los “n” primeros términos de los nimeros
naturales es:

S=n(a+u) /2

Donde:

a = primer término

N = nUmero de términos
U = Ultimo término

Aplicando esta férmula en el problema, tenemos que:

S =n(a+u)/2
S =1000(1 + 1000) / 2= 500.500

3 3 3
5. Calcular: 16 lé\m

Resolucion.

n ) N = n]
Por regla de radicales sabemos que: A YA YA.. A

En el ejercicio propuesto tenemos que:

J1631616... = W16 ={16= K2 =4
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6. La suma de dos nimeros es 164 y su cociente es 3. Hallar dichos niimeros:

Resolucion

a+b=164

a/b=3

a=3b

3b+b =164 a=3b
4b =164 a=3(41)
b =41 a=123

7. La figura esta formada por tridngulos equilateros y el drea del poligono ABCD
es 323 cm2. Hallar su perimetro.

Resolucién
Por tanto el area de un tridngulo equilatero es 32%/ 8 =43
Al sustituir el valor del 4rea en la férmula A = L“/?/ 4 nos queda

32V3/8=12V3/ 4

De donde L = 4
Por lo tanto, el perimetro del trapecio seria P = 8L
P=8(4)=32cm

8. Calcular el valor de la expresion que se indica a continuacién haciendo uso de
los productos notables y propiedades de los exponentes.

4
E=V1+26(30+1)(3¢+1)
Resolucion

E=1+(3-1)(3+1) (3 +1)
E=1+(35-1)(3+1)

E=\1+32-1="32=97
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9. El centro del circulo es O y OA es perpendicular a OB. Si el drea del tridngulo
es a2. ;Cudl es el drea del circulo?

A N\B

N

Resolucién

A
a?

(loxh)/2 Ao = Tir?
r)/2 A, =T 202

(rx
20?

S

10. El largo de un rectdngulo estd dado por la expresion 3x+2y y su perimetro
10x + 6y. Determinar el ancho en término de X € .

Resolucidn
P=2(L+q)
a=(P/2)-L

a=(10x + éy)/2 - (3x + 2y)
a=5x+3y-3x-2y
a=2x+y

11.Sia :\/7\/? b =V§-V7y C =V§-V§. Halle A

SiA=(a?/bc +b?ac + c?/ab)®

Resolucion.

a="\7-5

b=V3-V7

c=V5-V3
a+b+c=0

Sabemos quesia+b +c=0-> a®*+ b®*+ c*=3abc

A = (a’/bc + b¥ac + c¥/ab)>=((a® +b® + ¢¥)/abc)’ = (3abc)/abc)® = 3° = 243
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12. Sumar los niimeros irracionales V2 + 8 aplicando los dos
algoritmos descubiertos por el célebre sabio indio Bashkard (siglo XII )

/G ++B=+a b+ 2Vab y Va+b= /72@% ]>2

Resolucion.

12 B =278 2T B =T

«/§+«/§=/2<@+ 1>2=“/2 9=118

13. Calcular el area de un circulo cuyo radio es de 3 cm, aplique la formula mas
conocida como de Rhind que utilizaban las antiguas civilizaciones segun hallazgos
encontrados en los papiros de Ahmés. A = ((8/9) d)?

Resolucién.
A=(8%6/9)?
A =28.44cm?
14. Sabiendo que: El valor de las carteras Ay B juntas es $15, el valor de las

carteras B mas C es $17 y ninguna letra es 7 ni mayor que 9.Hallar el valor de la
cartera B

Resolucidn:

Se deduce que la diferencia de precio ente las cartera C y A es
de $2.Por las condiciones del problema se deduce que la cartera A
cuesta $6, la cartera C $8 y consecuentemente la cartera B $9
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15. Si, Vx +y - Vx- Ay =2y

Calcular /x ++/y ++/x - Vy

Resolucién

Ax +4ly - Vx - Ay = 2y (1) Hipétesis
Vx+ly +x-ly=z  (2) Tesis

Multiplicando las ecuaciones 1 y 2 nos queda:

<4x oy A w)(w s w) oy

<4/x +«/7>2- <ﬂ/x - 4/7>2= 27y

x +y - x + vy = 2z+/y Propiedad de los exponentes
2 Ay = 2z W/y Reduccién de términos semejantes
2 = 2z Simplificado

z=1

16.Si,a-b=b-c= % Calcular el valor de:
E=(a-b)*+(b-c)*+(a-c)’)/30

Resolucién

a-b=T3

b-c =T3/?

a-c= 2W3/3_

(3) +673)+ (2773) sustitucion
10

_3+3+8x3 _30 _
30 30

E=

E !
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17. Un mago desea cubrir completamente una mesa de forma circular con un
mantel. Escriba la expresion algebraica que comprenda el drea total del mantel (se
considera despreciable el espesor del tablero).

Area del tablero
A =mr?

Area de la parte lateral
A =2mrh

Area total del mantel -
At= qu? + 2mrh
At = qur(r + 2h)

18. Andrés tiene una placa de oro de forma cuadrada. El estd analizando qué
es mas conveniente; si hacer una sola medalla de forma circular o hacer cuatro
medallas de forma circular. Demuestra mediante procesos de cdlculo en cudl de las
dos opciones usa més oro.

Resolucion

Caso 1
A, = Ag-4A,
A, =17 - 4(nr?)
A, =1612- 4mr?
A, =47 (4-m)
Caso2
/ \ A = Ao- A,
rR=2r | A, =1?-nR?
A =1617-n(2r)7
A, = 1617~ 4nr?
A =4r? (4-n)

En los dos casos utiliza la misma cantidad de material, pero al ser de oro,
considerando el costo de comercializacion, seria recomendable hacer las 4 medallas
circulares.
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19. Calcular el valorde E=(6 £ 4) £ (10 £ 7), si:

meLn=(m-n,sim>n
m+n,sim<n

Resolucidn
E=6-4)2(10-7)>m>n
E=223-2>m<n
E=2+3=5

20. Hallar el drea sombreada del tridngulo que se muestra en la siguiente figura,
en donde el lado del cuadrado ABCD mide X cm.

B C

Resolucidn

El 4rea del tridngulo sombreado es igual a la mitad del drea del cuadrado menos
el area del tridngulo MDC.

A, =x2[2 - ((x/2)x)/2 = x*/2 - x*/ 4 Aplicando las férmulas

Por tanto: A_ = x?/4

21.Sia-b=1yab=6,calcular el valor numérico de a’ - b
Resolucién

a-b =1 Por hipdtesis

(a-b)® =1 Elevando al cubo ambos miemlbros
a®-3a? b + 3ab?- b3 = 1 Desarrollando el binomio

a®-b2-3 ab(a-b) =1 Factorando
a®-b3-3(6)(1) =1 Por hipdtesis
a®-p3=19
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22.Sia/2=b/6=c/8ya+b+c=24probarquea+b=c

Resolucion

Como la suma de los antecedentes es a la suma de los consecuentes, podemos
establecer las siguientes relaciones de proporcionalidad:

(a+b+c)/2+6+8)=a/2=b/6=c/8
Por hipétesis a+ b + c =24

24/16 =a/2 > a=3

24/16 =b/6 > b=9

24/16 =c/8 > c=12

Con los valores calculados vemos que se verifica laigualdada+b=c
23. Transformar V21 + 4V27 en la expresion equivalente V12 + 3
Resolucion

Por férmula sabemos que:

Va +Vb =V(a +c)/2+V(a-c)/2 conc =Va?-b

Siempre que a* - b sea un cuadrado perfecto

V21 + 427 =V21 ++42x 27 =\ 21 ++432
a?- b =21%-432 =9 Cuadrado perfecto

Para esto calculemos primeramente C

C=Vaz-b=\212-432=9 =3

Aplicando la férmula

V21 +Va32 =\ (21 + 3)72 +V(21 - 3)/2

V21 +V432=12+3
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24, Calcular la raiz cuadrada aproximada de V26 , utilice la férmula que aparece
en una tableta 1600 A.C. en Yale usando la férmula:

(a>+h)"?=a+h/2a

Resolucion

V26 =(5+1)" =5+1/10=5.1

25. Multiplicar 21*17 aplicando la férmula algebraica que utilizaron los
babilonios

a*b=((a+b)?-a?-b?)/2

21 %17 = ((21 +17)2-212-172)/2 = 714/2 = 357

a*b=(a+b)Y/4-(a-b)Y/4

21% 17 =21 + 17)%/4 - (21-17)%/4 = 361 - 4 =357
PROBLEMAS PROPUESTOS

1. La suma de dos niimeros es 60, su cociente es 3 y el residuo es 4. Hallar dichos
nimeros.

2. La diferencia de dos niimeros es 150,y el cociente es 7. Hallar dichos niimeros.

3. La diferencia de dos nimeros es 21, el cociente es 4 y su residuo es 3. Hallar
dichos niimeros

4. Calcular el drea de la region sombreada sabiendo que: el arco AB ha sido
trazado con el radio OA y la semicircunferencia AB con el radio QA.
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5. Sobre una mesa cuadrada de lado 1m se encuentra un mantel cuadrado también
de lado 1m, el cual cubre la mesa completamente. Este se rota un dngulo de 45°
alrededor del punto de interseccién de las diagonales. Hallar el area de los retazos de
mantel que cuelgan de la mesa.

6. Un vendedor recarga el precio de sus articulos en un 25% de su precio de costo
(Qué descuento deberia hacer para no ganar ni perder?

7.51, a-b=b-c= d“/g calcular el valor de

_((ac)’+ (b-c)’+ (a- b))

1013

8. Supongaque ab=2a*>+c y a-b=c,entoncesa="?

9. (Para qué dngulo “ x” es tan(20° - x) = cot(6x + 20°)?

10. Los nimeros: log 10 ; log(2* - 28) ; log(8.2* -24) forman en ese orden una

[33 L)

progresion aritmética .Calcular el valor de “x

11. Si la magnitud de la diagonal de un cuadrado es V2 x. Expresar el drea del
cuadrado en término de x.

12.Sia+b=2;a%>+b>=10.Halle a> + b’

13. En la siguiente figura: si el drea del cuadrado pequefio es 5cm?, emplea un
método rdpido para hallar el drea del cuadrado grande.
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14. En la siguiente figura: calcule el drea de la regién sombreada “A ", si el drea
de la regién sombreada “A,” es de 4cm”.

A

z

15. Calcular el 4rea del circulo que se muestra en la figura, si AB =102 y
n=3.14

>

16. Si el perimetro de la figura formada de cuadraditos es de 56 cm, hallar el
perimetro del circulo inscrito en uno de los cuadraditos.

17. En la figura que se muestra, los circulos son tangentes, el circulo de centro
O, tiene un radio tres veces mayor que el circulo de centro O,. ;Cudl es el valor del
radio del circulo mds grande, si el radio del circulo O, es 3cm?

0\

18. El tridangulo equildtero ABC estd sobrepuesto al tridangulo equildtero EFG,
los mismos que son congruentes. Si AE=EC=CG=6cm. Calcular el perimetro de la
figura formada en linea continua.
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19. Tres ndmeros en progresién aritmética creciente dan por producto 15795, el
menor es 15. ;Cudl es la suma?

20. Los nimeros: senf/6 ; cos 0 ; tan 0 de la sucesion corresponden a una
progresion geométrica . Hallar el valor de ““ 0” en el primer cuadrante.

22. Hallar la medida del dngulo A de un tridngulo ABC, conociendo que
m4C=2m4A;3b=2\/3—c

23. La suma de dos nimeros es 134 y su diferencia es 8. Hallar dichos ntimeros.
24. Si a/b +b/a = 2. Hallar M = (a*> + b?)/ab + (3a + 9b)/(2a - b)

25. ;Para qué dngulo agudo x es sen (4x+20) = cos3x?

26. Calcular Sen 80° - Cos 10°sin hacer uso de medios digitales.

27. Hallar el valor de la expresion: (tan 70°- tan 10° )/(1 + tan 70 © tan 10°) sin
calculadora.

28. Rosa tiene 5 cajas que contienen algunas cartas marcadas con las letras A, B,
C,D yE, Como se muestra en la figura. Ella quiere eliminar cartas de las cajas de
manera que, al final de cada caja contenga una sola carta, y que ningtin par de cajas
contenga cartas marcadas con la misma letra. ;Qué letra tendrd la carta que quedara

en lacaja5?
B | A
D E
1 2 3
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HACER UN DIBUJO QUE
REPRESENTE EL ANUNCIADO

Para resolver un problema, en muchos de los casos se hace necesario utilizar un
gréfico, los graficos pueden representar objetos concretos, lugares o situaciones y se
utilizan para facilitar la vision de un hecho.

Esta estrategia de utilizar un dibujo y volcar en el los datos del problema nos
ayuda a comprender mejor el enunciado del mismo.

A veces, una imagen vale mds que mil palabras, en el dibujo o esquema que hagas
debes incorporar los datos mds relevantes y prescindir de lo demds, no necesitas
hacer un dibujo muy preciso, el objetivo es que sirva de apoyo para avanzar en
la solucién del problema, aqui juega un papel muy importante la imaginacion y la
creatividad del individuo

EJEMPLOS.

1. Un queso y una leche cuestan $3, un queso y tres leches cuestan $4.50. ; Cuanto
cuesta un queso?

a. COMPRENDER EL PROBLEMA
Lea nuevamente el enunciado del problema

b. CREAR UN PLAN PARA RESOLVER EL PROBLEMA

Buscamos posibles estrategias. En este caso seleccionamos la estrategia de hacer
un dibujo.
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c. PONER EN PRACTICA EL PLAN

Aplicamos la estrategia de utilizar un dibujo:

ad

| ——

3
$4.50

El precio de dos leches es $4.50 - $3 = $1.50

Por tanto: una leche cuesta $0.75 y consecuentemente, el precio del queso es:
$3-$0.75=$2.25

d. EXAMINAR LO HECHO

Un queso y una leche cuestan $3 = $2.25 + $0.75
Un queso y tres leches cuestan $4.50 = $2.25 + $2.25

2. Si la longitud de un rectangulo es el doble de su ancho y su perimetro es 24cm.
(Cudles son las dimensiones del rectangulo?

Resolucion:

Esquematizando, corresponderia dibujar el largo del rectangulo, el doble de su
ancho. Si al ancho notamos con x, el largo seria 2x.
a=x,l=2x

—>—

Como sabemos, el perimetro es la longitud del contorno de la figura. En este caso
por ser rectangulo seria:

P=21+2a 24 = 4X + 2X X =4
24=202X) +2X 24 =6x

Consecuentemente: 1 =2(4) = 8cm y el a =4cm.

3. Por dos panes y un pldtano se paga 65 centavos; por un pan y dos platanos se
paga 55 centavos. ;Cudnto cuesta un pan?
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Resolucidn:

< & L 3

65 centavos 55 centavos

De las gréficas, se deduce que la diferencia de precio entre un pan y un platano es
de 10 centavos, 65 - 55 = 10 centavos.

Empleando la técnica del tanteo inteligente, se llega a la conclusion que cada pan
tiene un costo de 25 centavos y un platano 15 centavos.

4. La longitud de un rectangulo es 4cm mayor que su ancho y el drea es 60cm?.
Calcular las dimensiones del rectangulo.

Resolucion

alL=A x-6=0

X(x + 4) =60 X=6

X2+ 4x-60=0  Ancho =x=écm

(x +10)(x-6) =0 Largo = x+4 = 6+4 =10cm

5. Sobre un mismo plano horizontal estan dos esferas separadas por una distancia
de 300cm. En un instante dado, se hacen avanzar simultineamente una contra otra a
velocidades de 30 cm/s y 20 cm/s respectivamente. ;En qué tiempo y a qué distancia
de la primera se chocan?

Resolucion:

A . < B

L

/71N v,=30cmys VA=26cm/s/ ™\
K_/} X 300—XA<J

I 1 | i |

I A I B 1
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En el esquema gréfico, asumimos que las dos esferas se van a chocar en un punto
Py consideramos que x es la distancia recorrida por la esfera A y consecuentemente
300 - x es la distancia recorrida por la esfera B.

Dado que las esferas parten simultineamente, el tiempo que transcurre hasta
encontrarse es el mismo, por tanto:

to=t
XV, =X /V,
X/30 = (300-x)/20

Resolviendo la ecuacién tenemos que:

2x =900 - 3x
5x =900

x =180

Es decir:

X, =180cm

Abhora calculemos el tiempo transcurrido:

;= X4 _ 180cm
vV, 30cm/s
t=6s

Con estos resultados, sabemos que las esferas se chocan a 6s y a 180cm del punto
de partida de la esfera A.

6. Una madre quiere repartir medio queso a sus dos hijos. ;Cudnto recibe cada
uno?

Resolucidn

Para comprender mejor el problema esbocemos un pequefio grafico:

=+
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Cada uno recibird la cuarta parte de queso, es decir:
1/2+2=1/4.

Si el resultado de dividir 1/2 entre 2 es 1/4 es obvio entender que la fraccién 1/2
se ha multiplicado por el inverso de 2.

12+2=12x1/2=1/4.
Es decir que la division se transforma en producto al invertir el quebrado divisor.

Gréficamente, el producto de 1/2 x 1/2 = 1/4 representa la zona de doble rayado.

7. A un seminario de fisica asistieron 30 profesores, de los cuales: la mitad son
mujeres y de ellas, la tercera parte son casadas. ;Cudntas mujeres solteras asistieron
al seminario?

Resolucién

Para comprender de mejor manera el problema representemos
graficamente:

Mujeres

15 Hombres

De las 15 mujeres, necesitamos ubicar las dos terceras partes que son solteras
pues sabemos que la tercera parte son casadas.

Solteras Casadas

15 Mujeres

55 5
15 Hombres
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Observando el grafico, concluimos que son diez las mujeres solteras. Todo este
proceso se reduce a un producto de fracciones:

30x1/2x2/3=10

8. Un pequeiio comerciante reparte las utilidades de su negocio de la siguiente
manera: al comercializador le entreg? la tercera parte de sus utilidades, a la secretaria
la cuarta parte de sus utilidades y al contador el resto. ;Cudnto le correspondié al
contador?

Resolucién
Para saber cudnto le corresponde al contador, debemos restar del total de las

utilidades la suma de las utilidades que le tocé a la secretaria y al comercializador.
Para visualizar mejor observemos el problema en forma gréfica:

Utilidades Comercializador Secretaria
1-(1/3+1/4)

Para seguir resolviendo en forma grafica podemos hacer uso de las fracciones
equivalentes. De tal forma que todos tengan el mismo denominador. (Fracciones

homogéneas).
4 h
- 4 + &:
N Y
Utilidades Comercializador Secretaria Contador
12 4

12 /4, 3\_ 5
12 12+12> 12

Por tanto, el contador recibe los 5/12 de las utilidades.
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9. Determinar los elementos de los conjuntos A y B, sabiendo que:
AAB={25"7}

A-B={2}

AUB={12357}

Resolucion

Para esto, vamos a ubicar los elementos del conjunto de cada uno de los operadores
indicados en un diagrama.

Esto es; paraA— B = {2}

Como A AB = {2,5,7}. Por tanto, los elementos que pertenecen solo al conjunto
Bson5y7.

A B

Finalmente, como A UB = {1,2,3,5,7}, se deduce que los elementos de la
interseccion son 1y 3.

A B

Con este diagrama, podemos escribir los elementos de los dos conjuntos.
A={123}B={135,7}
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10. Un nifio tiene dos cajas, una contiene bolas blancas y otra contiene bolas
negras. Toma diez bolas blancas y las revuelve con las negras. Después, toma diez
bolas de la revoltura y las pone en la caja de las bolas blancas. Si la caja que contenia
bolas blancas ahora tiene 4 bolas negras, ;cudntas bolas blancas hay en la caja de
bolas negras?

Resolucion

00000000
00000000
00000000
00000000

Como se sabe que en la caja B ahora hay 4 bolas negras, se deduce que seis de las
diez bolas eran blancas, consecuentemente nos quedarian 4 bolas blancas en la caja
de las bolas negras.

11. El cateto AC del tridngulo rectangulo ACB se divide en 8 partes iguales. Por
los puntos de division, se trazan 8 segmentos paralelos al cateto BC que mide 12cm.
Hallar la suma de los 8 segmentos.
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Resoluciéon
B r”1”’5’”’3”’r ffffff To-mm - B
12 L 12
/{ﬁ rls | t]ulv|w A alrifs | tlu]v|w
A c A c

Si los 8 segmentos fueran de la longitud del segmento BC, la suma seria
8 * 12 = 96cm. Pero como se observa en la figura de la derecha, en la cual hemos
trazado lineas auxiliares para formar un rectdngulo, dichas longitudes se reduce a la
mitad, como se explica a continuacién:

* La longitud de los segmentos w y p forman un segmento igual a BC.

* La longitud de los segmentos v y q forman un segmento igual a BC.

* La longitud de los segmentos u y r forman un segmento igual a BC.

* La longitud de los segmentos t y s forman un segmento igual a BC.

Es decir, tendriamos cuatro segmentos de la longitud del segmento BC.

4 * 12 =48cm

Oloqueeslomismo:p+q+r+s+t+u+v+w=(12(8))/2 =48 cm.

12. Encuentre el resultado del producto 2/3*4/5 utilizando fracciones circulares.

Resolucién
Primero representamos la fraccion 2/3 utilizando fracciones circulares.
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Abhora, volvemos a dividir a cada tercio en 5 partes iguales.

Finalmente, corresponde hacer un corte cada dos marcas para dividir los dos
tercios en cinco partes iguales y tomar las cuatro quintas partes de las dos terceras
partes, lo que nos da como resultado 8/15.

8/15 )

2 4 _
— % —=
3 5 15

13. Encuentre el resultado del producto 4/5 * 2/3 utilizando la recta numérica.
Resolucién

Para esto, vamos a considerar una unidad de medida arbitraria a la cual la vamos
a dividir en 5 partes iguales, de las cuales vamos a tomar 4 de ellas.

| | | | [
| | | | [

|
I
0
N J

1/5 2/5 3/5 4/5 1
\f
4/5

Ahora, volvemos a dividir en 3 partes iguales cada quinto del segmento.

PR IR S IR S T T R T I

1
I Y O B I

|
I
0
N J

1/5 2/5 3/5 4/5 1
\f
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Finalmente, tomemos las dos terceras partes de los cuatro quintos, para lo cual
marcamos con un punto cada cuatro marcas (12 + 3 =4), 1o que nos da como resultado
8/15.

v 8/15 4/5 1

Las 2/3 de los 4/5
4/5*2/3=8/15

14. Por 1 pifia, me dan 8 pldtanos; por 2 manzanas, recibo 6 platanos.
(Cudntas pifias debo dar por 8§ manzanas?

Resolucion

Como sabemos la equivalencia de las pifias en platanos, debemos buscar el
equivalente de las 8 manzanas en platanos.

CY TN N R
O
Y R AR
WO I

Es decir, por 8 manzanas debo recibir 24 platanos. Ahora, si con los 24 platanos
formamos montoncitos de 8 que equivale a una pifia, nos queda:
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Por tanto: Debo dar tres pifias.

15. Si se lanza dos dados uno de color blanco y otro de color rojo, ;Cudl es la
probabilidad de obtener 7 puntos en total?

Resolucion

1 23456

Este resultado indica
que se obtuvo 1 punto
en el dado blancoy 6
en el rojo

.
o0 AW N —

Casos totales n(2) =6 x 6 =36

Casos a favor nA = {(1,6),(2,5),(3.4),(4,3),(5,2),(6,1)} =6
Luego:

P=(n(A))/(n(L2))=6/36=1/6

16. Sandra quien sali6 de paseo ha gastado la mitad del dinero que llevaba en
hospedaje y las dos terceras partes de lo que le queda en alimentacion. Si atin le
quedan $80 ;Cudnto dinero llevaba?
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Resolucién
| 240 | s0o | 80 | 80 |
Y. - Lﬁf—j Y
Hospedaje Alimentacion  Saldo

Por tanto tenia $480

17. Un cuadrado fue dividido en 4 rectingulos congruentes, y reagrupados de
manera que formen un cuadrado con un espacio cuadrado en el medio. ;Cudl es el
area de dicho espacio expresado en forma algebraica?

Resolucién

Resolucion

—>——

A =3x/4 * 3x/4
A=9x%16

18. En una piscina para nifios de pendiente uniforme la parte mas profunda mide
1.0m y la parte mds baja 0,50m.Si la piscina tarda 90min en llenarse completamente
a una presion constante. ;Qué tiempo tardara en alcanzar 0,5m de profundidad?

(Cudl es la altura que alcanzara en 1h?

Resolucion

Para resolver este ejercicio dibujaremos la piscina realizando un corte transversal.

1 .Or[

Si en el trapecio trazamos lineas auxiliares observamos que la figura queda
dividida en 3 partes iguales. Por tanto el tiempo que tarda en alcanzar los 0,5m de
profundidad es la tercera parte del tiempo, esto es 30 min.
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La altura que alcanzara en 1h serd la correspondiente al tridngulo mds la mitad
del rectdngulo, esto es 0,75m.

19. Sumar 1/2+1/3 graficamente
Resolucién

Para sumar fracciones en forma grafica es preciso llevar ambas fracciones al
mismo denominador. Asf{:

3/6 + 2/6 = 5/6

20. A cuantos grados equivale las 3/4 partes de las 2/3 partes de un circulo
Resolucién
Dibujemos las 2/3 partes de un circulo

2 o — O
3360° = 240

Ahora se debe dividir las 2/3 partes en 4 partes y tomar 3

2 3 o o
§XZX360 =180

21. Fidel mezcla en un tanque 30 L de pintura con 20 L de agua. Luego de
consumir 5 1 se da cuenta que falta m4s pintura y agrega 3 L ;Cudntos litros de cada
componente hay en la nueva mezcla?
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Resolucién
(consumo )/(total mezcla) = 5/50 = 1/10

Significa que consumid la décima parte de la primera mezcla, por tanto nos queda
las 9/10 partes.

1/10 Consume

30 9/10 Queda

El nimero de litros de cada componente de la nueva mezcla es

(9/10) x 30 = 27 L pintura
(9/10) x 20 = 18 L agua

Como se agregd 3 L de pintura en la nueva mezcla 27 + 3 = 30 L de pintura.

22. ;Cuanto postes seran necesarios colocar en una avenida de 1 km de largo. Si
la distancia entre poste y poste es 100m?

Resolucion

# Postes = (longitud total )/(Longitud entre poste y poste) + 1
# Postes = (1000/100) + 1 =10 + 1 = 11 Postes

23. Cuéntos cortes se deben hacer para dividir una pieza de tela de 60 m en
pedazos de 12 m

Resolucidn
12m, 12m, 12m, 12m, 12m

S S

# de Cortes = (longitud total)/(logitud de un pedazo) -1
#de Cortes =60/12-1=5-1=4"
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24. En una botella se vierte 1 litro de leche alcanzando una altura de 0.8 dm. Si
tapamos la botella e invertimos alcanza una altura de 1.25 dm. Expresar las alturas
dadas en forma de fracciones y establecer una comparacion entre las mismas.

Resolucidn.

Para esto hagamos un dibujo

&[O8d Ql.%dm
.8dm

Expresando los niimeros decimales en fracciones nos queda:

0.8=28/10=4/5
125=11/4=5/4

Comparando las fracciones podemos ver claramente que la una fraccion es el
inverso de la otra.

Este problema nos permite comprender que al igual que se puede invertir un
objetos, en nuestro caso se pudo observar una variacién de nivel por la estructura de
la botella, las fracciones también se los puede invertir, transformdndose de fraccién
propia a fraccién impropia.

25. Guadalupe pregunto a Sandra ;Qué hora es? Sandra responde “Ya pasaron las
10 h y falta poco para las 11 h. Ademas dentro de 10 minutos faltard para el medio
dia la misma cantidad de minutos que habia desde las 10 h ;Qué hora era?

Resolucién
Para esto representemos graficamente la informacion dada en un grafico

10 min.
—
10 H 1l 12

A partir del gréfico podemos escribir la ecuacién
x+ 10" +x=120"

X =55 min.

Por tanto la hora es 10h 55 min
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26. Se tiene un segmento AB de 45 cm de longitud, el cual se divide en 3 partes.
La razén entre el primero y segundo segmento es 2/3 y la razén entre el primero y
tercer segmento es 1/2. Calcular la longitud del segmento menor
Resolucién

Grafiquemos la informacién dada utilizando un segmento

3a 4a

ki
A C D B

2a + 3a + 4a = 45 Hipdtesis

a=5

AC =2a =10 Longitud del segmento menor
27. Multiplicar 3 x 5 utilizando una gréfica

Resolucion.

Como los factores son 3 y 5 vamos a dibujar un rectangulo interlineado con éstas
dimensiones tal como se muestra en la figura.

[3]x[5]=[18]

Obsérvese que existen tres filas con cinco elementos en cada fila lo cual nos da
como resultado 15 elementos

28. ;Como se puede repartir 3 panes entre 4 personas en partes iguales?
Resolucion.

Para comprender la solucién del problema bosquejemos un gréfico tal como se
muestra a continuacion
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Aqui se puede apreciar claramente que cada persona recibe 3/4 = 1/2 + 1/4

Cabe indicar que pueden existir otras formas de particion.

e n

29. Asociar las proposiciones p y q con el conector 16gico “y" para elaborar la
tabla de valores de la conjuncion.

Resolucion

Para entender de manera objetiva los valores de verdad al asociar las proposiciones
py q,elaboramos un gréafico de una conexion eléctrica en serie donde las proposiciones
Py q estédn dadas por los interruptores

\

~ -

| | Vv
vy V¥V

S SR A
v F
e @
F V
pq@
>z,  Z .
F F

Esto nos indica que la proposicién p A q es verdadera si y sélo si ambas
proposiciones son verdaderas.LLa explicacién a nuestro gréifico es que si tanto el
interruptor p como el q estdn cerrados entonces el foco se enciende en los otros casos
el foco no se enciende

30. Asociar las proposiciones p y q con el conector 16gico “o0" para elaborar la
tabla de valores de la disyuncion

Resolucién
Para entender de manera objetiva los valores de verdad al asociar las proposiciones

p v q, elaboramos un grafico de una conexién eléctrica en paralelo donde las
proposiciones p y q estdn dadas por los interruptores
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Esto nos indica que la proposicion p v q es falsa si y s6lo si ambas proposiciones
son falsas. La explicacién a nuestro grafico es que si tanto el interruptor p como el q
estdn abiertos entonces el foco no se enciende en los otros casos el foco se enciende

31. Arquimedes establece una relacion entre el drea de un circulo y el drea de un
tridngulo rectdngulo con un cateto igual al radio y el otro cateto igual al perimetro del
circulo. A partir de este principio deducir la ecuacién del drea de un circulo

Resolucion

Los griegos empezando con los pitagéricos, idearon un dlgebra geométrica para
resolver problemas algebraicos por procedimientos geométricos.

Haciendo uso de la férmula para calcular el drea de tridngulo nos queda

A= (b.h)/2
A=(L 02
A= (Q2arr)/2
A=

32. A partir de un cuadrado de lado 2 cm construir un rectangulo dureo. Explicar
el proceso de construccién y comprueba qua la relacién por cociente entre el largo y
el ancho es aproximadamente 1.618034 = ¢
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Resolucion

1 1 1+5

33. Se tiene 6 trozos de cadenas de 4 eslabones cada uno, y se desea obtener una
sola cadena de 24 eslabones. ;Cudl serd la minima cantidad de eslabones qué serd
necesario abrir y volver a cerrar?

Resolucion

Desarmando un eslabdn tenemos cuatro argollas las mismas que nos sirven para
unir los cinco eslabones restantes tal como se muestra en la figura

Consecuentemente la minima cantidad de eslabones que hay que abrir y cerrar
son 4

34. Representar geométricamente y algebraicamente el desarrollo del siguiente
binomio (a+b)?

Resolucion

Si sustituimos L por a+b, como el binomio se encuentra elevado al cuadrado, la
gréfica resulta ser un cuadrado tal como se muestra en la figura

a b
o b

ab
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Algebraicamente tenemos

A=D
a’+ ab + ab + b?> = (a + b)?
a’ + 2ab + b? = (a+b)?

35. Guadalupe, Sandra, Ana, Rocio, Fidel y Victor se sientan alrededor de una
mesa circular en seis sillas distribuidas simétricamente. Se sabe que:

a. Sandra no se sienta junto a Fidel ni frente a Rocio
b. Fidel se sienta frente a Victor

c. Rocio se sienta junto y a la derecha de Victor

d. Ana no estd junto a Victor

(En qué lugar se sienta Guadalupe?

Resolucion

En este tipo de problemas es importante esquematizar la informacién dada,
localizando primero los datos que son mds evidentes. Asi:

b) Fidel se sienta frente a Victor

i

\

¢) Rocio se sienta junto y a la derecha de Victor

M
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d) Ana no estd junto a Victor

c Lugares donde
podria estar Ana

\

a) Sandra no se sienta junto a Fidel ni frente a Guadalupe

Por tanto Guadalupe se encuentra entre Sandra y Fidel y al frente de Rocio.

36. Si el costo de3 quesos y 2 manjares de leche es de $9.6 y el costo de 1 queso
y un manjar de leche es de $ 3.2 .Determinar el costo de cada producto.

Resolucién
Representando graficamente nos queda

DDD+BT=9.60
2+8 =370

Consecuentemente
D2D+8® =740
Agrupando nos tenemos

> [22H® §l=9.640
7,40
B=9,60 - 7,40

[@=2,20] Costo de un queso
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Por tanto el costo del manjar es

[=]+® =370

® =370-2,20

[®]=1,50| Costo de un manjar

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Cada una de estas cinco tasas estan llenas o con café, o con chocolate, o con
leche. Hay una cantidad total de chocolate igual al doble de la cantidad total de café.
Ninguna de las tres bebidas esté repartida en tres tazas ;Qué taza contiene leche?

250 ml

700 ml 495

350 ml
225 ml

2. Cuando Maria se pasea por la colina, Maria desciende mds rdpido de lo que
sube. A lo largo del camino estdn marcados los puntos A, B, C, D, E, F, G, H, K,
los mismos que se encuentran sefializados al pie del drbol y espaciados de forma
equidistante. Entre las trayectorias que se indican a continuacién Cudl le tomard a
Maria el menor tiempo?

® g w0

mmmm
mAQI

3. William a la edad de 4 afios media 0.9 m ,a la edad de los 5 afios 0.95 m ,ala
edad de los 6 afios 1.1 m y a la edad de los 7 afios 1.29 m. ;Cudnto crecié William
entre los seis y siete afios? ;y Cudntos entre los 4 y 6 afios?
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4. Un libro y un esferografico cuestan $12 , dos esferograficos y un libro cuestan
$15 ;Cudnto cuesta un libro?

5. Un nifio compra chocolates a 3 por $2 y los vende a 4 por $3. Para ganar $1.
( Cuéntos chocolates debe vender?

6. En un curso de 30 estudiantes, 13 leen “El Comercio”, 12 leen “El Hoy” y 7
no leen ninguno de éstos periddicos. ;Cudntos estudiantes leen ambos periddicos a
la vez?

7. Las rectas AB y CD se cortan en el punto “O” la bisectriz del dangulo £AOC
forma con el rayo OB un dngulo de 150°. Calcular m#BOD

8. Un pintor mezcla en un tanque 15 litros de pintura con 12 litros de agua .Cuando
lleva consumido 18 litros de la mezcla ;cudntos litros de pintura quede en el tanque.

BEST BMPAINTERS
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Ca pﬂ'ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

9. Dos ramilletes de flores cuesta $3.6. ;Cudnto se deberd pagar por 3 ramilletes

de flores

10. Seis hermanos van a comprar un terreno en partes iguales. A dltima hora dos
de ellos desisten y esto hace que cada uno de los otros tenga que aportar $ 7500 mas
(Cudl es el valor del terreno?

11. Por la compra de una camiseta, un pantalon y una chaqueta se paga $250.
Se sabe que el pantal6n costé $25 mas que la camisa y $50 menos que la chaqueta
(Cuanto costo el pantalén?

AN
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Ca pﬂ'ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

12. El perimetro de un terreno de forma rectangular es 168m. Si el largo es el
triple del ancho. Hallar las dimensiones del terreno.

13. De una torta, Edison se come la mitad, Maria Elena la sexta parte y Andrea la
tercera parte ;Qué parte de la torta qued6?

. )

N

:

14. Sandra ha comprado un pollo y una gallina por $24, el pollo le ha costado la
tercera parte de lo que le ha costado la gallina ; Cudl es el precio del pollo?

]

15. Después de vender los 3/5 de una pieza de tela me quedan 40m ;Cuaél era la
longitud de la pieza?

116
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16. Si en una competencia de ciclismo el que va primero ha recorrido los 3/5
de la trayectoria y el tdltimo ha recorrido 100 km que es la tercera parte, Hallar la
diferencia entre el primero y el dltimo ciclista

17. Cuando se posan una paloma en cada poste hay tres palomas volando, pero
cuando en cada poste se posan dos palomas quedan tres postes libres ;Cudntas
palomas hay?

18. Tatiana requiere poner césped en el patio de su casa de manera que quede
sin cubrir una franja de 50 cm en el contorno del patio con el fin de pavimentar. Si
se trata de un patio rectangular de 7 m de largo por Sm de ancho ;Cudntos metros
cuadrados de césped necesita adquirir?
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19. Rosa recorre una distancia de 950 m para ir de su casa a la escuela pasando
primero por delante de una farmacia y después por delante de una papeleria. Si desde
su casa a la farmacia hay 250m y desde la papeleria a la escuela hay 150 m més que
desde su casa a la farmacia. ;Qué distancia hay entre la farmacia y la papeleria?

20. Edison es 54 cm mads alto que Juan, Andrea mide 1.56 m, y es 1 cm mads
alta que Maria y 11 cm més baja que Rodrigo, Juan es 37 cm mds bajo que Rodrigo
(Cuénto mide Edison?
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Ca pﬂ-u lo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

TRASLADO DE REGIONES

Estaestrategia es utilizada en geometria para calcular dreas de regiones sombreadas
donde no se puede aplicar férmulas en forma directa por no tener formas definidas.
Aqui juega mucho la creatividad y la imaginacion del individuo para establecer un
plan que le lleve a la solucién del problema, realizando trazos auxiliares sobre la
gréfica tal que le permita formar figuras congruentes y mediante traslado de regiones
podamos formar figuras geométricas bien definidas donde se puede aplicar una
férmula para su proceso de calculo.

EJEMPLOS

1. Hallar el 4rea de la regién sombreada
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Ca pﬂ-ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

a. COMPRENDER EL PROBLEMA
Visualizar cuidadosamente el problema planteado
b. CREAR UN PLAN PARA RESOLVER EL PROBLEMA
Buscamos las posibles estrategias. En este caso traslado de regiones
c. PONER EN MARCHA EL PLAN
Como no vamos a encontrar una férmula para hallar el 4rea de laregién sombreada,
mediante construcciones auxiliares y traslado de regiones podemos formar una figura

geométrica que sea facil de calcular el 4rea.

Asi

4m

4m

AS: area sombreada

A[: area total

A =A/= 12/4 = 4%*/4 = 4m?
d. EXAMINAR LO HECHO

Como el area del cuadrado es 16m? y el area sombreada se reduce a la cuarta parte
del mismo, consecuentemente el drea de la regién sombreada es 4m?.

2. Hallar el drea de la regién sombreada.
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Resolucidn:

Trazamos las diagonales en el cuadrado

Obsérvese que las regiones A, y A, al ser trasladadas hasta las posiciones que
indican las flechas, encajan de forma exacta por ser regiones congruentes, por tanto
el problema se reduce a calcular el drea de un tridngulo.

3. Hallar el drea de la region sombreada.

Resolucidn:

Si trasladamos el semicirculo B al extremo derecho del semicirculo A y el
semicirculo D al extremo izquierdo del semicirculo C tendriamos dos circulos
inscritos con formas bien definidas para poder aplicar la férmula correspondiente
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Ca pﬂ-ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos
r=4
A[B

De esta manera el drea sombreada de la nueva figura es:

A = 7R? - 2(7?)
A =n(R?- 21)
A =82 - 2(4)]

A =32n U?
4. Hallar el drea de la region sombreada, si la longitud de la circunferencia mide
207
A c D B
©)
Resolucién:
i
Q

Si trasladamos la regién Q de la parte inferior a la parte superior del circulo tal
como indica la flecha, vemos que el drea sombrada es un semicirculo .Calculando
nos queda:
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Ca pﬂ'u |° V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

LC=2nr - 20n=2nr - r=10
A

_ar

2
A,_(10)*
2

S

A =50m

5. Hallar el area de la region sombreada.

Resolucidn:

Observe en el grifico que se muestra a continuacion que al trazar la otra diagonal
en el cuadrado las regiones A| y A, pueden ser trasladadas convenientemente a las
posiciones que indican las flechas por ser regiones congruentes.

—— d=6 —

De la grafica se desprende que el drea de la regién sombreada se reduce a la cuarta
parte del drea de un cuadrado por lo tanto.

As = 6x6/4 = 9cm?
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Ca pﬂ'ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

6. Hallar el drea de la regién sombreada.

|

6cm

|

—6cm——

Resolucion:

Si trasladamos laregion A hasta la posicion que indicala flecha, el drea sombreada
es una figura definida, la misma que puede ser calculada de la siguiente manera.

é6cm

L A
—6cm——-

As = Area del cuadrado - 1/4 del drea del circulo de radio 6.

A =1- /4
A =6 -n6%/4
A =36-9m

A =772 cm?

7. Hallar el area de la region sombreada.

—2cm——2cm—
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Ca pﬂ'u |° V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

Resolucion

Trasladando las dreas A y A, hasta las posiciones que indican las flechas por ser
regiones congruentes, tenemos que el drea sombreada se reduce a la mitad del drea
del circulo de radio 2cm.

F—2cm ——2cm —

r

2cm

J(

2cm

L

A;

A = (2 m)2
A =@ m)2
A =628 cm’?

8. Hallar el drea de la region sombreada.

Resolucidn:

Si trazamos las diagonales en los dos cuadrados y trasladamos las dreas como
indican las flechas, veremos que el drea sombreada se reduce a calcular el 4rea del

tridngulo.
AN . 3cm
} 3cm } 3cm |
A =(bxh)/2
A =(6x3)2
A =9cm’
125
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9. Hallar el drea de la regién sombreada.

Resolucion:

Si trasladamos las dreas A , A, A, y A, hasta las posiciones que indican las flechas,
resulta que el drea del cuadrado original serd equivalente al drea de 5 cuadraditos.
Consecuentemente podemos escribir que

A =5A

t
Por lo tanto el area sombreada es
A =A/5

A =5%5=25/5=5cm?

10. Hallar el drea de la region sombreada si r = 3cm.
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Ca pﬂ'ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

Resolucion
Si trazamos un cuadrado circunscrito al circulo y dividimos en cuatro cuadrantes,

trasladando las regiones como indica la flecha su drea sombreada resulta ser el area
del cuadrado restado el 4rea del circulo.

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar el area de la region sombreada de la figura, si: ABCD es un cuadrado y
AB =4cm

2. Hallar el édrea de la region sombreada si el didmetro AB = 8cm; C y D puntos
medios de los segmentos AO y OB respectivamente.

o

127
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Ca pﬂ'ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

3. AACD y AADRB triangulos equildteros; M, N, F y E puntos medios de los lados
del paralelogramo ABDC; AD = 3cm. Hallar el drea de la regién sombreada.

AN
i N

4. Hallar el drea de la regién sombreada, sabiendo que:

/ A

5. Hallar el drea de la region sombreada.

|
5c
|

—5cm 10cm 5cm—

6. Hallar el drea de la region sombreada; Si ABDC es un cuadrado de lado 4cm
A B
C D
128
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Ca pﬂ'ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

7. Hallar el area de la region sombreada; Si el radio del circulo, circunscrito mide
3cm.

8. Hallar el drea de la region sombreada; Si r = 5cm.

V.Y

9. Hallar el drea de la regién sombreada.

10. Hallar el drea de la region sombreada.
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Ca pﬂ'ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

11. En las figuras que se muestran a continuacion la tnica que tiene un édrea
sombreada distinta es

m v
A B C

12. Hallar el drea de la regién sombreada.

2cm 2cm

13. Hallar el drea de la region sombreada

4cm
4cm l

14. Hallar el drea de la regién sombreada

V2 V2

130
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Ca pﬂ-ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos
15. Hallar el area de la regién sombreada

6cm

A

16. Hallar el drea de la region sombreada donde ABCD es un cuadrado de lado
l=4cm

o

C

A D

17. Calcular el 4rea de la region sombreada si ABCD es un cuadrado cuyo lado
mide 10 cm

A D

18. Calcula el lado del cuadrado ABCD si el 4rea sombreada es 90 cm?

A B
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Ca pﬂ'ulo V. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

19. Calcular el drea de la regién sombreada de la figura. Si
BC =8cm y AB = 4cm

A D

20. Si M, O, P, Q, puntos medios del cuadrado ABCD. Calcular el lado del
cuadrado si el drea sombreada es 18cm?

B O C

A Q D

21. Calcular el drea de la region sombreada de la figura.

, 4U

B +C
4U

A 1p
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HACER UNA LISTA

En la resolucion de algunos problemas es recomendable hacer una lista y contar
los elementos. Lo importante en este caso es organizar la informacién con mucho
cuidado para no omitir ninguna opcién

Esta estrategia nos permite examinar todas las posibilidades que presenta el
problema, se trata de contar sistemdtica y ordenadamente para obtener el resultado.

Cuando enlistamos los elementos de cuerpos volumétricos, la capacidad visual
espacial del observador permitird determinar los resultados de forma objetiva.

EJEMPLOS

1. ;Cuantos tridngulos como maximo se puede contar en la figura?
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a. COMPRENDER EL PROBLEMA
Examinar todas las posibilidades
b. CREAR UN PLAN PARA RESOLVER EL PROBLEMA
Buscamos la estrategia, en este caso hacer un recuento o lista
c. PONER EN PRACTICA EL PLAN

Para poder contar sistemadtica y ordenadamente vamos a contar por regiones

b C
a d
h e
g f
NUmero de Regiones Triangulos Total Parciales
una a,b.c,defgh 8
dos bc, de, of, ah, 4
cuatro habc, gfed, bcde, ahgf, 4
Total 16 tridngulos

d. EXAMINAR LO HECHO

Volvemos a contar visualmente teniendo el cuidado de no repetir y considerar
todas las posibilidades.

2. El logotipo de una empresa tiene el diagrama que se muestra a continuacion.
(Cudntos tridngulos aparecen en la figura?
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Resolucion

Para poder contar de manera ordenada conviene numerar las regiones.

112
3|4
5 6
NUmero de Regiones Triangulos Total Parciales
1 1,2,3,4,5,6 6
2 12,34, 13, 24 4
3 135, 246 2
6 123456 1
Total 13 triGngulos

3. En la figura ; Cudntos tridngulos que no contengan asteriscos se pueden contar?

Resolucion

Al igual que el caso anterior procedemos a numerar cada una de las regiones y
elaboramos una tabla para hacer el recuento de una manera ordenada.
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NUmero de Regiones TriGngulos Total Parciales
1 1,2,4,7 4
2 12, 23, 34, 47, 67 5
3 236, 567 2
4 3467 1
Total 12 tridngulos

4. Hallar el total de rectdngulos en la figura.

Resolucion

Al igual que los casos anteriores para poder contar de manera ordenada conviene
identificar con una letra cada uno de los rectdngulos y elaborar una tabla.

[ d el |
Lo [n i [ |
k[t Jofp[a]
NUmero de Regiones Rectangulos Total Parciales
1 ab,c,defghijkl o p g 15
2 bc, de, ef, gh, hi, ij, kI, lo, op, pq 10
3 def, ghi, hij, klo, lop, opqg 6
4 ghij, klop, lopg 3
5 klopqg 1

Total 35 rectdngulos

5. En la hoja cuadriculada ;Cuantos cuadrildteros no son cuadrados?
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Ca pﬂ-u lo VI. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

Resolucion

En el gréfico el Unico cuadrilitero que no es cuadrado seria el rectdngulo,
consecuentemente en este caso se debe contar el total de rectdngulos que existen en
la figura, para lo cual numeramos las regiones y elaboramos una tabla.

NUmero de Regiones Rectangulos Total Parciales
2 12, 23, 34, 56, 67,78, 15, 10
26, 37, 48
3 123, 234, 567, 678 4
4 1234, 5678 2
6 123567, 234678 2
8 12345678 1
Total 19 rectdngulos

6. La figura, ABCD es un cuadrado hallar el nimero de tridngulos isésceles que
se pueden contar.

A I E 1 B
m I
a
O
D C
a

Resolucién

Para poder contar el nimero de tridngulos isdsceles; procedemos a identificar con
letras mayusculas los vértices que son de nuestro interés en la figura.
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Ca pﬂ-u lo VI. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos
TriGngulos Total Parciales Justificacion
AADC 4 Los dos lados corresponden a los lados
AABC del cuadrado por lo cual se forman
ADBA triingulos rectdngulos isdsceles.
ADCB
AAOD 4 Como las diagonales de un cuadrado
ADOC se bisecan en el punto medio
ACOB consecuentemente los 4 tridngulos
ABOA que se forman con vértice comun en
O son isésceles
ADEC 1 Puesto que los tridngulos DAE y CBE

son congruentes (L.A.L). Por lados
homdlogos DE = CE. Con lo cual se
forma el tridngulo isdsceles DEC.

Total 9 tfriangulos isosceles

7. Conbase en los puntos que aparecen en la figura ;cuantos triangulos equildteros
puedes formar?

Resolucion

# de Puntos Grdfico # TriGngulos

Uniendo 3 puntos

Uniendo 6 puntos
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Ca pﬂ-u lo VI. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

Uniendo 9 puntos

Total

13

8. ;Cuadntos tridngulos hay en la siguiente figura?

Resolucion.

Plan A

Considerando los tres casos mas sencillos, tenemos el siguiente:

a.Caso 1
De 1 friangulo = 4
De 2 friangulos = 4
Total8=10x1-2
b Caso 2
De 1 tridngulo = 8
De 2 tridngulos = 8
De 4 tridngulos = 2
Total 18 =10x2-2
c.Caso 3
De 1 fridngulo = 12
De 2 tridngulos = 12
De 4 triangulos = 4
Total 28=10x3-2
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Ca pﬂ-u lo VI. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

d. Caso General
Consecuentemente para la figura representada serd
10x7-2=468

Plan B

Con los resultados anteriores se puede escribir la serie y para determinar su
resultado buscamos el patrén numérico

N° de casos 1 2 3 4 5 6 7

8\/]8\/28\/38\/48\/58\/68 _____
10 10 10 10 10 10

9. Supongamos que se lanza simultineamente una moneda y un dado ;Cuéntos
resultados diferentes pueden ocurrir?

N° de triadngulos

Resolucidn
Plan A

Enlistando los resultados posibles tenemos que:

Cl, C2, C3, C4, C5 C¢6
S1, S2, 83, S4, S5, S6

Donde C: Caras y S: sello
Del andlisis se tiene que pueden ocurrir 12 resultados diferentes
Plan C

Aplicando el principio bésico de probabilidades, el espacio muestral de los dos
experimentos es:

E,: Moneda (c, s) — 2 resultados diferentes
E,: Dado (1,2, 3, 4,5, ) — 6 resultados diferentes
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Ca pﬂ-u lo VI. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

Consecuentemente el nimero total de maneras diferentes que puede ocurrir este
hecho es 2*¥6 =12

10. ;De cudntas maneras diferentes es posible responder una evaluacién de 3
preguntas tipo verdadero - falso?

Resolucion

Enlistando las maneras posibles como puede responder un estudiante a cada
pregunta resulta:

)V vV V. V F F F F
2V V. F F V V F F
33v. F V F F V

\W_F)
8 maneras

Consecuentemente podria responder de 8 maneras diferentes

11. Indique cudntas siluetas tienen igual disposicién que el modelo que se muestra
en la parte lateral izquierda.

rIItIr
1111

Si hacemos girar todas las siluetas que aparecen invertidas incluida la del modelo
tenemos la siguiente figura.

J111d 1
RRRR

Por tanto se pueden contar 6 siluetas iguales al modelo

Resolucién
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12. En las siguientes figuras indique cuéntas de estas cumplen con la condicién
de estar sombreado exactamente los 3/5.

- -
v~

fig. 3

fig. 5

N

fig. 1 fig. 2

fig. 4

Resolucion.

Obsérvese que en la fig. 2 aparece sombreados 12 cuadraditos de los 20,
igualmente en la fig. 4 aparecen sombreados 15 cuadraditos de los 25. Por tanto
existen 2 figuras que cumplen la condicién de estar sombreados exactamente los 3/5

13. La siguiente figura muestra la disposicion de los bloques claros y obscuros
que fueron utilizados para construir el altar patrio. ;Cudntos bloques obscuros se
utilizaron para armar esta estructura?

Resolucion

Como se puede observar en la figura existen dos pisos de bloques obscuros y
claros. Que observados desde la parte superior se podria apreciar la siguiente figura.

Por tanto el nimero de bloques obscuros utilizados para la construccién de esta
estructura son 16
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Ca pﬂ-u lo VI. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos
14. Observa los dibujos que aparecen a continuacién
/AN —
CJ10 O
A wmm O

>0 b
Oom>
o e

A
-
A

o r>n

—
A
m

® O
® >0

o -
- O
O A —

a. 3Cudntos fridngulos blancos existen? 8

b. sCudntos cuadrados se encuentran seguidos inmediatamente
de un circulo? 3

c. 3Cudntos fridngulos negros encuentran delante suyo un
rectdngulo blanco? 2

15. En el cuerpo volumétrico que se muestra a continuacion jcuantos pares de
caras son paralelos?

Resolucion

En las caras laterales tenemos tres pares y la base con la tapa forman otro par, por
tanto hay 4 pares de caras paralelas

16. ;Cuantos divisores tiene la expresion x%y?
Resolucién
De forma anéloga a casos anterior aplicando la férmula se tiene que:

Niimero de divisores=2 + 1) (1+1)=6
Los 6 divisores son: 1, x, y, Xy, X3, x> y

17. Cuantos cubos pequefios faltan para acabar de formar un cubo grande.
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Resoluciéon
Obsérvese que el cubo tiene 3 cubitos por cada arista consecuentemente el cubo
grande estarfa formado por 27 cubos pequefios, en éste caso el nimero de cubitos

pequeios que faltan es 9

18. Un sefior tiene monedas de 5¢,10c, 25¢ y 50c¢ ;Cuéntas cantidades podria
formar utilizando inicamente dos monedas?

Resolucion

Enlistando todas las posibilidades tenemos:

5+10=15 10+25=35 256+50=75
5+25=30 10+ 50 =60
5+50=255

Podriamos formar 6 cantidades diferentes. Notese que cuando realizamos
combinaciones no interesa el orden en que se colocan los objetos

19. Un sefior tiene monedas de 5¢,10¢ 25¢ y 50c ¢ De cuédntas maneras se puede
colocar las monedas utilizando tinicamente dos monedas?

Resolucién
Enlistando todas las posibilidades tenemos
5-10 10-5 10-25 25-10 25-50 50-25
5-25 25-5 10-50 50-10
5-50 50-5

Se podrian colocar de 12 maneras diferentes. Notese que cuando realizamos
permutaciones nos interesa el orden en que estdn colocados los objetos.

20. En un hexdgono regular trazar las diagonales paralelas a los lados del
poligono. ;Cudntos cuadrildteros congruentes se pueden contar?

Resolucion

Para resolver el problema tracemos el grafico correspondiente
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B C
A D
F E

Se pueden contar 12 cuadrildteros congruentes los mismos que se indican a
continuacién con su correspondiente acotamiento.

FABO, EDCO, ABCO, DCBO, AFEO, DEFO ,FABC, FEDC, EFAB, EDCB,
ABCD, AFED

PROBLEMAS PROPUESTOS

Determinar la cantidad de tridngulos en las siguientes figuras.

A B A
b
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7. Hallar el niimero de cuadrildteros que contenga un solo asterisco, en la figura.

*k *

*

Determinar la cantidad de cuadrildteros en las siguientes figuras.

8. 9. 10. 11.

12. ;Cudntos cuadrados hay en la siguiente figura?

13. ;De cudntas maneras diferentes es posible responder un examen de 5
preguntas de tipo verdadero - falso?

14. ;De cudntas maneras puede ser respondido un examen de 5 preguntas de
opcién multiple con cuatro alternativas para cada pregunta?

15. ;Cuantos tridngulos tiene la armadura de la siguiente cubierta?

A\
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16. Encontrar cudntas diferencias existen entre las dos siluetas que se muestran
a continuacion.

17. Indique cudntas siluetas tienen igual disposicién que el modelo que se muestra

3
seseses

18. ;Cuantos cubos hay en la figura?

19. Determine ;Cudntos tridngulos hay en la siguiente figura?

VAN

147

libro matematicas Orlando y Ray.indd 147 @ 11017 11:09



®

Ca pﬂ'ulo VI. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

20. ;Cuantas aristas hay en el siguiente cuerpo volumétrico que se muestra a
continuacién?

21. ;Cuantos vértices se pueden contar en el siguiente cuerpo volumétrico?

22. Cuantos cuadrildteros hay en la figura.

23. ;Cuantos semicirculos hay en la siguiente figura?

24. ;Cuantos trapecios hay en la siguiente figura.
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Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

25. A Juan le ofrecen $2 por cada segmento que encuentre en la siguiente figura

(Cuénto le dieron si encontré los 2/3 del total de segmentos?

26. Cuadntos cubitos tocan el cubito gris que se encuentra en el centro

27. Cuantos cubos pequeios faltan para acabar formar un cubo grande.

——

28. Cuantas casillas estan senaladas por 3 flechas dirigidas a una misma posicion.
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29. Dos caminos unen la ciudad A y B, cuatro unen a B y C y cinco unen a las
ciudades C y D. Para movilizarse de A a D. ;Cudntas rutas diferentes son posibles
contar?

30. Ximena y su hermano Jorge fueron a comprar gaseosas, el mesero les ofrece
las siguientes posibilidades: tamafio del vaso grande o pequeiio; tipo de bebida light
o normal; sabor de la bebida manzana, freza o naranja ;Cudntas posibilidades le
ofrecen en este servicio?

o)
L

A

1

31. Se construyé un piso intercalando dos clases de ceramica: una gris y la
otra rayada, pero se desprendieron algunas baldosas como se muestra en la figura.

(Cudntos mosaicos grises se desprendieron?

32. Adentro de cudntos circulos estd el canguro?

D

[
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HACER UN DIAGRAMA

En muchos problemas, para llegar a la solucién hay que organizar los datos y
realizar un esquema apropiado.

Los diagramas en muchos de los casos nos ayudan mostrdandonos todos los
caminos que se pueden seguir para alcanzar el resultado.

Para resolver algunos problemas hay que construir un diagrama que nos lleve a
visibilizar de mejor manera la solucién del problema.

= RS

)

EJEMPLO

1. La siguiente cuadricula representa las calles de una ciudad en las que solo
se puede circular en el sentido norte y este ;De cudntas formas diferentes se puede
viajar de la esquina A la esquina B?
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a. COMPRENDER EL PROBLEMA
(Qué queremos encontrar?

b. CREAR UN PLAN PARA RESOLVER EL PROBLEMA

Seleccionamos la estrategia, en este caso hacer un diagrama
c. PONER EN PRACTICA EL PLAN

En este ejercicio ponemos en juego nuestro ingenio y creatividad buscando los
posibles caminos para trasladarnos desde el punto A hasta el punto B

ltinerario 1 ltinerario 2 Itinerario 3 ltfinerario 4

] e = o |

| , | A
=i mi = mi
Ifinerario 8

-
o o

ltinerario 9 Itinerario 10

e

Solucién: Se puede viagjar de 10 formas diferentes

ltfinerario 5 ltinerario 6 ltinerari
il

ﬁzﬂzﬂ

d. EXAMINAR LO HECHO

Al ser un problema donde se emplea un esquema grafico, es facil visualizar todas
las rutas que podemos emplear para trasladarnos desde el punto A hasta el punto B
con las condiciones que se establecen en el problema

2. ;De cudntas maneras puede ir una hormiga de A a B, utilizando caminos
diferentes, sin retroceder, subir, ni recorrer diagonalmente?

%{éA

B o
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Resolucion

Para esto esquematicemos el recorrido de la hormiga con una linea de mayor
espesor

A A A A A AI

B B B B BI__‘B

La hormiga puede utilizar 6 caminos diferentes

3. Un abogado desea trasladarse desde la Corte Suprema de Justicia de Quito,
que se encuentra en las coordenadas (0,0) a la Fiscalia General del Estado, que esté
en las coordenadas (80,56). Para esto debe recorrer tramos tanto horizontales como
verticales de igual longitud y en cuyos extremos existen coordenadas enteras ;Cual
es el minimo nimero de tramos que puede tener el camino?

Resolucion:
En este tipo de problemas se hace necesario utilizar un diagrama.

Pero para pre disefiar el recorrido cuya condicién es recorrer tramos tanto
horizontales como verticales de igual longitud se hace necesario conocer el divisor
comin y que sea maximo ya que otra condicién es que estos desplazamientos se
realicen utilizando el menor niimero de tramos. Ahora nos corresponde esquematizar
el problema en cuestién utilizando un sistema de referencia, tomando en cuenta todas
las especificaciones y el divisor comin médximo que en este caso es 8 (longitud de
cada tramo)

(80,56)

(0.0)

Por tanto el minimo nimero de tramos que puede tener el camino es 19. Cabe
seflalar que puede haber otros diagramas que nos lleven al mismo resaltado pero no
menores a los 19 tramos
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4. ;Cuantos caminos diferentes de tres aristas existen en el cubo de la figura para
ir del vértice A al vértice B sin pasar 2 veces por la misma arista?

Resolucion

Camino1:AEDB
Camino2:AEFB
Camino3:AHDB F
Camino4:AHCB
Camino5: AGFB
Camino6:AGCB H C
Solucién: 6 rutas diferentes

m

G

5. Un matrimonio planifica tener 4 hijos. ;Cudl es la probabilidad de que sean
todos del mismo sexo?

Resolucion

Haciendo un diagrama tenemos

H H
H<M Hdm

<M<I v H<M<1&

R o
S

p = NUmero De Casos Favorables/NUmero De Casos Posibles
p=2/16=1/8=0.125
P=12.5%

6. Trazar caminos para unir los tres pares de letras semejantes, de tal manera que
no se crucen los caminos y sin salirse del recuadro.

Al [B] [A]l [B
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Resolucion
S
B B
c— |

7. Concéntrate en esta figura y luego traza la misma sin levantar el 1apiz del papel
y sin pasar dos veces por la misma linea. Hazlo de dos formas diferentes

Resolucion

Dos de estos caminos son:
< S 2 >
2 3 5 4
Ay 7N ﬁ
6 < 1 —>
1 6
7 7

8. Multiplicar mentalmente 39 x 48

Resolucion

Para multiplicar cantidades de dos cifras de una manera rdpida y segura sigamos
los trazos que se indican en cada uno de los diagramas de la parte izquierda y

realicemos las operaciones correspondientes que se indican en la parte derecha pero
mentalmente.

QO 3 @)

48 8x9=72 jg
@) .2 Levamos7 ° (4x3)+6=18

@ 1872

39
ﬁ (4x9) + (8x3) +7=67
.72  Levamos é
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9. Multiplicar mentalmente 342 x 567

Resolucion.
Para multiplicar cantidades de tres cifras, al igual que en el caso anterior

realicemos las operaciones correspondientes que se indican en la parte derecha pero
mentalmente siguiendo el diagrama que se indica en la parte izquierda

o0 342 7x2=14

00 561 Llevamos 1

@© 342 (6X2)+(7x4)+1=4]
567 Llevamos 4

@ 14

342 (7x3)+(6é6x4) +(5x2)+4=59
567 Llevamos 5

914
@ 342 (6x3)+(5x4)+5=43
567 Llevamos 4
Q@ 3914
342
0o 567 5x3+4=19
Q0193914

10. Los puntos indican las posiciones donde se encuentra un grupo de policias
cumpliendo la tarea de dar seguridad a una ciudad. El comandante del grupo tiene
conocimiento que en pocos minutos se producird un atentado a un empresario,
por lo que tiene que reunirles de manera urgente a toda la tropa para el operativo
correspondiente. (En qué esquina debe reunirles a todos para que les quede mds
cerca?.

AB C D E F G H

w

(s

c
@—|

N < X <
ﬁ:/
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Resolucion

Para poder determinar la esquina donde se deben reunir los policias se debe trazar
un sistema de referencia desde la persona que se encuentra mds cerca del centro. En
este caso el punto se encuentra entre las calles W y E, como se ilustra en el siguiente
gréfico.

A B C D E F G H

w

-

c
@—|
N\

T 1 ee

N < X X<
»*
\(%

Si se hubiesen reunido entre las calles V y E habrian recorrido en total 28 cuadras.
Pero como se pide determinar el punto que quede mas cerca para todos, se deben
encontrar entre las calles W y E con esto en total habrfan recorrido 27 cuadras.

11. Utilice un diagrama para explicar el proceso de célculo de las operaciones
que se indican a continuacién considerando el signo de agrupacion y su jerarquia.

10 x [(63+ 9 + 64 + 8]
Resolucion
) )
® (®
. 8 |

(+)
()
(19

15

o
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Obsérvese que por jerarquia primero efectuamos las divisiones, luego sumamos
estos resultados parciales y multiplicamos por en niimero que antecede al paréntesis.

12. Sabiendo que la proposicién p es falso, q es verdadero y r es verdadero. Cual
es el valor de verdad de la proposicién q => (p A 1).

Resolucion

Tenemos:

A

a=> | )

P r
v v
F Vv
Vv \Fz
\F/

Luego la proposicién: q => (p A 1), es falsa.

13. Un rio comienza en las alturas de un nevado, y a cierta distancia la corriente
se separa en dos. Uno de los cauces se lleva 1/3 de la corriente, y el segundo cauce
se lleva el resto. Este segundo cauce se vuelve a dividir en dos, un cauce se lleva 1/4
parte de la corriente y el otro cauce se lleva el resto. ;Qué fraccion de la corriente
principal lleva este cause?

Resolucion

Para resolver el problema se hace necesario bosquejar un diagrama a fin de
visualizar de manera objetiva el problema en cuestion.

1/4
B

1/3

Para conocer la fraccién que circula por el ramal B tendriamos que efectuar la
siguiente operacion

1-(1/3+2/3x1/4)=1-1/2=1/2
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Para comprender mejor el problema imaginemos que en la parte A lleva un
volumen de agua de 120 litros, consecuentemente por la ramificacion 1/3 fluirdn 40
litros y por la otra ramificacién 2/3 fluirdn 80 litros, de éstos por el ramal 1/4 fluirdn
20 litros y por el ramal B fluirdn 60 litros que representa la mitad del volumen inicial

14. Factorizar 8x* - 22x + 15 empleando el criterio del aspa simple

Resolucion

8x2—22¢x+ 15 = (4x - 5)(2x - 3)
4x -5=-10x
X, 3= 12«

-22X

15. Factorizar 9x* + 11xy + 2y? + 26x + 5y - 3 empleando el criterio del aspa
doble.

Ox2+ 11xy + 2y2+ 26x+ 85y -3 - (9x+2y-1) (x+y+3)

(9x) (3)=27x
(x)(-1)=-x
26X

16. Calcular el valor del determinante

A=32

5 4

Resolucién

Para resolver un determinante de orden 2 x 2 se multiplican los elementos de
la diagonal principal (3 x 4) y se resta el producto de los elementos de la diagonal
secundaria (5 x 2), seglin se expresa en el siguiente diagrama

A= 3] =01 -5 21=2
+
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17. La relacién f: R — R definida por f(x) = (x-1)/(x-2) es f una funcién?
Resolucion

Si esquematizamos en un diagrama sagital la relacién dada, dando valores
arbitrarios a << X >> nos queda:

A

] >0

N E—
2

f(x) no es una funcién, puesto que no existe imagen en para x = 2

Es decir f(x) no es una funcién de R — R, pero si es funcién de R - {2} — R

: -4 -1 2 -2 1
18.8iA, .= 3 8 yB, ,= 70
4 -6

Hallar A x B si es posible.
Resolucién
El producto AxB existe cuando el nimero de columnas de A es igual al nimero

de filas de B, por tanto procede realizar el producto indicado, para lo cual utilizaré
un diagrama.

-y '2 ]
70
46

Multiplicando los elementos de la primera fila de A y la primera columna de B

produce 9
(-4) (-2) =8
(-1)(7) =7
(2)(4= _8

9

160

libro matematicas Orlando y Ray.indd 160 @ 11/917 11:09



®

Ca pﬂ-u lo VII. Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos
2
”,»"’:/,v 7 O
P - ’;,"”:_,v 4 6
e
381
Multiplicando los ementos de la segunda fila de A y la primera columna de B
produce 54
(3)(-2) = -6
(8)(7) =56
(1)(4) =_4_
54

De forma andloga se procede para los otros casos
Multiplicando la primera fila de A por la segunda columna de B produce -16

(-4)(1) + (-1)(0) + (2)(-6) =-16

Multiplicando la segunda fila de A por la segunda columna de B produce -3
(3)(1) + (8)(0) + (1)(-6) = -3

Por tanto

9 16
AXB:[54 -3]

19. Averiguar que fraccion es la mayor
3/4,5/6,2/3.y 3/5
Resolucién

A B C D
3/4, 5/6., 2/3,y 3/5

Comparamos A 'y B, por el método de aspa
A B

S F> ,18<20

4 6
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La fraccién B es mayor que la fracciéon A. Comparamos B y C por el método del
aspa

C

B
§!><Z£ 15> 12
6 3

La fraccion B también es mayor que la fraccion C
Finalmente comprobamos la fraccién mayor con la fraccién D

B D
%3><Z% 5 25>18
Se deduce que la fraccién B = 5/6 es la mayor de todas
20. Dividir ( x* - 2x* - x> + 6x - 8)/(x - 2)
Resolucién

Aplicando el método de Ruffini, se puede apreciar facilmente el proceso empleado
utilizando un diagrama de flechas como se muestra a continuacién.

x-2=0 1 -2 -1 6 -8
X=2 1> 2 0 -2 8
X 1 0 -1 4
a(x) R(x)
g(x)=x-x+4
R(x)=0

21. Operar 4/5 +7/13
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Resolucion

Esta division se arregla de la siguiente manera

4
Medios [:% Extremos
13

producto de extremos _ 4x13 _ 52
producto de medios 5x7 35

22 En la tabla se registra el costo segtin el nimero de libros adquiridos.

Libros | Costos Libros | Costos
11 5 11 5
2110 2110
3115 3115

x3 { 4|20 , x3 +3{ 4|20 , +3
5125 5|25
6|30 6|30
71 X 71 x

Observando los datos de la tabla se tiene que: si triplica el nimero de libros de
2 a 6 su costo también se triplica de $10 a $30 . Si observamos en sentido inverso
de abajo hacia arriba vemos que, si el nimero de libros se reduce a la tercera parte
de 6 a 2 su valor también se reduce a la tercera parte de $30 a $10.Es decir las dos
magnitudes aumentan o disminuyen en la misma proporcién.

Esto nos dice que existe una relacién de proporcionalidad directa entre las dos
magnitudes, lo cual nos permite establecer igualdades efectuando el producto cruz
entre los elementos de una fila con los de otra fila, como veremos a continuacion:

Libros | Costos Libros | Costos Libros | Costos
11 5 11 5 NP
2,10 2110 QEAO
3\f1s 3|15 s
4J 20 45420 4120
525 54425 5|25
6|30 6130 6130
71 X 71 X 71 X

5x10=2x25 4x25=5x20 1x15=3x15
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Asi podriamos establecer multiples igualdades.

Si el problema ahora es determinar el costo de 7 libros conociendo el costo de 3
libros que es de $15.
El proceso para resolver seria el siguiente:

Libros | Costos 3(x)=15(7)

3 15 15 (7)
7 X 3

Como se conoce el producto de una diagonal resulta facil encontrar mentalmente
el nimero desconocido ya que el producto de la otra diagonal es la misma.

23. En la tabla se registra el nimero de trabajadores y los dias que se emplean
para hacer una determinada obra.

Trabajadores |Dias Trabajadores |Dias
11120 11120
3] 40 . 3] 40
X2 | 20,72 wq 6] 200 4
81 15 81 15
121 10 12| 10
10 X 10 X

Observando los datos de la tabla se tiene que si la una magnitud se duplica de 3 a
6 la otra disminuye a la mitad de 40 a 20 .Si observamos en sentido inverso de abajo
hacia arriba veremos que si la una variable se hace cuatro veces menor de 12 a 3 la
otra se hace 4 veces mayor de 10 a 40.

Esto nos dice que existe una relacién de proporcionalidad inversa entre las dos
magnitudes, lo cual nos permite establecer igualdades efectuando el producto en forma
horizontal entre los elementos de una misma fila, como veremos a continuacion:

Trabajadores | Dias Trabajadores | Dias
11120 1 {120

3> 40 3 | 40

6 | 20 6«20

8«15 8 15

12 | 10 12<>10

10 X 10 X

3x40=8x15 6x20=12x10
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Asi podriamos establecer multiples igualdades.

Si el problema ahora es determinar cudntos dias se demoran 10 trabajadores
conociendo que 3 trabajadores se demoran 40 dias en hacer una obra.

El procedimiento es el siguiente:

Trabajadores|Dias 3 (40) =10 (x)

3«40 Xzﬂ%l

10 «——>x X=12dias

Como se conoce el producto de una horizontal resulta ficil encontrar mentalmente
el otro nimero desconocido ya que el producto de la otra horizontal es el mismo.

24. Tengo 4 monedas de Sctv y 3 monedas de 1ctv. Las quiero colocar de modo
tal que se formen 6 lineas rectas de 3 monedas cada una, y que en cada linea haya
una moneda de 1ctv y 2 monedas de Sctv.

Resolucion:

25. Unir los 9 circulos mostrados en la figura con dnicamente 4 rectas con la
condicion de no levantar el lapicero, ni regresar, por el mismo sitio.

o O O
o O O
O O O
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Resolucion:
) >

O O

26. Tres casas de un condominio (ver figuras) cercadas completamente tienen
que sacar los desagiies a los pozos, A, B y C respectivamente de tal manera que no
se crucen las tuberias entre si. {Como seria esta instalacion?

]
/N

Resolucion:

27. La figura representa una cancha de fiitbol con cuatro drboles en sus esquinas.

7N
Ny
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Buscar una estrategia para aumentar el tamafio de la cancha al doble, sin quitar
ningun 4rbol y de tal manera que no quede ningun arbol en las esquinas.

Resolucion

'
Ny

28. El gréfico muestra las temperaturas de 3 ciudades A, B y C dutnte una semana
(Qué ciudad tubo durante la semana el promedio de temperatura mas alta?

35 B
30 A
25

20 C

LMMIJVSD

Resoluciéon
A=285°
29. ;Puedes dibujar estas figuras sin levantar el lapiz del papel?

No estd permitido volver a repasar ninguna linea pero si puedes cruzar sobre
ellas.
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8 ©

30. ;Cuadl es la ruta més corta para visitar todas islas Galdpagos sin pasar dos
veces por la misma isla?

Resolucion

Fernandina

San Cristobal

Floreana

Resolucion

Fernandina - Isabela - Santiago - Santa Cruz - Floreana - San Cristobal
62 Km + 72 Km + 60 Km + 72 Km + 122Km = 388 Km

31. Si hoy es martes ;Qué dia serd dentro de 150 dias?
Resolucién

Para resolver el problema esbocemos un grafico.
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M M J VvV § D L M M J V

#de diastranscurridos forma 7* +k  dia observacion

7 dias 7*+0 Martes se repite el mismo dia
8 dias 7*+ 1 Miércoles avanza un dia mds

9 dias 7*+2 Jueves avanza dos dias mds
10 dias 7*+3 Viernes avanza tres dias mds

En nuestro problema

150( 7
3 21

21 *7 = 147 Después de 147 dias serd martes

Por lo tanto si avanzamos 3 dias més. Llegamos al dia viernes.

150 Dias=7*+ 3

147 148 149 150

32. Se tienen dos recipientes de 3 y 5 litros ;Cémo se podria medir exactamente
4 litros de agua utilizando los dos 2 envaces que no tienen graduacién?
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Resolucidn

- Jarras J11 J2
# de vaciadas (5L) (3L)
Llenamos J1 5\
Vaciamos por completo Jien J2 2,\\‘3
Desechamos los 3L de J2 \‘ ,,,,,,
Vaciamos JlenJ2 | 2
Lienamos J1 S 2
Vaciamos J1 en J2 43

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Rodrigo y Juan van de su casa a la escuela empleando caminos diferentes
(Cudl es el camino de mayor longitud?

mm Camino de Juan

D]' E ,—» Escuela
Casa > >

Camino de Rodrigo

2. ;De cuantas maneras diferentes podrd viajar una persona de A a D sin
retroceder?
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3. Una gota de mercurio cay6 al piso y rodo por la escalera, dividiéndose al dar
tumbos de escalén en escaldn. En el primer golpe aparecieron tres gotas; cada una
de estas a su vez, se dividi en otras tres en el segundo golpe, y asi sucesivamente.
Calcular el ndmero de gotas al cabo del quinto golpe

4. Tengo dos cajas amarillas con tres cajas verdes en cada una, ademds cada una
de las cajas verdes contienen 4 cajas rojas con 5 cajas azules en cada una ;Cudntas
cajas tengo en total?

5. Cuadl es la ruta mas larga para ir del punto A al punto B con la tnica condicion
de que no puede volver a pasar por el mismo punto

A

6. De cuantas maneras puede ir del punto A al punto B por el camino mds corto.

B

A

7. Dado el siguiente esquema molecular:

(~pr@ <= (P=>~1)
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@ 9 €699

Si: “p” es falsa “q” es verdadera y “r” es verdadera, el conector dominante es el
bicondicional. Encontrar el valor de verdad del esquema por medio de un diagrama.

8. Rodrigo tiene en su billetera 5 billetes de: 1 euro, 2euros, 5 euros, 10 euros y
20 euros ¢ Cudntas cantidades distintas pueden formar

/@3/
&
9. (Cudl es el nimero minimo de aristas que puede tener un camino que lleve de
A a B? sin pasar dos veces por el mismo vértice ;Y Cudl el nimero méximo?

10. Hallar todos los caminos distintos de tres y cuatro aristas que llevan del
vértice A al vértice B

>
TI
‘m
W

11. De cuantas formas puedes ir del punto A al punto B sin pasar dos veces por
el mismo punto
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12. Utilizando el camino mds largo, cudntos segmentos debes recorrer para ir del
punto A al punto B. sin pasar dos veces por el mismo punto

13. Se pretende asfaltar las calles de una zona de la ciudad representada a
continuacién, de manera que los puntos son los cruces de las calles y las lineas las
calles. Es posible asfaltar de manera que no pisemos las calles ya asfaltadas antes de
terminar todo el trabajo

\% \&

5

14. De cuéntas formas puede ir una hormiga del punto A al punto B en la figura
que se muestra a continuacion sin pasar dos veces por el mismo punto

Wi

15. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos

A ={X/x3 - 2x%2 + 44x - 48 = 0}
B ={2,3.4}

C ={x/ x? = 4,x es positivo}
D={x/x2-6x+8=0}

16. Dos hombres y 4 nifios pueden hacer una obra en 6 dias, pero con dos hombres
mds pueden hacer el mismo trabajo en 4 dias (En cudntos dias hardn dicha obra un

hombre trabajando s6lo?

17. A es 25% mas eficiente que B y C 20% menos que A. Si Ay C acaban la obra
trabajando juntos en 20 dias. ;Cudnto mds tardard B trabajando s6lo?
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18. Trazar el recorrido més corto para unir los puntos A y B haciendo contacto a
todos los hex4dgonos.

19. Trazar el camino més largo para unir los puntos A y B sin pasar dos veces por
el mismo punto ni por el mismo segmento

A

20. En la figura se muestra el plano del barrio “La Florida”. En el que pasan 4
lineas de buses que hacen el recorrido de la siguiente manera:

Linea 1: EFGHABE que mide 17 Km

Linea 2: CDEHABC que mide 12 kildmetros
Linea 3: CDEFGHABC que mide 20 kilbmetros
Linea 4: EHABE

sCudnto mide la ruta de la linea 42

C
B E F
A G

21. Utilizando 4 fichas, coldcalas de tal manera que se formen 6 filas de dos
fichas cada una.

22. Utilizando 6 fichas, coldcalas de tal manera que se formen 3 filas de 3 fichas
cada una.

23. Utilizando 6 fichas, coldcalas de tal manera que se formen 15 filas de 2 fichas
cada una.
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24, Utilizando 9 fichas, colécalas de tal manera que se formen 8 filas de 3 fichas
cada fila,

25. La siguiente figura muestra 6 vasos en linea recta, los tres primeros estan

llenos de yogurt y los 3 restantes estdn vacios tiene que mover solo uno de los vasos
de tal manera que cada vaso lleno se alterne con un vaso vacio.

888000

26. ;Es posible unir todos los vértices pasando una sola vez por cada una de las
aristas?

27. Un avidn recorre 2000 millas con rumbo S60° O y luego cambia su direccion
volando con un rumo de S30° E hasta un punto situado al sur del punto de partido.
(Cudl es la distancia desde el punto de partida hasta el punto de llegada?
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28. Esquematice un gréfico en el que describa el recorrido de un auto en el que
tuvo dos paradas de igual tiempo y la distancia que recorre en el segundo tramo es la
mitad de la que recorre en el primer tramo, ademds se sabe que el tiempo empleado
en el primer tramo es el doble del tiempo empleado en el segundo tramo

29. A las 12h00 horas Maria y Rodrigo escuchan una noticia, Maria comunica
esta noticia a tres de sus amigas y cada una de ellas lo comunica a otras tres y asi
sucesivamente. Rodrigo comunica a dos de sus amigos, cada uno de los cuales lo
comunica a otros dos y asi sucesivamente. Si cada persona demora 10 minutos en
comunicar a sus amigas y amigos ;Cuédntos hombres y cuantas mujeres conocen la
noticia a las 13 horas.

30. Los ndmeros del 1 al 5 deben distribuirse en los cuadrados de forma que

todas las operaciones resulten correctas. ;Qué nimero va en el cuadrado que tiene
la incégnita?

DID
iD
[]

31. El gato y el ratén se mueven en linea recta hacia la derecha. Al mismo tiempo
el ratén se mueve un cuadrado y el gato se mueve dos. ;En cudl de los cuadrados se
juntan?
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MODIFICAR EL PROBLEMA

Para entender esta estrategia conviene analizar el siguiente caso << Quizds es
imposible romper un manojo de ldpices por la mitad, sin embargo si rompemos cada
lapiz por separado, el objetivo resulta fécil de alcanzar >>

De forma andloga ésta estrategia consiste en dividir el problema de forma
consciente y sistemadtica en sub problemas y resolver cada una de esas partes para
finalmente combinar los resultados hasta lograr una solucién al problema global.

Un problema puede resultar dificil por su tamafio, por tener demasiados elementos

que lo hacen enrevesado y oscuro, normalmente el camino correcto para la resolucién
de un problema complicado es la divisién de este en otros mds sencillos.

(]

4
\

EJEMPLO
1. Transformar la fraccién compleja a fraccion simple.

Vlé 163716... 3/%/—4

(31.1>2' 1624 278"
8 (5+2)°
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a. COMPRENDER EL PROBLEMA
Puedes replantear el problema
b. CREAR UN PLAN PARA RESOLVER EL PROBLEMA
Seleccionamos la estrategia, en este caso modificamos el problema
c. PONER EN PRACTICA EL PLAN
La fraccion compleja podria ser dividida en sub problemas asi:
P /P,+P/P, +P,

Resolviendo los sub problemas tendriamos:

P,;%*%wﬁ*éﬁs:é@ =2

e B ) -y -

PMS/ 164163[16...= *HT6 =46 =4

L 1
po 1624272 162 +275 ATé+427 _4+3_7 _1
- (5+2) (7)° 49 49 4977

3
P364 =464 =42°=2

Ahora escribimos la nueva fraccion combinando los resultados de los sub
problemas

2/4 +4/(1/7) +2  Finalmente operamos para obtener la solucién global
12+28+2 Por jerarquia de las operaciones primero dividimos
12x1/28+2=1/56+2=113/56

d. EXAMINAR LO HECHO

Una forma de verificar el resultado podria ser empleando una calculadora con lo
cual estarfamos haciendo uso de la tecnologia en el cdlculo de operaciones aritméticas
un tanto complejas.

2. Verénica tiene en su cuenta de ahorros $4000 y por concepto de interés a plazo
fijo durante un afo ha ganado $240. Si retira de su cuenta $960 para matricularse en
la universidad. ;Qué cantidad le queda en su cuenta de ahorros?
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Resolucion.

Aqui estd claro que para saber qué cantidad le queda en su cuenta de ahorros hay
que saber primero cudl es el monto total de sus ahorros. Como esto no estd dado se
debe resolver primero el problema auxiliar.

(De qué cantidad dispone en su cuenta de ahorros?

Para esto sumamos el capital més el interés

4000 + 240 = $4240 Saldo disponible

La situacién ahora es que ya conozco el monto total del que dispone Verdnica
en el banco, luego ya puedo saber el saldo que le queda después de hacer el retiro
correspondiente para su matricula mediante una simple resta

4240 - 960 = $3280

Cantidad que le queda en su cuenta de ahorros

En éste problema con la técnica de la determinacién de problemas auxiliares, se
busca que la via de solucion sea de facil comprension para el estudiante

3. La edad de una madre y la de su hijo suman 80 afios. Si dentro de 5 afios la
madre tendrd el duplo de la edad de su hijo ;Cudl es la edad de la madre?

Resolucion

Dentro de ésta técnica la lectura analitica y la reformulacién, asi como la
modelacién juega un papel muy importante para resolver los problemas como
veremos a continuacién en la resolucién de este problema

Una primera modelacién de las condiciones dadas puede ser la siguiente

. Madre Hijo |
| [ |

-

80 anos

(Qué necesito saber para hallar la edad de la madre?

Como conozco el todo y la edad de la madre representa una parte, necesito
conocer la otra parte que es la edad del hijo. Para esto reformulo el problema con
una nueva pregunta (nuevo problema)
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(Cudl es la edad del hijo?

No es evidente; me apoyo de nuevo en la lectura analitica y la modelacién,
dirigiendo mi atencién a las edades que tendrdn después de pasados 5 afios

| Moldre | Hijo
|\ I /I |
2X X

La relacion entre las edades de la madre y el hijo es que la primera es el doble de
la segunda. De éste andlisis surge una nueva pregunta.

(Cudl es la edad del hijo dentro de 5 afios?

Del modelo se infiere que si tuviera el todo, como hay tres partes iguales ya
pudiera buscar el contenido de una parte pero no conozco el todo, por tanto surge
una nueva pregunta

(Cudl es el total de afios al cabo de 5 afios?

Para esto nuevamente aplicamos la técnica de la modelacién

80
B
ISIK | | RE
[ I [ [
- " A
Madre Hijo

Esto si ya lo puedo hallar, puesto que conozco las partes y quiero hallar el todo
5 + 80 + 5 = 90— Suman de las edades dentro de 5 afios

90 + 3 = 30— Edad del hijo dentro de 5 afios

30 - 5 =25— Edad del hijo

80 - 25 = 55— Edad de la madre

En la solucién de éste problema se puede ver como el problema original se fue
descomponiendo en problemas auxiliares.
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4. Calcular el drea de la zona sombreada de la figura, sabiendo que el lado del
cuadrado mide 8cm.

Resolucion

Nos proponemos pequefias metas, es decir descomponemos el problema global
en subproblemas. En este caso vamos a calcular el area sombreada de uno de los
cuadrantes.

r=4

B
/

L=8cm

Para esto trazamos una recta auxiliar para calcular el drea de la zona de drea A

A =52
A= b2
A]:ﬂ:Tr?_ r;r
Aﬁ%(%—])
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Como son cuatro zonas congruentes la expresion anterior multiplicamos por 4.

AT=4r2(g—1)

§. Hallar el drea de la region sombreada de la figura. Sir, =1, = 6cm.

Resolucion

Para hallar el 4rea de la region sombreada se hace necesario dividir la zona
sombreada en partes para lo cual trazamos los radios.

Como se observa en la grafica el drea sombreada estaria formada por 2 tridngulos
equildteros mas 4 semi hojas de 1/6 de circulo (Exdgono con lo cual el pronlema
inicial se ransforma en dos subproblemas, el de econtrar el drea del tridgulo y el drea
de un segmento circular.
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As=2[ /\ J+4=2)]

_o|PV3 ], 4[ 70 /24/3}
AS=2l " 43g0 7
_o|PV3 ], 4[mr?60° /3 }
AS=2 = " 350 4
As=0 6215 ‘4 n_:?_ézf}
AS=2'364/§'+4(3@¢)_4(36«/§)
4 1 76 4
_ 36V3 (3_675)
As 2[ 7 +4 2

6. Calcular el drea de la zona sombreada de la figura, sabiendo que el lado del

cuadrado mide 20cm.

Resolucidn

El problema se puede descomponer en subproblemas, mediante el tazo de lineas
auxiliares se puede dividir el drea sombreada a 3 zonas: A, A,y A,.

A, }]0

A, = A, cuarta parte del drea de una circunferencia
A =(m.r?) /4 = (n.10%) /4 = 25x
A, =1=10%=100 drea de un cuadrado
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Por tanto:

A=A +A+A,

A =2A +A,
A, =2 (25x) + 100 sustituyendo
A, =50m + 100

A, =50(m + 2) cm?

7. Calcular el area sombreada de la figura, si se sabe que los cuatro circulos son
congruentes y su radio mide 10 cm

Resolucion

Dentro de esta técnica el trazo de lineas auxiliares nos lleva a replantear el
problema en dos subprolemas.

Calcular el area del cuadrado y el drea del circulo (cuatro cuartos de circulo)

A =Ag-Ao

A, =-nr?

A, = (2r)? -nr?

A, = (2*10)%n(10)?
A, = 400-100m

A, = 100(4-m)cm?
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8. Una oveja estd atada mediante una soga de 5 m al vértice de un corral de
4 x 3m (ver figura) cuyo exterior se encuentra cubierto de pasto. ;Qué superficie
maxima puede pastar?

Resolucion

Para resolver el problema esquematicemos los datos del problema en un gréfico.

De este andlisis nos lleva a una nueva pregunta ;Cudl es el drea de las 3 regiones?
Ahora vamos a calcular las dreas A, A, y A, por partes

A=A A A,

A, =3mr?/4 =3 n(5)*/4 = 75n/4
A, =mr?/4=n(1)?/4 =n/4
A,=ar’/4=n(2)’/4=n

A, = 20m m?

9. Como se ve en la figura, un rio comienza en el punto A, y a cierta distancia la
corriente se separa en dos. Uno de los cauces se lleva 1/3 de la corriente, y el segundo
cauce se lleva el resto. Este segundo cauce se vuelve a dividir en dos, un cauce se
lleva la 3/4 partes de la corriente y el otro cauce se lleva el resto. ;Qué fraccion de la
corriente principal original llega al punto B?

>
;ﬁm

wl—
A
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Resolucion

Imaginemos que el volumen de agua que circula inicialmente por el rio son 24
m?® (divisor comin de las fracciones indicadas) esto implica que por la primera
ramificacion circularian 8 m* (1/3), y por la segunda ramificacién 16 m* (2/3). En la
segunda ramificacion por el brazo de las 3/4 partes circularia 12m?®y consecuentemente
por la ramificacion que conduce al punto B llevaria 4m’. Este resultado indica que
la ramificacién que conduce al punto B lleva la sexta parte de la corriente principal.

10. Hallar el drea de la regién sombreada, si ABCD es un cuadrado

A 4 B
4 4
D 4 C

Resolucion

Para resolver este problema se hace necesario formar tres regiones, mediante el
trazo de lineas auxiliares tal como se muestra en la figura, con el fin de determinar
las dreas de sus partes componentes

El area sombreada se reduce a determinar el area del cuadrado, el area del
tridngulo equildtero y de los dos sectores circulares. Asi:

_ 124/3 [nﬂﬂ A 4 B
A=P- -
=1 2| 3600
42 42300]
A 2
4 2[ 360° A
A=16- 44? /
/300
275 )/ \
A 4[4 s ] N\ 60° 60°:
A =07 2 D 4 C
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11. Hallar el valor de Y Hx+V1x
V1+y++/1-y
a? (b? +1
Poro:x=—22b Y= 220 ; 2( 5 ) =16
b2 +1 az+1 " b?a?+1) 25
Resolucién.

Para resolver este tipo de problemas se hace necesario dividir el problema en sub
problemas. Asi:

Para los valores propuestos de x e y se tiene:

T+ x= W/H o) = by 41 ey
b2+l b2+1 p2+1

4/?—1/1— =412 = b1y 4] ()
b7+1 | b7 b2+
Tey= 1+ 2= ot = o) P
a?+1 a?+1 c+1 :
- = _ 2 = '] 2
Ty =1 20 =f L = (o)) L P
En consecuencia la expresion a evaluar se transforma en
P+ PP, +P)
(0411 g5+ (0-1)
1
(o+])1/02+]+(o—1)1/02+]
Factorizando
#[b+]+b—]] Lgp [@F T [Be)
o lotl+a-1] 200 ey | o)

. . b2(02+]) 25 _ 5
Se deduce por hipdtesis que RSN [_6 =7
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12.5ix= =02 -1 -] !

n’ Ty = ;X4+y4:332
Yn2-1-1 Yn?-1

Calcular un valor de x -y

Resolucién

Cuando se trata de expresiones complejas es preciso transformarlas en otras mas
simples asi:

_ (M- 1)-AP 0 A1)
De x = = =n?-
o7 n2-1-1 n2-1-1 e

Como:y = =

1
Ynz-1 X

Pero x*+ y* = 322

Reformulando las condiciones iniciales formamos un trinomio cuadrado perfecto

X4+ yt+ 2x2y2 = 322 + 2(xy)? = xy =1
(X2 +y?)2= 324
@ De aquix?+ y?=18
adicionando (-2xy)
X2+ y2-2xy =18 -2xy— xy =1
H_J

T.C.P
(x-y)2=16
X-y=zt4

13. En la figura PQ = 6cm. La cuerda estd situada a ~/3  cm del centro O.
(Cudl es la longitud del arco PQ?

Q

Resolucién
(Qué necesita conocer para resolver el problema?
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El angulo central, como no lo tengo. Reformulo una nueva pregunta (nuevo
problema

(Cudl es la medida del d4ngulo central £QOP?

En la figura, mediante construcciones auxiliares formamos el tridngulo rectdngulo
como se muestra a continuacion.

(Qué necesito saber ahora para calcular m£ QOM?

La magnitud del segmento QM. Es evidente que QM = 3cm puesto que el radio
perpendicular a una cuerda, divide a la cuerda que subtiende en dos partes iguales.

Consecuentemente ya podemos aplicar una funcién trigonométrica para calcular
la medida del angulo 6

tan0 = 1/ /3
0=30°

Con esto ya podemos determinar la medida del d&ngulo central

m£ QOP =20 = 60°
Pues bien con ésta informacién ya podemos responder a la pregunta inicial del

. P . ,
problema. Para calcular la medida de arco PQ aplicamos el teorema de angulos
asociados a una circunferencia asi.

m# QOP = PQ = 60°

14. Reducir P=4/ 6+2V 10+2V 8247
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Resolucion

Dividiendo en sub problemas y realizando procesos de sustitucién no queda:

V8-247:V7+1-247:¥W47-n2:47s

Reeplazando en la expresidn propuesta

P=V6+2#10+2p{7-n
P=V6+2#8+2v7
P=A6+2(47+1) Similaral caso anterior

=8+247

15. Con las cuatro piezas que se muestran en la figura, formar un cuadrado

Resolucion

Eneste caso estamos modificando la forma de la figura sin perder sus caracteristicas
esenciales para formar una nueva figura.
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16. Descomponer un cuadrado en tres partes de tal manera que con ellos se pueda
formar un rectdngulo y un tridngulo

Resolucion

En este caso haciendo uso de la capacidad inmaginativa formamos dos nuevas
figuras geométricas.

17. La figura que se muestra a continuacion estd formada por la interseccion de
dos cuadrados congruentes; siendo o y o centros de dichos cuadrados y cuyo lado
mide 4cm. Realizando trazos apropiados formar un octaedro y calcular su perimetro.

Resolucion

Es evidente que apartir de la construccion de lienas auxiliares y cambio de
posicion de sus partes se forma la nueva figura
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Ahora nos corresponde calcular la hipotenusa del tridngulo para poder determinar

su perimetro.
h=y(22+22) =8 =212

P =4(2+272)

18. Tres tubos de didmetro 1m se unen con una banda metdlica ajustada
completamente tal como se muestra en la figura. Hallar la longitud de la banda.

Resolucion

Si consideramos que el problema se trata de 4 tubos tendriamos la siguiente
ecuacion:

Ve

Y0
¥

AN

Realizando construcciones auxiliares nos damos cuenta que el perimetro seria la
suma de cuatro didmetros y cuatro arcos con dngulos centrales rectos.

P=4d +dn
P=d(r+4)

Si fuese con dos tubos tendriamos

XD
AN
P=2d +dn

P=d(mn+2)

Consecuentemente mediante el andlisis de problemas auxiliares llegamos a la
conclusién que cuando se trata de 3 tubos se aplica la férmula.
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P=d(n+3)
P=1(n+3)
P=n+3

19. Hallar la suma de las cifras del resultado de operar 200320032 - 200320022
Resolucion

Para esto la primera cifra descomponemos como la suma de dos niimeros asi:
(20032002+1)* - 200320022

Es evidente que con la aplicacién de este artificio estamos modificando la
estructura del problema inicial.

Desarrollando el binomio tenemos

200320022 + 2(20032002) (1) + 12 - 200320022
40064004 + 1 = 40064005 Operando

Como en el problema se pide calcular la suma de sus cifras tenemos que:
40064005 -4 +6+4+5=19
20. Resolver la ecuacion
2(x + 1/x)?-9(x + 1/x)+10=0
Resoluciéon

Por la estructura de la ecuacién haciendo un cambio de variable x + 1/x por a para
simplificar el problema nos queda:

2a’-9a+10=0

(a-2)(2a-5)=0 Factorando

a=2 6a=5/2 Igualando ambos factores a 0
Sustituyendo x + 1/x por a, para volver a la variable inicial
x+1/x=26x+1/x=5/2

Transformando en ecuaciones enteras nos queda

x2-2x+1=062x*-5x+2=0
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Factorando las ecuaciones tenemos
x-1=06(x-2)2x-1)=0

Igualando a cero cada uno de los factores
x=16x=2;x=1/2

Consecuentemente las raices de la ecuacion son:
x, =1 ;x2=2;x3= 1/2

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Calcular el drea de la region sombreada

2. Dos borregos estdn atados mediante una soga de 8 m, en dos vértices de un
tapial de forma de tridngulo equildtero de 8 m de lado. ;Qué superficie maxima
pueden pastar los dos borregos?

3. Un chivo estd atado mediante una soga de 18 m en la esquina de un piso cerrado
por un tapial de la forma como se indica en la figura. ; Qué superficie maxima puede
pastar?
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4. Resolver

1.1 a __a

a_ .- 1 4+ 92 a2

a+—! P a+2 a2

a.l 1.1 a2 a+2
a 1-a

5. En la figura se muestra un terreno que ha sido dividido en seis parcelas
cuadradas: A; B; C; D; E y F. Si el drea de la parcela A es 4m? y la de 1a B es de 9 m?,
(Cudl es el drea de la parcela F.

Al B

C

TN

6. Hallar el drea de la regién sombreada, ABCD es un cuadrado

A 4 B
__

4 4

D C

7. Calcular el perimetro de la region sombreada

r=2 r=4

8.Si x:w/2+ﬂ/§+ﬂ/2n/§/\y=W/3+2ﬂ/5ﬂ/3-2W/5.

Calcular el valor de x* - y*
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9. En la figura ABC tridngulo equildtero, BEC tridngulo issceles construidos en
el interior del cuadrado ADEC. Hallar 1a medida del angulo 6

D E

A C

10. ABCD es un rectangulo con BC = 6cm y AB = 4cm, los puntos E, F, G, H, I,
J, K, L son punto medios de los segmento indicados en la figura. Hallar el drea del

rectangulo IJKL
B F C
J K
E G
|
A H D

11. En la figura que se muestra a continuacion, el arco AB es un semicirculo,
CD L AB, AD =4cm y DB = 9cm. Hallar el drea del tridngulo ACB.

C

D B
12. Enla figura AB = 10cm y MN =2/5 AB ;Cual es el drea del poligono ANBM?

N
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13.Siatb= V11 yab=>5.Calcular E = a? + b2

14. Se compran 40 bicicletas a $1220 cada una, se venden 25 bicicletas a $1300
cada una y las restantes a $1180 ;Cudnto gana o pierde?

15. De un tonel de vino se extrae primero el 20% y luego el 25% de lo que queda
( Qué porcentaje del total se extrajo?

16. Si la base de un tridngulo aumenta en un 50% y su altura en un 20%. ;En qué
porcentaje aumenta su drea?

17. Calcular el valorde M = (x* + y?)/(x* + y?) six + y=2 y x.y =3

18. Si X = (a> b + a + b)/ab .Hallar valor de la expresion
(x + a)/(b - x) + (x-a)/(b + x) + (2ab + 2b?)/(x* - b*)

19. Resolver la ecuaciéon 2(x - 5) + 7 Vx-5=4
20. Factorar: 9a® - 6ab + b? - 21x? + 12ax - 4bx
21. Six = 1/2 (a/b + b/a) Encontrar el valor de 8x> - 6x

22. Simplificar la siguiente expresion:
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p=[@@+b+c)a+b+d)-(a+c+d)b+c+d)-(a+b+c+d)(a+b-c-d)+ab]

23. Determinar el valor de:

M = 4 = ;|O<:|r<:1x=“/gey=2w/E
X *Y) V5-2
ey X+ y)
4-xy(x+y)!

24. Resolver la ecuacion

g

25. Un carpintero tiene 4 tiras de madera de la misma longitud. Pega dos de ellas
con un traslape de 10 cm y asi obtiene una tira de 50 cm de longitud. Con las otras
dos quiere hacer una de 56 cm de longitud. ;Cudnto debe medir es traslape?

| |10cm|

|10cm| |

| | | |50 cm

26. Enlafigura ABCD es un cuadrado y los tridngulo ABF y DEC son equildteros.
Si AB=1 Cudl es la longitud de EF?

A B
E
F

D C
198
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CONSTRUCCIONES AUXILIARES

El trazo de lineas auxiliares es una estrategia muy util para resolver problemas
de geometria, puesto que éstas nos permiten cerrar el dibujo en ciertas partes lo cual
nos da informacién adicional la misma que nos conduce a la solucién del problema.

EJEMPLOS
1. Calcular m4B en el tridngulo AABC , en el cual
BC = 2AB; mxA = 3mxC
a. COMPRENDER EL PROBLEMA

Esquematizamos los datos del problema en un grafico
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b. CREAR UN PLAN PARA RESOLVER EL PROBLEMA

Seleccionamos la estrategia, en este caso realizamos construcciones auxiliares
para formar nuevas figuras que me permitan establecer relaciones entre los lados y
los &dngulos.

c. PONER EN PRACTICA EL PLAN

Para establecer una relacién entre los dngulos A y C tracemos el segmento AM
de modo que:m£MAC = m£C

En el AAMB, m£#AMB =2m#£0 por dngulo exterior a un tridngulo. Por lo cual el
AABM es is6sceles, entonces AB =BM =c

Consecuentemente MC = AB = ¢ por condicién del problema
De lo cual se deduce que el AAMB es equildtero

d. EXAMINAR LO HECHO

Puesto que el tridngulo ABM es equilatero 20 = 60° — 6 = 30°
Por teorema de suma de dngulos internos de un triangulo

X+ 30+ 60=180°
60° + 3 * 30° + 30° = 180°

Con lo cual se verifica que cumple el teorema con los datos calculados.
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2. Comprobar geométricamente que el drea la figura N© 1 , es igual al drea de la
figura N© 2

Fig. N 1 Fig. N 2

Resolucion

Si trazamos lineas auxiliares sobre la figura N™ 1 observamos que los tridngulos
que aparecen sin pintar forman los dos rectangulos sin pintar de la figura N™ 2 y las
area segmentadas con relleno forman dos cuadrados tal como se muestra en la figura.

3. Si EFGH es un rectangulo de 32 ¢cm?; y los puntos M,P,Q,R,A,B,.C,.D son
puntos medios de los segmentos indicados en la figura. Hallar el drea de ABCD

E M F
B

R P
D C

H Q G

Resolucion

Al trazar lineas auxiliares las mismas que unen los puntos MQ y PR se puede
observar que el drea del poligono MPQR es la mitad del 4rea del rectdangulo EFGH,

por tanto su darea es 16 cm?

Si trazamos nuevamente lineas auxiliares uniendo las diagonales del rectdngulo
ABCD, se puede observar que el drea del rectingulo ABCD es la mitad del drea del
poligono MPQR, por tanto el drea del rectangulo es 8 cm?
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E M F E M F
B A B
N S > P R e > P
D C DS C
H Q G H Q G

4. En la figura AB = BC; BE = 12. Hallar FD

B
By
Q2 )\
10 P
8
F E D

Resolucion:

Trazando lineas auxiliares por los puntos A y C paralelas a FD
Como AF =10 = PQ=2;ycomo BE=12 - BQ =2

En el 4ABQ: tan£1 = 2/AQ

En el tridngulo BPC: cot£1 = 4/PC

Por relaciones inversas sabemos que:

tan£1- cot£1 =1

2/AQ-4/PC=1—=AQ-PC=8(1)

sen£1 = cos42 por dngulos complementarios

2/AB = PC/BC; como AB = BC — PC = 2 por semejanza
Substituyendo el valor de PC en la ecuacién (1) nos queda:
AQ-2=8—AQ=4

Por tanto la medidade FD=AQ+PC - FD=4+2=6

5. Con los datos que se muestran en la figura. Hallar AE
E
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Resolucion

Por el punto D tracemos una linea auxiliar paralela al AC
El tridngulo BCD es semejante al tridngulo EFD por el postulado ALA
Consecuentemente estableciendo relaciones de proporcionalidad se tiene que

EF =6y FD =7, como DC = AF =7 por ser lados de un paralelogramo se tiene
que AE = AF +FE
AE=7+6=13

A

6. El segmento AB es un lado del tridngulo ABC y el punto G es el baricentro.
Trazar el tridngulo y explicar el proceso de construccion.

oG
A B
Resolucién
Imaginemos el problema resuelto
C
G
A M B

Para poder determinar el tercer vértice (Punto C) primer encontremos el punto
medio de AB (Punto M) y luego tracemos la recta M G
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C
G
A M B

Por ser CM mediana del tridngulo, se cumple que:
r=CG/GM = 2/1 r: razén

Por tanto MG = 1/2 CG

Tomemos con el compés la medida del segmento GM y a partir de G traslademos
2 veces este segmento sobre la recta GM hasta localizar el punto C

Finalmente trazamos los segmentos AC y BC parta formar el tridngulo ABC

C

7. En la figura hallar la medida del angulo x .Si EP = AB/2 y el punto O centro
del circulo.
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C
E
X
15° )
B 0 A
Resolucion

OB=0A=r Hipdtesis.

EP = AB/2 Hipotesis.

EP =2r/2=r Sustitucioén.

OE: radio Por construccion.

mxEOA = 15° A lados iguales, se oponen dngulos iguales.
m«CEO =30° Angulo exterior a A OEP.

mxECO =30° A lados iguales, se oponen dngulos iguales.
maX = 45° Angulo exterior a A COP.

8. Hallar la medida del £C, sabiendo que BC = 2AB

A

2X
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Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucion de Problemas Matemdticos

BN,

C 40° 60°X

I X i X I
M

Por construccion .

MzAMB = MsMAB = 60°
60°=myC + m CAM
60° = msC + msC

A ABM Isésceles y equildtero.
Angulo exterior a A CMA.
A CMA Isdsceles.

60° =2 mxC
mxC = 30°

Reduccidon de términos semejantes
Axioma multiplicativo.

9. En la figura, si BP = AC. Hallar m#x

@
45°%) X 30
B v P A
Resolucién
C /\
2a
a
/450 X 30

—a—+—a |

[ 20 |
CM altura Por construccién.
CM=qa Lado opuesto all dngulo de 30° en el AAMC.
m¢BCM = 45°  Angulo complementario.
BM=CM=a A dangulos iguales, se oponen lados iguales
MP = a El todo esigual a la suma de sus partes.
mxX = 45° A PMC rectdngulo e Isésceles.

libro matematicas Orlando y Ray.indd 206

206

@»

11/917 11:09



Capitulo IX.

®

Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

10. Dados: M es punto medio de AB ; N punto medio de CP; AC = PB. Hallar la

medida del £x

Resolucién

A

70° X

P AN X \/
I a M—t—m— a I
E N P B
AE // MN Por construccién.
EN = NB Teorema de los puntos medios de dos lados.
EC=aqa Asociacién de igualdades.
mxAEC = mxX Angulos correspondientes.
70°= mxX + mxX Angulo exterior al friangulo Isésceles EAC.
70° =2 mxX Reduccidon de términos semejantes.
mx X = 35° Axioma multiplicativo.

11. Calcular la perpendicular CH en el semicirculo de centro O; siendo C punto
medio del arco BD y BD = 4cm
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Resolucion.

Por construccién completemos el circulo y tracemos la prolongacién del segmento

CH hasta el punto G
D, a ¢
4 a
A O H B
\ X 1 /
\ I /
e

Puesto que CH L AB se cumple que CH = HG = x por propiedad de didmetro
perpendicular a una cuerda

DC=CB=aq por hipétesis

Con lo cual BD = CG = 4 cm cuerda de un mismo arco

CG =4 =2x

S.X =2cm

12. Calcular el dangulo menor de un trapecio en el cual los lados no paralelos son
iguales, el lado no paralelo es iguales a la base menor y la base menor es la mitad de

la base mayor.

Resolucion.

2a

Trazando la linea auxiliar EC en funcién a los datos de la hipétesis, con lo cual
se forma un tridngulo equildtero lo que nos permite calcular la medida del dngulo
buscado

m«£x = 60°
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13. Calcular el drea sombreada de la figura, sabiendo que el largo mide 5cm y el
ancho 4cm.

Resolucién

Para encontrar el drea sombreada se hace necesario trazar lineas auxiliares para
establecer una relacion entre el drea sombreada y la no sombreada. En nuestro caso
el drea sombreada es la mitad del drea del rectdngulo, por tanto el drea sombreada
es 10cm?

14. Dos triangulos equildteros se pegan por un lado. Después todas las esquinas
de la figura obtenida se juntan en el centro ;Qué figura se forma?

Resolucion

Como se observa claramente en la figura se forma un rectingulo

15. En la figura que se muestra a continuaciéon m#BOA = 85°, BO bisectriz 4B ;
A0 bisectriz £A; m£C = 150°.Hallar m£D
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Resolucion

En este caso para resolver el presente ejercicio se hace necesario trazar lineas
auxiliares con lo cual conseguimos formar el tridngulo EAB.

mM#BOE = 90° -xE/2 Teorema B
850 =900 -4E/2 -
£E=10° e
xE +xC+xD = 180° -7 o
10°+150°+ D =180° -7

-0 L ______
4D =20 E A D

16. El tridngulo ABC es un tridngulo equildtero de altura h. P punto interior al
tridngulo; x,y,z distancias mds cortas entre el punto P a cada uno de los lados del
tridngulo.Demostrar que:

X+y+z=h

Resolucion

Por construccién formamos los tridngulos uniendo el punto P con cada uno de
los vértices

A=A TA+A,
b.h/2=AC.x/2+CB.y/2 + AB.z/2
L.h/2=Lx/2+Ly/2+L.z/2
h=x+y+z
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17. En la figura las diagonales de un trapecio se cortan ortogonalmente y miden
60 cm y 80 cm .Determinar el valor de su mediana MN.

B a C

Resolucion

AC =80; BD = 60

BD = CE po construccion
AACE: AE =802 + 602 = 100
= a+b=100

MN = (a + b)/2

18. Demostrar que “La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es igual a

1800”
Resolucion
CE// AB Por construcciéon.
CG Prolongacion del AC por construccién
MsECG = mgA Correspondientes.
mMxECB = mxB Alternos internos.

MxGCE + myECB + myC= 180° Suma de dngulos a un mismo
lado de una recta.

m«A + msB + mxC = 180° Sustitucion.
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19. En el tridngulo rectdngulo ABC de ex -centro “E”. Calcular EC, sabiendo que
AE = 442 m; AC = 5m.

Resolucién

A2 AEC = 1/2 4B = 45°"E" ex - centro del AABC
AG L GE Por construccion

. AAGE Isésceles

AG =GE

En el arectdngulo AGE

Sen 45° = AG/ 442 = AG = 4

En el arectdngulo AGC

=~ A~ 5 /C
DC = 3 Teorema de Pitdgoras S J
En el fridngulo rectdngulo AGE 4\\\\ 3
tan 450 = 4/(3 + x) f;
X =1

20. Calcular el radio de la circunferencia, tangente a los lados AB y BC del
cuadrado ABCD mostrado. Si divide a los otros dos lados en dos segmentos que
miden 2 y 23cm.

B C

7
0

A D

Resolucion

Realizando las construcciones auxiliares correspondientes tenemos:

212
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B H C
r E

\

A D

Ellado del cuadrado ABCD es 2+ 23 =25u
Trazamos OE se deduce que OE =R

Trazando OF L CD para formar un tridngulo rectdngulo, por deduccién
se fiene que:

OF=FG-0G=25-R

EF=CF-CE=R-2

En el 4OFE, por teorema de Pitdgoras se tiene
R?2=(25-R)?+ (R-2)?

R?2-54R + 629 =0

(R-37)(R-17)=0

R=17u

21. Calcular el radio de la circunferencia mostrada si ABCD es un cuadrado de
32 c¢m de lado.

B, \C

ARN____4D

32

Resolucion

Realicemos las construcciones auxiliares para establecer las relaciones
correspondientes
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Trazando OC se deduce que OC =R

Trazando OE 1 CD, se duduce que:

OE=AD/2=16cm

Trazando OF L AD,se deduce que:

ED=R

EC=32-R

En el tridingulo OEC aplicamos el teorema de Pitdgoras
R2=162+ (32-R)2

De donde R=20cm

22. En la figura que se muestra a continuacién "O" es el centro de la

semicircunferencia y CD = 5 AC .Calcular el valor de la expresién E =Vtan? 6 + 5

D

Resolucién

Realizando las construcciones auxiliares correspondientes tenemos

D
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En el triangulo rectadngulo ABD
D+a=90°—sen D=cos a

2r/6b = b/2r — 4r2 = 6b? (1)

En el triangulo rectdngulo ABD por el teorema de Pitdgoras
(6b)? = (2r)? + a® (2

Sustituyendo (1) en (2)

6(4r?) = 4r2 + a? - a?/r2 = 20

Como en el4DBO:tan6 = a/r

Finalmente en la expresidon pedida se tendrd:
E=Vtan20 + 5 =V(20+5)

E=5

23. Si la figura es una semicircunferencia y AC = CO = OD = DB .Calcular la
medida del £x

Resolucidn

Realizando las construcciones auxiliares correspondientes

AGCO0GDGB

Del grafico OA=2a radio de la circunferencia
OF = 2a = R Por construccion

En el ADFO

h?= (20)2- a2 - h=a+/3

En el 4ADF

tan x = h/3a = (a/3)/3a =1/~3
x =30°

24. Una semicircunferencia de radio (1 +V3) cm ,se divide en treinta arcos
iguales. Calcular la proyeccion del arco comprendido entre la quinta y décima
division sobre el diametro horizontal en centimetros
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Resolucion

10 divisiones Q

5 divisiones P

Como una semicircunferencia forma un dngulo central de 180°, entonces cada
division mide 6° ,luego entre la primera y décima division hay 60° y entre la quinta
y décima hay 30°.

En el BQO se tiene: BO = (1 +V3)cos60° (1)
En el AOPR se tiene BO + BR = (1 +/3)cos30° ( 2 )
Reemplazando (1) en (2)

BR + (1 +1/3)cos60° = (1 +1/3) cos30°

BR + (1 ++/3)(1/2) = (1 ++/3) \3/2

BR + 1/2 +4/3/2 =+/3/2 + 3/2

BR=1cm

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. En el cuadrado ABCD, M es el punto medio del lado BC. El édrea de la parte
sombreada es 6cm?. Determinar el drea del cuadrado ABCD

A B

D C

2. ;Cual es el camino mas corto para ir del foco F de la elipse, al punto S de la
figura adjunta, tocando en el borde de la elipse?
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3. Dibujar el tridngulo de perimetro minimo que se puede inscribir en un tridngulo
acutdngulo dado.

4. Los puntos P y Q estdn respectivamente en el interior y en el exterior del
cilindro sin tapa de la figura adjunta, ;Cudl es el camino mds corte entre Py Q?

40 cm
P

80 cm

N
~

5. Sea un prisma hexagonal regular ,;Cudl es la longitud mas corta que ,partiendo
de un vértice de la base ,recorre todas las caras laterales y termina en el vértice de la
cara superior, situada en la misma arista que el vértice de partida?

6. En la figura los puntos P,Q,R y S y dividen cada lado del rectingulo en razén
1:2. ;Cudl es el cociente entre el drea del paralelogramo PQRS y el drea de ABCD?

A P B
Q

S

D R C

7. En un tridngulo rectdngulo cualquiera encontrar el centro de la circunferencia
circunscrita al tridngulo utilizando implementos de dibujo

8. Dibujar un tridngulo equildtero mediante la construccion de dos circunferencias
congruentes intersecantes.

9. Los lados de un tridngulo estdn sobre las semirrectas a y b y el punto Q es la
mitad del tercer lado de dicho tridngulo. Trazar el tridngulo
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a
*Q
b

10. En el semicirculo de la figura de centro “O ", EM = OM .Calcular m CD

E
+ D
/ M £ i
A 0O B
11. En el tridngulo de la figura:BE = ED = AB, ademés AC = BC. Calcular m#x
B
E
1200
X
A D C

12. ABCD es un rectdngulo, donde AB =20 cm y BC = 4 cm.Sf el papel se dobla
a lo largo de la diagonal AC .El lado AB corta al lado DC en el punto O. Hallar la
longitud del segmento DO

A B

D C

13. A partir de los datos que se muestran en la figura determinar
BD si:AC = 2DC = 50
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B
37°
A D C

14. En la figura hallar tan0, si tana = 2/3 tanf} = 3/5 , siendo AB didmetro y "o"
centro de la circunferencia.

16. Hallar la longitud de la faja que envuelve a los tres cilindros del mismo

D
AN

219
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17. Hallar la longitud de la correa de trasmision de tres ruedas tangentes
exteriormente como se muestra en la figura cuyos didmetros son 18 cm,6 cmy 2 cm
respectivamente

18. En el rectdngulo ABCD se toman los puntos medios Een AD y F en CE, se
une A con F y se prolonga hasta cortar a CD en G. Hallar FG si AF = 30

E

19 . En el trapecio iséseles A B C D AB 7/ DC; m£A=2m#£C; AD = 10 cm
2AB = DC. Hallar la longitud del segmento que unen a los puntos medios de los
lados no paralelos
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Respuestas

EXPERIMENTAR CON LOS DATOS DEL PROBLEMA

1.3
2.
3.
1 2
| 174 3/4]| 5/4|
4,

5. En la estrella del 8 son multiplos de 8 excepto el 226

6.15x2-21+7+18+6
30 -3 +3 =230
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7.
8.
9.
()
e
E—@—®
10.
T [1] [
12 5 8
216|3(10| 4
7]
17
11.
8]
12.

& & @)
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13.
sT4]5][2[1]9]8]3]7
21712|3]|8[5]6|1]4
3[118[4]|7]6[2]5]9
718[9]1]6[4]5]2[3
5(3[119]2|8|7|4]6
21614|7]15]3]|1]92(8
82[3[5]4]7]9]6]1
119(7]16]13|2]|4|8|5
41516891372

14. B 7x5-6= 29

15. D (26-5)3= 63

16, A4x3=12—-1+2=3
17.D[(3-1)x(9x6)] +12=9
18.B9 x 4=36— 36 =6

19. D La suma de las cifras suma 5
20.
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INDUCCION MATEMATICA

1. 888888 11. 1024
2111111111 12. 24
3.888 13. 1 - 2200
4.92-9 14. 529
5.16 15. 4760
6.324 16. 702
7.1764 17. Sean a y b nimeros consecutivos
se verifica que:
8.42
a’+b” + (ab)’> = (ab + 1)* Ley General
9. M
18. Siendo a el primer ndmero
10. 720 consecutivo se verifica que:
a(a+ D@+2)@+3)=[la(a+3)+1]?
-1 Ley General
19.
# de
fichas 2 3 4 > "
Pasos 3 7 15 31 27 -1
20. 21.72

3145
S,=1+2+2+3=8=2°
S,=1+2+3+2+3+4+3+4

+5227=3
S, = 20° = 8000
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RAZONAMIENTO DEDUCTIVO

;.46ylg 15.314 cm?
. 175y 25 16. 4n
3.27y 6 17. 4cm
4.25cm? 18. 54cm
5. (V2-1)2m2 19. 81

6. 20% 20. 60°
7.3 21. 80%
8.-1 22, 30°
9.10° 23.63y 71
10.7 24. 14

11. x2 25.10°

12. 242 26.0

13. 10 cm? 27. 3

14. 4cm? 28.C

HACER UN DIBUJO QUE REPRESENTE EL ENUNCIADO

1.700 ml

250 ml 425 ml
350 ml

+ £= 1300 ml chocolate

225 ml

+ W =650 mi café

2.D-E-K 3. 19¢m;20cm

oQ—-
O OLN

4.%9

e e

$12 L $‘2V B
$15

225
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Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

5. 12 Chocolates

$2 + $2 + $2 + $2 = $8
$3 + $3 + $3 = %9
6.2
Cc(13) H 7
30
7. 60°
8. 5 lit.
9.$54
$1.8 $1.8 $18 $1.8 $18
$3.6 $§’4
10. $90 000

prrr XX

| $7500  $7500 | |
|
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11. 875
Gl
$25{
$5o{
12. 21m; 63m
a a a

13. Nada
M ‘ E=1/2=3/6
A=1/3=2/6
14. $6
-4
b
v + =$24
o Ls
s’ + 0 5 00

6 + 6 + 6 + 6 =$24
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15. 100m
40 m
20 20 20 20 20
L JL
\/ V
3/5 2/5
16. 80 km
160 km, 60 k60 km 60 km, 60 km,
I ] ] ] 1
3/5
I
| * | |
" 100 km '3 100km T 100 km
17. 12

18.24 m?
19. 300m
20. 1.84m
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TRASLADO DE REGIONES

. 2t cm?

. 8mem?

. 9V3/4 cm?
.2(m—-2) cm?
. 25w cm?

.8 cm?

. 9(m-2) cm?
. 125 wem?
. 27t cm?

10. 9 cm?
11.D

VOoONOGODADWN=—=

HACER UNA LISTA

.16
.13
18
24
17
10
18
.30
11
10. 36
11. 14
12. 8
13.32
14. 1024
15. 10
16.4

VCENOC NI WN -

HACER UN DIAGRAMA

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

1. Los dos caminos son iguales

2.36
3.81
4.152
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8 cm?

4 cm?
w-2
18 cm?
8 cm?
75 cm?
12 cm
24 cm?
6 cm

4@ - 2)

21
13
18
10
15
12
21
$20

40
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5. 11 maneras

e o8
A ¢ A @
6.10
7. Verdadero
8. 31

9. El minimo 2 y el mdaximo 5

10. 8 caminos de 3 vértices y 8 caminos de 4 vértices
11.11

12.13

13. No es posible

14. 8

15.

>
o—o<

16. 24
17. 25
18. 13 Tramos
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19. 25 Tramos
A

20. 9 kildbmetros

21.

22. 23.
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libro matematicas Orlando y Ray.indd 231 @ 11017 11:10



Estrategias para el Desarrollo del Pensamiento en base a la Resolucién de Problemas Matemdticos

24.

25.

U w Owl

26. Es un camino euleriano ya que atraviesa cada arista exactamente una vez: V.,
VZ’ V3’ V4’ VS’ Vl’ V4’ V2’ VS

27. 4000
28.

Distancia

®

Tiempo

MODIFICAR EL PROBLEMA

1. 12.5 (2°V3-n) cm?

2.295.78 m?
3. 835.3 m?
4. — (a+2)/2a
5. 441 m?.
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29. 1220
30.5
31.4

6. 81V3+1m/3) cm?
7. 12ncm

8.20
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11. 39cm? 20. (3a—b-3x) (3a-b + 7x)
12. 20 cm? 21. (a/b)® + (b/a)’

13.1 22. cd

14. $1400 23.2

15. 40% 24.2

16. 80% 25.4

17.5 26.0.73

18. (-2ab)/(ab + 1)

19.21/4

CONSTRUCCIONES AUXILIARES

1.Sitrazamos lineas auxiliares podemos observar que el drea sombreada representa
la cuarta parte del drea total. Por tanto el area total del cuadrado serd 24 cm?

A

2. Empleando la desigualdad triangular se demuestra facilmente que el punto de
la elipse que define el camino mds corto es la interseccién de la recta que pasa por
los puntos S y F' (foco) con la curva, el mismo que se corta en el punto M tal como
se muestra en la figura.

Si tomamos un punto arbitrario N sobre la curva distinta de M se demuestra que:
SM+MF<SN+NF

N M

3. Este problema se resuelve facilmente si dos de los vértices del tridngulo buscado
son fijos .Si los vértices M y N del tridngulo inscrito son fijos. El tridngulo MNO
es de perimetro minimo, siendo O la interseccién del segmento de extremidades M'
(Punto simétrico de M con respecto del lado BC del tridngulo) y N
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4. El camino mas corto se obtiene desarrollando la superficie lateral del cilindro.
Por simetria del punto P, con respecto al perimetro del circulo el camino PMQ es
de la misma longitud que el segmento QP', luego es el mds corto que cumple las
condiciones del problema.

5. Como los extremos de la linea poligonal estdn sobre las cara laterales del
prisma y éste es regular, basta desarrollar las caras laterales y unir los puntos Py Q
por un segmento, tal como se muestra en la figura adjunta.

Q

P

6. Dibujamos paralelas al lado AD por Py R y también al lado AB por S y Q.
Cada uno de los rectdngulos pequefios representa 1/9 del drea original. Por traslado
de regiones Area PQRS / Area ABCD = (5/9)/(9/9) = 5/9

A P B
] / / Q
S / A
=
D R C
234
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7. El punto de interseccion de las mediatrices de los catetos de un tridngulo
rectdngulo se cortan en el punto medio de la hipotenusa, y este punto a su vez
constituye el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo

8. Dibujamos dos circunferencia congruentes interesantes tal que la segunda
circunferencia pase por centro de la primera circunferencia .Si unimos los centros y
el punto de interseccién de las circunferencias podemos comprobar que se forma un
tridngulo equildtero. Cada tridngulo divide en 6 sectores iguales de la circunferencia

C

9. Por construcciones auxiliares trazamos la recta paralela a lo semirrecta "b" que
pase por Q y corta a la semirrecta "a" en el punto W ,de manera similar tracemos la
recta paralela a la semirrecta a que pasa por Q y corta a la semirrecta b en el punto
V. Si unimos los puntos de corte de las dos semirrectas se forma un segmento VW
y finalmente trazamos una recta paralela a este segmento que pase por Q la misma
que corta a las semirrectas a'y b en los puntos B y A con lo cual se forma el tridngulo
correspondiente.
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10.

11.

12.
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13.

14.

fand =19/9

15.

tan® =+5/5
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16.
AL 120038
RéOO
R
60°\/60°
D E
L=2R (3+x) cm
17.
L= (1643 +387/3) cm
18. 10cm
19.15¢cm
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