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Las funciones son una de las piedras angulares de las matematicas, ha transformado nuestra comprension
del mundo natural y de muchos campos del conocimiento humano. Desde los movimientos de los
planetas hasta las tasas de cambio en fendmenos biolodgicos, este conjunto de herramientas matematicas
nos permite modelar y analizar la realidad de manera precisa y efectiva. En este libro, el lector podra
explorar los conceptos fundamentales de las funciones, no solo su rigor tedrico, sino también su

aplicabilidad en situaciones del mundo real con un enfoque didactico.

A lo largo del libro, iniciamos un viaje que abarca desde las nociones basicas de las funciones, sus
graficas, dominio, recorrido y tipos de funciones, asi como sus diversas aplicaciones. Cada tema esta
desarrollado de forma progresiva, construyendo sobre los conocimientos previos de manera logica y
coherente en donde el lector no solo comprenda las formulas y procedimientos, sino que también adquiera
una perspectiva intuitiva de los conceptos, permitiendo una conexién mas profunda con las ideas

matematicas.

Ademés, se incluye ejemplos y ejercicios practicos que facilitardn la consolidacion del aprendizaje,
brindando asi herramientas para el desarrollo del pensamiento critico y la solucion creativa de problemas.
En un mundo cada vez més guiado por datos y tecnologia, el dominio de las funciones se ha convertido
en una habilidad esencial, no solo para matematicos y cientificos, sino también para ingenieros,

economistas y cualquier profesional que aspire a entender y moldear el entorno en el que vivimos.

Con este libro, se invita a sumergirse en el fascinante universo de las funciones en donde se ha empleado
un lenguaje matematico de facil comprension que pretende aportar en la mejora significativa del proceso
de ensefianza-aprendizaje de esta tematica y brindar una oportunidad valiosa para que tanto estudiantes
como docentes puedan explorar este campo esencial de las matematicas desde un enfoque didactico que
ayuda a fomentar el interés por la Matematica y desarrollar habilidades criticas en los estudiantes, lo que

a su vez puede repercutir positivamente en su formacion académica y profesional.

Debemos despiertos, recordando que los suerios sin acciones son simples suerios, las acciones sin suenos
carecen de sentido, pero un sueno puesto en accion puede cambiar el mundo.

El autor
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EVALUACION DIAGNOSTICA

OBJETIVO: Verificar los resultados de aprendizaje previos adquiridos por los lectores a través del

presente cuestionario para emitir juicios de valor y tomar decisiones.

INSTRUCCIONES:

Estimado lector:
v" La evaluacion tiene una duracion de 2 horas.
v’ Cada pregunta tiene una valoracion de 0,25 puntos.
v" No se ortorgara valoracion a una respuesta correcta que no esté acompafada de un proceso de solucion
escrito.
v Emplee hojas adicionales y un esferografico para resolver el presente cuestionario.
v' Lea cuidadosamente el cuestionario y conteste empleando sus conocimientos previos.
jBxitol
CUESTIONARIO

1) Calcular la fraccion generatriz de
a) 2,666666 .....
b) 1,618181818 ...

2) Compruebe la siguiente igualdad

\/r\/§=\/§+1

3) Mathias pinta su habitacion en 2 horas y Emily pinta la misma habitacion en 3 horas. Si los dos trabajan
juntos, calcule el tiempo que se demoran en pintar la habitacion

4) A Dario se le ofrece un sueldo anual de $ 1900 y una vaca. Al cabo de 9 meses renuncia, recibiendo
un total de $1400 y la vaca. ;Cuanto cuesta la vaca?

5) En un local comercial el primer dia se vendieron 7 pantalones y 8 camisas dando un total de venta de
$ 370, un segundo dia se vendieron 10 pantalones y 6 camisas dando un total de venta de $ 420. Calcule

el precio al que se vendieron cada pantalon y cada camisa.

6) Un bote de motor navega rio abajo 9 km y regresa al punto de partida en un tiempo total de 1 horay
15 minutos. Si la velocidad de la corriente es de 3 km/h, hallar la velocidad del bote en agua tranquila
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7) Encuentre el valor de k en la ecuacién 2x2 — 5x = x? + 3x — k + 1 para que la suma de sus
soluciones sea el triple de su producto.

8) Resolver la siguiente ecuacion |x2 — 5x — 9| = 3
9) Se desea delimitar un terreno rectangular para el cual se tiene 240 m de cerca disponibles. Calcule las
dimensiones del terreno si el 4rea delimitada debe ser al menos 3500 m?

10) Calcule el intervalo solucion de
|x + 1] < |1 —2x]|

11) Demuestre por medio de distancias que los puntos A(—6, — 8) , B(0, — 4) y C(3,— 2) estan en una
misma recta (son colineales).

12) Dado el punto A(2, 3), determinar sobre el eje OX, un punto tal que su distancia al punto A sea de
5 unidades.

13) (Cual es la razdn en la que el punto P(2, 7) divide al segmento de recta determinado por los puntos
Py (=1, 1)y P, (6, 15)?

14) Para los puntos Py(5, 3) y P, (= 3, —3), encuentra la coordenada del punto P(x, y) que divide al

, PP . . :
segmento de recta en la razéon r = # , de tal manera que la distancia de P a P; sea el triple de la que
2

existe a P, y se encuentra entre P; y P,

15) Determine las coordenadas del punto medio del segmento, cuyos extremos son los puntos P; (5, 7)
y Py (1,-3)

16) ;Cudles son las coordenadas de los puntos de triseccion del segmento de recta determinado por los
puntos P; (—6,2)y P, (3, 5)?

17) (Cuél es el area del triangulo, cuyos vértices son los puntos A(— 3, 2), B(4, 5) y C(2, — 2)?

18) Calcular el 4rea del hexdgono cuyos vértices son los puntos A(2,0), B(5,2), C(5,5), D(2,7), E(-1,5) y
F(-I,Z)

19) Una recta pasa por los puntos A(-2, —1) y B(3, 4). Determina su pendiente y el &ngulo de inclinacion.

20) El angulo de inclinacion de la recta que pasa por los puntos P; (—1,5) y P, (x,1) con el eje X es de
135°. (Cual es el valor de la abscisa de P,?

21) Demuestra que la recta £, que pasa por los puntos A(1, 1) y B(5, 3) es paralela a la recta £, que pasa
por los puntos C(8, 0) y D(4, -2).

22) (Cual es la medida del angulo interior B del tridangulo determinado por los puntos A(— 2, 1), B(3, 4)
y C(5,-2)?

23) Determine la ecuacion general y la ecuacion simétrica de la recta que pasa por el punto A(-5, 3) y es
perpendicular a la recta 3x +2y — 6 =0.

24) Un cuerpo inicia con una velocidad de 4 metros por segundo, después de 6 segundos, su velocidad
es de 12 metros por segundo. Exprese la velocidad de dicho cuerpo en funcién del tiempo y obtenga su
velocidad para un tiempo de 9 segundos.
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25) Silarecta 2x + ay = 5 es perpendicular a la recta 3x + 5y = 1. Calcular el valor de a

26) Hallar la ecuacion de la recta que pase por el punto (3, 6) y tenga un angulo de inclinacion de 135 °
27) Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que une los puntos A (-3, 2) y B(1,6)

28) Si se compran 20 televisores el precio unitario es de $300, pero si se compran 50, entonces el costo
de cada televisor es de $280, encuentra la ecuacion de la demanda.

29) Calcule la distancia entre las rectas paralelas 2x + 3y + 1 =0y 2x+3y—-6=0

30) ;/Cuaél es la ecuacion de la bisectriz del angulo agudo formado por las rectas, 3x -4y —-4=0y
2x -5y +6=10?

31) Calcular el centro y el radio de la circunferencia x2 + y?> —8x — 8y + 23 =0

32) Determina los elementos de la pardbola y? — 6y — 8x + 17 = 0

33) El arco de un puente de forma semieliptica tiene una amplitud horizontal de 40 m y una altura de
16 m en su centro como se muestra en la siguiente figura. Calcule la altura que tiene el arco a9m a la
derecha del centro.

34) Determinar los elementos de la hipérbola 5x2 — 4y? — 10x + 24y — 51 =0

35) Determinar el valor de x e y de tal manera que (5x + 2y, —4) sea igual a (—1,2x — y)

36) Sea A = {1,3,5} y B = {2,4} calcular AxB

37) Sean los conjuntos A = {1,2,3,4} y B = {1,2,3,4}. Escribir la siguiente relacion por comprension.
Rl = {(411)1 (1r4)r (3’2)I (213)}

38) Dada la relaciéon R = {(x,y) € RxR / xy — 2y —x = 0}

a) Calcular las intersecciones con los ejes coordenados
b) Determinar las simetrias

39) Determinar las simetrias de y — x? = 0

40) Dada la relacion R = {(x,y) € RxR / xy — 2y — x = 0}
a) Determinar la extension (dominio y el rango)

b) Determinar las ecuaciones de las asintotas
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CAPITULO I
DEFINICION, DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCION

1.1) HISTORIA

El concepto de funcidon puede rastrearse hasta la antigua Grecia, donde matematicos como Euclides y
Arquimedes exploraron relaciones entre cantidades. Sin embargo, no fue sino hasta el Renacimiento,
cuando las matematicas comenzaron a formarse como una disciplina mas estructurada, que se empezo a
hablar de las funciones de una manera mas explicita. En esta época, matematicos como Francgois Viéte
(1540-1603) comenzaron a interpretar las relaciones algebraicas considerando no solo numeros, sino
también cantidades variables (Cajori, 1910).

La formalizacion del concepto de funcion dio un gran paso adelante en el siglo XVIII. Uno de los
propulsores de este cambio fue el matematico suizo Leonhard Euler, quien introdujo la notacion moderna
de funciones. Euler defini6 una funcién como una relacion entre un conjunto de nimeros y una variable,
estableciendo asi las bases para el tratamiento formal de las funciones (Eves, 1983). En su obra
"Introductio in analysin infinitorum", publicada en 1748, Euler definié la funcidon como f(x), lo que
permitid a los matematicos expresar de manera mas clara y concisa las relaciones entre variables.

El siglo XIX fue-testigo de avances significativos en la teoria de funciones. Matematicos como Augustin
Louis Cauchy y Karl Weierstrass formalizaron conceptos fundamentales, como la continuidad y la
diferenciacion de funciones. Cauchy, en particular, establecio el criterio de convergencia que sento las
bases para el anélisis matematico moderno (Cauchy, 1821). Weierstrass, por su parte, desarroll6 la nocion
de funcidn continua, permitiendo a los matematicos explorar propiedades y comportamientos complejos
de las funciones.

A lo largo del siglo XX, el estudio de las funciones continu expandiéndose, moviéndose hacia conceptos
mas abstractos como las funciones complejas y las funciones vectoriales. También, las funciones
comenzaron a ser aplicadas en diversas ramas como la estadistica, la teoria de sistemas y la economia.
La computacion moderna llevo el concepto de funcién a un nuevo nivel, donde se integra en la
programacion y el analisis de datos, permitiendo a los matematicos y cientificos realizar calculos
complejos de manera eficiente (Gowers, 2000).

La historia de las funciones es un testimonio del desarrollo y la transformacion del pensamiento
matematico. Desde sus humildes comienzos en la antigua Grecia hasta su aplicacion en las ciencias
modernas, las funciones han jugado un papel crucial en el avance del conocimiento matematico. Su
evolucion ilustra el dinamismo y la adaptabilidad de las matemadticas como disciplina, reflejando su

capacidad para abarcar y explicar la complejidad del mundo que nos rodea.
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Antigua Euclides y | Exploraron primeras relaciones entre
Grecia Arquimedes cantidades. Base conceptual inicial.
Renacimiento | Francois Victe | Interpretd relaciones algebraicas con
(s. XVI) (1540-1603) cantidades variables, sentando las bases
para el concepto de funcion.
Siglo XVIII Leonhard Introdujo la notacion moderna f(x). | Introductio in analysin
Euler Definié una funciéon como una relacion | infinitorum (1748)
entre un conjunto de numeros y una
variable.
Siglo XIX Augustin- Formalizé conceptos de continuidad y | Cours
Louis Cauchy | diferenciacién. Establecio el criterio de | d'Analyse (1821)
convergencia para el analisis moderno.
Karl Desarrolld6 la  definicion  rigurosa
Weierstrass de funcion continua (épsilon-delta),
permitiendo el estudio de
comportamientos complejos.
Siglo XX - | Varios Expansion a funciones complejas y | The Princeton
Actualidad (Matematicos | vectoriales. Aplicacion en estadistica, | Companion to Math
modernos) economia, teoria de sistemas
y computacion (programacion y analisis
de datos).

1.2) DEFINICION MATEMATICA

Sea A y B dos conjuntos no vacios. Una funcién de A en B es un conjunto de pares ordenados tal que a

cada elemento de la variable independiente (x) le corresponde uno y sélo un valor de la variable

dependiente (y). Es decir, una funcion de A en B es una regla que se asigna a cada elemento x € A una

unica y € B . Si una funcion asigna y aun x € A particular, decimos que y es el valor de la funcion en

x. Una funcion, por lo general, se denota por las letras f, g, h, F, G, etc....

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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La funcion es una relacion en la que a cada elemento del conjunto de partida le corresponde uno y solo
uno del conjunto de llegada, es decir, es una relacion entre dos conjuntos (dominio y codominio) donde
cada elemento del dominio (conjunto de partida) se relaciona con exactamente un elemento del

codominio (conjunto de llegada).

Conjunto de partida Conjunto de llegada

y=f=x+1

Aunque y = f(x) se usa hoy todavia, es mas correcto si se lee “y esta funcionalmente relacionado con

x”. Para representar una funcion, escribimos f: A — B. En nuestro ejemplo es:

f:A- B =1{(1,2),(023),34)}

Cuando describimos la funcioén f con la formula y = f(x), llamamos a x la variable independiente y a
y la variable dependiente, puesto que el valor de "y" depende del valor que se asigne a "x". La
dependencia del valor y = f(x) con respecto de x se podria pensar como una maquina que acepta como

entrada un numero x y que produce como salida el nimero f (x), como se muestra en la siguiente figura:

x Entrada

v

f f(x) Salida

f(x), que se lee “ f de x”, representa el nimero de salida en el rango de f que corresponde al nimero de
entrada de x en el dominio, es decir, f(x) no significa f veces x, f(x) es la salida que corresponde a la

entrada de x

Mario Orlando Sudrez Ibujés hittps: //orcid.org/0000-0002-3962-5433
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1.3) DEFINICION GEOMETRICA

f es una funcion si y solo si cualquier recta perpendicular al eje X corta a la grafica de f en un solo

punto.
il
2 A 2 \
1 / 1 \ !
L\—\
I T 1 ~—"3 ! 5 & T 1 2 3 5 6 P 8
Si es funcion No es funcién
1.4) DOMINIO Y RANGO
A) DOMINIO

El conjunto de A para el cual f asigna una unica y € B se denomina el dominio de la funcion f. Es decir,
son todos los posibles valores de “x” del conjunto de partida que pueden sustituirse en la regla de

correspondencia de la funcion. A menudo se denota mediante Dy

B) RANGO
El conjunto de todos los valores y € B que estan emparejados con algiin x € A se llama el rango,
recorrido o imagen de la funcion. El conjunto de los valores y = f(x) es el rango de f, es decir, son

13 2

todos los posibles valores que toma la “y”. Por lo general se denota por Ry

Con frecuencia, una funcion queda descrita mediante una férmula que especifica la forma de calcular el
nimero f(x) en términos del niimero x. El simbolo f() se puede considera como una operacion
matematica a realizar siempre que se inserte un nimero o expresion dentro de los paréntesis. La expresion

y = x + 3, se puede escribir y = f(x) = x + 3 o simplemente f(x) = x + 3.

Mario Orlando Sudrez Ibujés hittps: //orcid.org/0000-0002-3962-5433
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1.5 EJEMPLOS DE APLICACION
1) Calcular f(1) en f(x) = x+ 3

Solucion:

f (1) representa la salida correspondiente a la entrada 1, reemplazamos el valor de 1 con cadax en f(x) =
x + 3, teniendo como resultado:

f(x) =x+3

f)=1+3=4

El nimero de salida f (1) = 4 se llama valor de la funcion (o valor funcional). Y este valor de la funcion
esta en el rango de f

2) Calcular f(2) en f(x) =x*—5x+6
Solucion:

f(x) =x*—-5x+6
f(2)=22-52)+6=4-10+6=0

3) Un comerciante que visita clientes en el interior del pais realiza un recorrido frecuente por una
ruta muy transitada. Por agenda debe viajar a una ciudad que esta ubicada a 700 km de su
residencia. La grafica a continuacion nos muestra la distancia recorrida (en km), en funcion del
tiempo (en horas) que emplea en recorrerla.

f:10,10] — R/f(t) = 10t + 6t2

{2 GeoGebra Clasico — ] X
DFEE NG PANEIE Sc Q=
Bl A * H ;N 800 @
@  gt)=10t+6¢, (0<t<10)i 700

=+ Entrada...
600

500

400

300

200
g(t) = Si(0<+<10,10¢+6%)

100

-100 @

-200

Pagina 4T de 187 17608 palabras ¢ Espancl [Ecuador  Predicdiones detedor adade TR A &5 necesano investigar

a) /Qué indica el par (0,0) en el contexto del problema?
b) ;Qué indica el par (10,700)?

c) Si el viajante deja su domicilio a las 8.30, ;A qué hora llegard a destino?
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d) {Cuantos km recorrid al cabo de 10 horas de viaje?
f) { Cuantos km le faltaban por recorrer después de 6,5 horas de viaje?

g) A qué hora llega el comerciante al km 364?

Solucion

a) ;Qué indica el par (0,0) en el contexto del problema?

Significa que el comerciante esta un su domicilio

b) ;Qué indica el par (10,700)?
Significa que el comerciante ha recorrido una distancia de 700 km desde su domicilio hasta una

determinada ciudad empleando 10 horas en recorrerla.

¢) Si el viajante deja su domicilio a las 8.30, ;A qué hora llegara a destino?

8h30min + 10h = 18h30min

d) ;Cuantos km recorrio al cabo de 10 horas de viaje?
f(t) =10t + 6t>
f(10) = 10(10) + 6(10)? = 700

En GeoGebra
¥ GeoGebra Clasico — [m] X
A | - —
(R] A~ > @O LN =@ Q =
RH2E - I A 300 &
Q@ flt)=10t+6¢, (0<t<10): 700
a = f(10) o
= 700
500
+ Entrada..
400
300
200
F(t) = Si(0<t< 10,10t +6t7)
100
A 0 1 H 3 4 5 [ 7 g ] 10 1 Y
-100
Q
-200
" Pagina 42 de 18, 17608 palabras [  Espanol (Ecuador]  Predicciones de texto: activado T A &S necesaro investigar [ Concentracisn B2 B B - ——8F—— 100%

Recorrio 700 km
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f) ;Cuantos km le faltaban por recorrer después de 6,5 horas de viaje?
En las 6,5 horas de viaje recorre

f(t) = 10t + 6t2

f(6,5) = 10(6,5) + 6(6,5)? = 318,5 km

Le falta por recorrer
700km — 318,5km = 381,5km
En GeoGebra

{3 GeoGebra Clasico - u] X
3 ‘\ o - —
R]r o > 004N 2@ Q=
| A * : N 800 'C_A
Q@ fr)y=10t+67, (0<t<10)} =
a = f(6.5) ol
= 3185
500
b = 700 —318.5 i
= 3815 m 400
+ Entrada...
300
200
F(t) = Si(0<t<10,10t+61¢)
100
.
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 11 #
-100
[©}
—200
T Paginad3de 188 17611 palabras [  Espanol [Ecuador  Predicciones de texto: acivado T A &5 necesario investigar TiConcertracion B B B - ————F 0

g) A qué hora llega el comerciante al km 364?
Como f(t) = 10t + 6t2, entonces

y = 10t + 6t

Reemplazando y = 364

364 = 10t + 6t2

Transponiendo términos

6t* + 10t — 364 =0

Dividiendo entre 2

3t24+5t—182=0
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Donde:
a=3;b=5;c=-182

Aplicando la formula cuadratica

. —b ++Vb?% — 4ac
B 2a

Reemplazando valores y realizado los calculos respectivos

_ —5+,/52-4(3)(-182) -5++2209 —5147

b= 203) 6 6
—5+47 42

h=—% =%’
—5-47 -52 26

=" ""% =73

Por la condicion de este problema se toma la respuesta positiva t; = 7

En GeoGebra
¥ GeoGebra Clasico — [m] X
. N 0 o as —
X/,k;-lG)Q)é\L‘%’ Q =
Ak - 1 A 800 'y
Q@ ft)=10t+6¢, (0<t<10)? 0o
O gy = 364
500
~ A = Interseca(f, g)
@ 500
= (7, 364)
=+ Entrada... 400 _!f\
9
300
200
F(t) = Si(0<t<10,10 £ +6 )
100
-1 0 1 2 3 4 5 5 T 3 9 10 11 y -
-100
[©}
-200
T Pagina43de 188 17611 palabras [ Espanol [Ecuador  Predicciones de texto: acivado T A& &5 necesario investigar 1§, Concentracion EE S B - T 0

Llega en la hora 7 de viaje
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3) Un grupo de jovenes decide organizar una fiesta. Para cubrir los gastos, deben alquilar un local
que cuesta USD 1000 (costo fijo). Ademas, cada persona que asiste genera un costo adicional
de USD 10 (por gastos en comida, bebida, etc.). El costo total por persona (entrada) se calcula con

la funcion:

1000
) =10+—

Donde x es el nimero de asistentes

Resolver:

a) Calcular el costo de la entrada por persona si asisten 100 jovenes.

b) Calcular el costo de la entrada por persona si asisten 600 jovenes y si asisten 1000 jovenes.

c) Explicar por qué la fiesta fracasaria si asiste poca gente.

d) Si un estudiante tiene USD 20, ;cuantas personas deben asistir para que pueda pagar la entrada?
Si ademas debe guardarse USD 2 (es decir, solo puede gastar USD 18), ;cuantas personas deben asistir?
f) Si a la fiesta asisten 495 personas y los organizadores gastan USD 3800 adicionales en gaseosas, agua

y snacks, ;cudl es el saldo final? ; Tienen motivo para seguir celebrando?

Solucion:

Realizando el grafico en GeoGebra

{2 GeoGebra Clasico - ul X
A LIRS E ° a=2 —
Ble 004N = =
1000
QO cw=10+— N &
X
200
=+ Entrada...
150
100
50
X 1000
Clx) = 104 ——
( x
-350 -300 -250 -200 -150 -100 50 100 150 200 250 300 350
1]
Pagina 42 de 188 17785 palabras ¢  Espanol [Ecuador  Predicciones de texto: activado 1k A & necesario investigar T4, Concen Fracion B E T B - —F——F 1

a) Calcular el costo de la entrada por persona si asisten 100 jovenes.

1000 1000
C(x) = 10 + —— = (100) = 10 + - = 10+ 10 = 20 = C(100) = USD 20
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En GeoGebra
{3 GeoGebra Clasico - u] X
. o 0 . = —
%/,ﬁ,’w@@é\iﬁ% oC Q=
— | —
1 - ecl: x=100 =
@ =10+ &N =Y
200
= C(100)
=20 150
@] ecl: x = 100
100
A = Interseca(C,ecl, (100, 20))
@
= (100, 20) 50
C) = 104+ @ A=(100, 20)
+ Entrada... S E——
-350 -300 -250 -200 ~150 ~100 0 50 100 150 200 250 300 350
.
@
&}
Paginad2de 188 17785 palabras [  Espanol [Ecuador]  Predicciones de texto: adivada 7% A €5 necesanio investigar M Concentracien B9 & B - kT 106

b) Calcular el costo de la entrada por persona si asisten 600 jovenes y si asisten 1000 jovenes.

1000 1000 5 35
C(x) =10+ —— = C(600) = 10 + —— = 10 + = = — = C(600) = 11,67 = USD 12

600 3~ 5
1000 1000
C(x) = 10 +—— = €(1000) = 10 + 7o = 10+ 1 = C(1000) = USD 11

En GeoGebra

¥ GeoGebra Clasico

— m] X
iy B —
(R] A~ @O LN 2 S5c Q=
1000 = =
@ c=1w0+— el =
200
a = C(600) :
~11.67 B 150
b = C(1000)
100
=1
=+ Entrada... 50
1000
Clz) = 10+—
-350 —-300 —250 —200 —150 50 100 150 200 250 300 350
L
o}
[}
ra
o
Paginad3de 189 17787 palabras  [{  Espafiol (Ecuador  Predicciones de fexto: activado Tk A &5 necesario investigar T4, Concentraaan pEe— i
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c¢) Explicar por qué la fiesta fracasaria si asiste poca gente.

Al concurrir poca gente sube el precio de la entrada. Al subir el precio de la entrada, pocas personas
asistiran a la fiesta, y los organizadores de la misma no podran prorratear el gasto del local como tenian
pensado.

d) Si un estudiante tiene USD 20, ;cudntas personas deben asistir para que pueda pagar la entrada?

1000 1000
Clx) = 10+T:> 20 = 10+T:> 20x = 10x + 1000 = 20x — 10x = 1000

1000
10x = 1000 = x = ETH = x = 100 personas

Si ademas debe guardarse USD 2 (es decir, solo puede gastar USD 18), ;cuantas personas deben asistir?
1000 1000
Clx) = 10+T: 18 = 10+T: 18x = 10x + 1000 = 18x — 10x = 1000

8x =1000 = x = 5 = x = 125 personas

f) Si a la fiesta asisten 495 personas y los organizadores gastan USD 3800 adicionales en gaseosas, agua
y snacks, ;cudl es el saldo final? ; Tienen motivo para seguir celebrando?

El costo de las entradas por persona para 495 es:

1000 1000 200 1190
C(x) =10 +—— = C(495) = 10+ — == 10 = =12

495 *t359 = 99
C(495) = USD 12

El dinero recaudado por las entradas es:
Dinero = USD 12 - 495 = USD 5940

FEl saldo de la inversion es:
Saldo = USD 5940 — USD 1000 — UDS 3800 = USD 1140

Si tienen motivo para seguir celebrando debido al saldo de USD 1140

4) Una compaiiia ha determinado que el costo de producir por unidades de su producto por semana
esta dado por C(x) = 0,002x% + 6x + 5000

Evalte el costo de producir:

a) 1000 unidades por semana

b) Ninguna unidad

Solucion:

a) Cuando x = 1000

C(x) = 0,002x? + 6x + 5000

C(x) = 0,002(1000)% + 6(1000) + 5000 = 13000
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b) Cuando x = 0
C(x) = 0,002x% + 6x + 5000

C(x) = 0,002(0)* + +6(0) + 5000 = 5000

En GeoGebra

¥ GeoGebra Clasico — [m] X

R]d D@0 LN = S Q =
= ec2 x=0 ec‘ﬂ x = 1000 @

Q = %+6x+5000
25000

b = C{(1000)
= 13000

20000
@] ecl: x = 1000

a = C(0)
15000
= 5000

@] ec2:x =10

A= (1000, 13000)

10000
A = Interseca(C,ecl, 1)

= {1000, 13000) o2
Clx) = —— + 6+ 5000

5000, =
B = Interseca(C,ec2) H 300 B = (0, 5000)
@
= (0, 5000) L

+ Entrada... -2500 —2000 ~1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000 2500 )

5000

Pagina45de 189 17789 palabras [}  Espanol [Ecuadon  Predicciones de Lexto: aciivado T A& &5 necesario investigar 1, Concentracion EE S B - T 0

5) Una empresa vende un solo producto a razén de $ 65 por unidad. Los costos variables por unidad
son de $20 por materiales y $27,5 por mano de obra, los costos fijos anuales son de $ 100000

a) Escriba la ecuacion del Ingreso
b) Escriba la ecuacion del Costo Total
c) Escriba la ecuacion de la Utilidad

d) {Qué utilidad se obtiene si las ventas anuales son de 20000 unidades?

Solucion:
a) I(x) = 65x

b) C(x) = 20x + 27,5x + 100000 = 47,5x + 100000
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¢)U(x) =1(x) — C(x) = 65x — (47,5x + 100000) = 17,5x — 100000

d)U(x) = 17,5x — 100000 = U(20000) = 17,5(20000) — 100000 = 250000

En GeoGebra

€2 GeoGebra Clisice — >

R]Ad L OO LN =@ Sc Q=
@ I =65« =) 400000 a
@O  Cx) = 47.5 x+ 100000
@  U(x) = 17.5x— 100000 3o

A = (20000, 250000)
a = U(20000)
= 250000 200000

@ A= (20000, 250000)

+ Entrada... 100000

2000 4000 6000 2000 10000 12000 14000 16000 18000 20000 22000 24000

000

5 x — 100000

6) El fabricante de chompas de cuero puede vender todo lo que produce al precio de $60 cada
unidad. Gasta $40 en materia prima y mano de obra al elaborar cada chompa, y tiene costos
adicionales (fijos) de $ 500 al mes en la operacion de la su taller. Calcule el numero de chompas de
cuero que deberia elaborar y vender para obtener una utilidad mensual de al menos $ 1000.

Solucion:

x = chompas de cuero elaboradas y vendidas al mes

Costo = C(x) = 40x + 500

Ingreso = I(x) = 60x

Utilidad = Ingresos — Costos = U(x) = I(x) — C(x) = U(x) = 60x — (40x + 500)
Por lo tanto la utilidad es

U(x) = 60x —40x — 500 = U(x) = 20x — 500

Como se debe cumplir U(x) = 1000, queda

20x — 500 = 1000

Resolviendo la inecuacion se tiene

20x = 1000 + 500
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20x = 1500
1500
20

x =75

X =

Empleando GeoGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
X

Abrir sesidn

R [ Al D QU ==

} Vista Algebraica X | » Cdlculo Simbélico (CAS) ~ Vista Gréafica X
Fuﬂg?:) = 40x+500 1| Mo=sin
1(x) = 60 x — I(x) := 60 x
U(x) = 20 x — 500 100
Inecuacién 2 C(x)=40x+500
‘-® a: 20 x — 500 > 1000 20

- C(x) := 40 x +500

3| UmEI-Cr)
~ U(x) := 20 x— 500

4 20%-500=1000

Resuelve: {x > 75}

-20 o 20 40 60 a|so 00 120 140 180 180 200 220 240 260 280 300 320 340

Por lo tanto debe elaborar y vender mensualmente minimo 75 chompas de cuero para tener al menos
$ 1000 de utilidad mensual.

7) La Ley de Pareto para la distribucion del ingreso (en unidades monetarias) en un grupo
particular es

8-108
-7 3
x2
a) (Cudntas personas tienen ingresos que excede a 1600?
b) (Cuantas personas tienen ingresos entre 1600 y 36007
c) (Cual es el ingreso minimo de los 800 individuos que tienen los ingresos mas altos?

Solucion:

WILFRIDO PARETO, economista italiano, creador de una formula matematica para describir la
distribucién desigual de la riqueza, denominada la Regla del % o Ley de Pareto; en la cual sefiala que

solo el 20% de la poblacion posee el 80% de la riqueza nacional.

Esta ley, no solo permite conocer de forma muy aproximada, el nimero de personas de una poblacion,
sino también sus ingresos: Se aplica en diversos ambitos, tales como: politica, economia, comercio,
logistica y otros.

El economista Pareto propone la siguiente Ley de Distribucion del ingreso de la siguiente forma
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Donde:

N = namero de personas de una poblacion

a = tamaio de la poblacion

x = ingreso en unidades monetarias

Pdgina 25

b = parametro de poblacién que suelo ser aproximadamente igual a 3/2

Graficamente

Numero de personas

COf iNgresos superiores a x

Representa una hipérbola equilatera. Pareto sugirié que el valor de “b” fuese aproximadamente de 3/2,
aunque este pueda variar de poblacion a poblacion; sin embargo, es con frecuencia una muy buena

aproximacion

a) Remplazando x = 1600
8-108 8-108
N=——5—=N=—-—=5= N =12500
X2 (1600)2

b) Remplazando x = 1600 y x = 3600

8108 8- 108
= =>N=———= N = 12500

X2 (1600)2

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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8-108 8-108
N=—3=>N=—3=>N=3703,7=37O4
x2 (3600)2
Entonces

N = 12500 — 3704 = 8796

¢) Remplazando N = 800

BT g = B B 105 x = (1095
2 2 =800 " Tg-102 ¥ T x=

x = 10* = 10000

Por lo tanto $ 10000 es el ingreso mas bajo de las 800 personas con los ingresos mas altos.

Empleando GeoGebra
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesidn.
A . ol ||[a=2 = =
s AL B Q)4 N =) @) .
b Vista Algebraica x| | » Cadlculo Simbdlico (CAS) X | = Vista Grdfica X
Funcidgn (g W~ o~ o~ | J
N(x):=(8"10°8 )/ (3/2
| o Nix) = 300000000 , | NsEraEEm
Vix ® . N(x) .= 00000000 L, 800000000
- Punto Vi x Ma) = Vi
@ A=(1600,12500) 14000
B = (3600, 3703.7) 2 N(1600) A= (1600, 12500)
® C=(10000,800) 12000
- 12500
N(2600) 10000
3
100000
- 8000
27
MN(1600)-N(2600) 5000
4 4
237500
. B = (3600, 3703.7)
27 4000
5 800=(8*1018)i(x"(3/2)) 2000
C={10000, B00)
Resuelve: {x=10000} 0
0 1000 2000 3000 4000 5000 000 7000 6000 2000 10000 11000 12000 13000
6

8) Calcular el dominio y rango de la funcion f(x) = x + 1 dado el conjunto de partida A = {1, 2,3}
Solucion:

Reemplazando valores

fx)=x+1

f)=1+1=2

f2)=2+1=3

f3)=3+1=4
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Graficamente

A

Dominio: Dy = {1,2,3} - valores de x
Recorrido: Ry = {2,3,4} - valores de'y

9) Calcular el dominio y rango de la funcion que representa a los rectangulos de perimetro 28
unidades

.B: (4,10)

G=(69)

R=1(126)

U=(14,5)
A= 084

D,=(18,3)

H,=120,2)

&bz @21

0 22 24 28 28
largo

Solucion:

Observando la grafica, los vértices superiores derechos quedan libres. Estos vértices son puntos de una
funciéon. Llamando “x” a la variable que representa el largo de los rectangulos e “y” a la variable que
representa al ancho de los mismos, la relacion planteada estara representada del siguiente modo:

2x+2y=28=x+y=14

En consecuencia:

y=14—x

La funcidn es:

f(x)=—x+14
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Dominio:
Dado que x (largo) e y (ancho) deben ser longitudes positivas:

x>0;y>0

Como y = 14 — x > 0, entonces:
14—-x>0

14 > x

x <14

Ademas, x > 0
Por lo tanto, el dominio es:
0<x<14

En notacion de intervalo: Dy = (0,14)

Rango:
Despejar x
f(x)=—x+14
y=—x+14
x=14—-y

Como x = 14 — y > 0, entonces:
14—y >0

14>y

y <14

Ademas, y > 0

Por lo tanto, el rango es:

O0<y<14

En notacion de intervalo: Ry = (0,14)

Nota: El dominio y rango estan restringidos a valores positivos porque representan longitudes. La

funcion lineal tiene restricciones naturales debido al contexto geométrico.
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10) Calcular el dominio y recorrido (rango) de la funcion f(x) = x> —2x—3
Solucion:
Realizando la tabla de valores se obtiene:
x|y f(x)=x*-2x-3
312 f(=3)=(-3)2-2(-3)-3=12
215 f(=2)=(-2%*-2(-2)-3=5
110 f(-D)=(-1D%*-2(-1)-3=0
0 -3 f(0)=(0)2?-2(0)—-3=-3
1 |4 f()=1)?-2(1)-3=-4
2 3 fR=02)?*-2(2)-3=-3

310 f(3)=(13)2-23)-3=0

Graficando y elaborando la tabla de valores en Graph se tiene:

Clic en Funcion.

# Graph — x
Archive Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda
N E | A Insertarfunci

i Bes Ins

Insertar rellena... F3

) o km | L RPLD

Insertar f'(x)... F7
15 Insertar serie de puntos... F4

Insertar linea de tendencia... Ctrl+T
=y Insertar ecuacion/inecuacion... F6 61
A Inserter cuadro de texto... F8
iy Editar...

Eliminar Crl+Supr
fi§) Persona lizar funciones, /constantes... Ctrl+F

Introduce una funcidn.

Nota: Este programa se lo puede descargar en el siguiente enlace:

https://www.padowan.dk/download/#google vignette

Mario Orlando Sudrez Ibujés hittps: //orcid.org/0000-0002-3962-5433



https://orcid.org/0000-0002-3962-5433
https://www.padowan.dk/download/#google_vignette

Funciones Matemdticas y sus Aplicaciones

Clic en Insertar funcién

& Graph

Archivo Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda

DEE +4L | Vg wmA Jadm 2 LEOG

W= Ees

Pagina 30

En la casilla de funcion escribir x*2-2x-3

& Graph

Archivo Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda

DS +4L | Vs wmA JadmE 2P LEOY

Wivf Ees

Mario Orlando Sudrez Ibujés

Propiedades de la aréfica
Estlo de linea

Color: v

Tipo de dibujo: | Automatica v

Cancalar Ayuda
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— s
+y
Insertar funcién ho
[
Tipo de funcién: | Funcién explicita y=Hix) v
Ecuacién de |a funcién st
= |
Fpun
Intervalo
Desde: | | Hesta: | | Basos: | |
Purntos extremos 7
S : : : : : : ; 5
Descripeién: | | -1 1 3 6 T H ]
Propiedades de |a gréfica
24
Estlo de linea: Tipo de dbujo: | Automdtica v
N
a1
Aceptar Cancelar Ayuda
A
2+
— s
T y
Insertar funcién
Tipo de funcidn: | Funcién explicita y=fle) ~
Ecuacién de la funcién
fé)= [x" 2203
Intervalo
Desde: | | Hasta: | | Basos: | |
Puntos extremos
) , ) , ) ) , ) »
53 ende 5 p } ! —
Descripcién: | ‘
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Clic en Aceptar
# Graph - x

Archivo Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda

DS +41 V. s »woA JaddD 2LEY

I+ Eies +y
W igen2-2-3
o
st
o
pan
; f t ; t f } t } t } t f } b
9 8 5 3 4 3 2 4 3 6 7 § 3

Fas

-5

%x=-205 y=-553

Clic en Calcula tabla de valores
#- Graph — ®
Archivo Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda
DEd +4L Vg oA Jadd PLOG
Wi Ees Caleula una tabla de valores respecto a la funcion Ty
B Ffjma"2-24-3

seleccionada.

-

&
&
&
I
:
ot

Calcula una tabla de valores respecto a la funcién seleccionada
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Escribir los valores correspondientes para obtener una tabla de valores de x desde el -3 hasta el 3 con

incremento de 1

#®

Archivo Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda

D +4L | VS

M-} Ees
W Fid 223

=M A SO P LD

\

p

Clic en Calcular

%

Caleular tabla de valores
Desde: |-3 Hasta: |3
Calcular
e Lo |
X fx) F(x) F(x)
-9 3 -6 -5 |
Cenmar Ayuda

Archive Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda

D +4L | VS

M} Ees
I 223

w i A S k@ P LD

ot

- ¥

Caleular tabla de valores
Desde: |-3 Hasta: |3
I Calcular
b=
X fix) fix) )
-3 12 -8 2
-2 5 -6 2
4 0 -4 2
0 -3 -2 2
1 -4 0 2
2 -3 2 2
3 ] 4 2
! !
t t
-3 -2
Cerrar Myuda

La segunda columna representa los valores de y = f(x). La tercera y cuarta columna representan al
calculo de la primera y segunda derivada, respectivamente, conceptos que se estudiaran en un proximo

libro.
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Calculando el vértice de la parabola tenemos:

Si f(x) =x%* —2x —3,entoncesa=1;b = —2;c = -3

v b 4ac — b?
2a’  4a

~2 4-1(=3) - (-2)?
V<_2-1' 4-1 )

V(1,-4)

Empleando GeoGebra:

Se escribe la funciéon x? — 2x — 3

(¥ GeoGebra Clasico - m} X
R] A~ L OO &N =% Q =
+  X-2x-3 : &
3
2
1
So/ 87 65 el H 8 =2 1 2 4 5 5 7 3 9
Q,
123 f(x) ABC #&~ X
x y z T 7 8 9 x +
2 N e 4 5 6 + -
< > < 2 1 2 3 = &
( ) (B | 0 < > <~

Nota: GeoGebra se lo puede descargar del siguiente enlace:

https://www.geogebra.org/download?lang=es

Mario Orlando Sudrez Ibujés hittps: //orcid.org/0000-0002-3962-5433



https://orcid.org/0000-0002-3962-5433
https://www.geogebra.org/download?lang=es

Funciones Matemdticas y sus Aplicaciones Pagina 34

Enter
{2 GeoGebra Clasico - m} x
DB cl <IN EI e Q =
— L —
Q fx)=xX-2x-3 = f -
3
+ Entrada..
2
1
-9 -8 =7 -6 -5 -4 -3 =2 1 2 4 5 6 7 8 9
@
Q
123 f(x) ABC #8&~ x
x y z T 7 8 9 x -
2 N e 4 5 6 + -
< > < 2 1 2 3 = &
( ) Jl ; 0 < > ~
Escribir minimo.
¢ GeoGebra Clésico - [m] X

R]d o 004N = @ oe Q

— 1 —
O flx)=x¥-2x-3 =AY i —a
3
—+ Minimo H
J— ) S 5
Minima ' | Minimo @
1
Minimof Intervalo )
Minimo( Ndmero, Ndmsro )
1 2 4 5 6 7 8 9
Minimo( Lista )
Minimo( Lista de datos, Lista de frecusncias )
Minimo( Funcién, Extremo inferior del intervalo, Extremo superior del intervalo )
—4
-5
i @
7 Q
-8 HH
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Seleccionar Minimo(Funcion, Extremo inferior, Extremo superior del intervalo)

{7 GeoGebra Clasico -

R P> OO LN = @ S5c Q

1.

— 1 —
@ f(ix) = x* —2x—3 =N i =
3
M fnimo(Funcién, Extremo inferior del '§let
. _ _ . 2
Minimo{Funeién, Extremo inferior del
intervalo, Extremo superior del intervalo)
1
-9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 1 2 4 5 6 7 2 9
—4
-5
at o
_7 Q
s i

Escribir Minimo(f(x),-3,3)
{2 GeoGebra Clasico - O

DE S clsIPINEIE o Q=

— 1 —
Q fx)=xX-2x-3 =N f —a
3
M inimo(f(x), —3,3)
+
— =(1,-4) 2
Minimo(Funcién, Extremo inferior del 1
intervalo, Extremo superior del intervalo)
-9 -2 -7 -6 -5 -4 -2 -2 1 2 4 5 G 7 2 9
—4
-5
s
a
7 Q
-a o2
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Clic derecho en el punto minimo del grafico

{2 GeoGebra Clasico

B]ar 0o 4N =2

Pdgina 36

U
P o
I«

— ) —
Q fx)=xX-2x-3 =M f -
3
A = Minimo(f(x),—3,3) :
@
— (1,-4) 2
+ | Entrac 1
-9 -2 -7 -6 -5 -4 -3 -2 2 4 5 6 7 g 9
Punto A(1, -4)
Coordenadas polares
Obijeto visible v
-3 Ao Efiqueta visible
.-" Mostrar rastro
-5
[2 Renombrar
7 _
B Borrar Q
-2 A o HH
Clic en Propiedades
¥ GeoGebra Clasico — [m] b4
A . o =2 —
RlA -2 0O &N = oC Q=
i
Q@ ) =x-2x-3 =N/ 1 @ Basico GColor Estilo Avanzado X
R 3 Algebra  Programa de guion (scripting) ﬂ
® A = Minimo(f(x), -3, 3) H
Nombre
— (1, -4) 2 A |
+ Entrada 1 Definicién @
Minimo(f(x), -3, 3)
. o
-9 -8 -7 -5 -5 -4 -3 -2 Rotulo
D Usar texte como rétulo
Objeto visible
D Mostrar rastro
bd Etiqueta visible:
= N Nombre v
-5 [ oObetofijp
D Objeto auxiliar
-6
7 o}
= Q HH
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Clic en Nombre

{2 GeoGebra Clasico

DB clsIPANEI oc Q

I«

— ! —
@) fx) = —2x—3 =/ i =@ Basico Color Estilo  Avanzado x
3 Algebra  Programa de guion (scripting) *
e .
® A = Minimo(f(x), —3,3) H
Nombra
2
— (L4 . |
+ Entrada.. 1 Definicién ‘
Minimof(f(x), -3, 3)
. N
-9 -2 7 -5 -5 N -3 2 Adtulo
D Usar texto como rétulo
Objeto visible
|:| Mostrar rastro
Etiqueta visibla:
Nombre v
B Nombre
8 O Qoietofie Nombre y valor
Valor
D Objeto auxiliar Rétulo
-6 .
Rotulo y valor
-7 [}
) Q 0

Clic en Nombre y valor

Q GeoGebra Clasico

DIPE s SIclSIPINEI RS se o

I«

— ! —
O fx) = o2y 3 :N f :‘ Basico Color Estilo Avanzado x
. 3 Algebra  Programa de guion (scripting) *
P A = Minimo(f(x), -3, 3) :
Nombre
2
(1 ) M
+ Entrada.. 1 Definicién ‘
Minimo(f(x), -3, 3)
. N
-9 -8 -7 -5 -5 -4 -3 -2 Rotulo
|:| Usar texto como rétulo
Objsto visible
D Mostrar rastro
Etiqueta visibla:
Nombre y valor
5 ] objeto fij
Objeto auxiliar
o O
—7- Q
-2 Q -
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Clic en la X para cerrar la ventana de Propiedades

{2 GeoGebra Clasico

(R] A7 2> OO 4N =24

O f(x)=x—-2x-3 =N
A = Minimo(f(x), —3,3)

@
— (1.-4)

+

=

Pagina 38

X
—a

Clic derecho de la funcion

Q GeoGebra Clasico

RlA 2> 0O &N =2 e

©  fx)=x—2x-3 =N
A = Minimo(f(x), -3, 3)

@
— (1.9

+

-2

"

x S

ra

Funcion f

o & 7 5 5 4 3

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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Objeto visible
Ar  Etiqueta visible

o Mostrar rastro

[I:| Renombrar
B Borrar

Propiedades

Jo !
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Clic en Propiedades

{2 GeoGebra Clasico

- [m] X
A ] * a-2 —
-//‘r'>®@4§;\ik‘%' S, Q =
)
@ fx) =¥ —2x—3 = 1 =@ Basico Color Estilo  Avanzado X
. 3 Programa de guion (scripting) *
® A = Minimo(f(x), —3,3) H
Nombre
— (L4 2 |
+ Entrada.. 1 Definicién @
X*-2x-3
. N
-9 -5 -7 -5 -5 -4 -3 2 Adtulo
D Usar texto como rétulo
Objeto visible
|:| Mostrar rastro
W4 Etigusta visible:
= Nombre v
-5 Objsto fijo
D Objeto auxiliar
-5
7 @
-8 Q o2

Clic en Color

{2 GeoGebra Clasico

Rlea o~ 2> 00 &N = e Sc Q=

i
QO f(x)=x-2x-3 =M 1 @ Basico Color Estilo  Avanzado X
3 Programa de guion (scripting) *

® A = Minimo(f(x), —3,3) H
— () : (DD Reciente 1]
][

+ | Eowada, : COR @

-9 -8 =T -6 -5 -4 =3 =2

e -

Verds oscuro 0, 100, 0 (#006400)

-6

7 @,
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Escoger un color de su preferencia. En este caso se escogio el color rojo
€2 GeoGebra Clésico - m] X
R]A L0044 N =S S5c Q=
@) fx) = —2x—3 =/ ! Z@ Basico Color Estilo  Avanzado X
3 Programa de guion (scripting) *
® A = Minimo(f(x), —3,3)
— (L) : O DODEEmEE Reciente 1
[ CIEEE
+ 1 [ O @
] N
9 & 7 & 5 BT & 1 [ [ 1 :
BN OOCOEE e Otro
BE OOOE e (00
I
=
Vista previa -
o A=(1.-4')/ Rojo 255, 0, 0 (#FF0000)
-5
-6
-7 Q
- e :
Clic en la X para cerrar la ventana de Propiedades
€} GeoGebra Clasico — [m] x
R] A~ L > 0O &N\ = & o Q=
y
@] fx) = x*—2x—3 =N f @
! r—
A = Minimo(f(x), -3, 3)
@
— (1.-4) 2
+ E 1
-9 -8 -7 -6 -5 -3 -2 1 2 4 5 6 7 8 9
\‘A; (1)
4
-5
5 a
—7- Q
8 i

Por lo tanto el dominio y recorrido o rango es:
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11) Determinar el rango de f(x) = x*> —4x + 7
Solucion:

y=x*—4x+7

Despejando x

x*—4x+7—-y=0

x2—4x+(7—-y)=0

ax®?+bx+c=0

—b +Vb?% — 4ac
X =
2a

Pdgina 41

M2 ADT—y) _4E16-28+4y 4t Ay—12_ 440 -3)
- - - - : -

2-1

L ENOTD 20T, o

Debe cumplir
y—3=20->y=>3

Otra forma de calcular el rango:

Las coordenadas del vértice son:

v b 4ac — b?
2a’  4a

De donde:

Para a > 0 el rango es:

R = 4ac—b2+
f 4a '

Para a < 0 el rango es:

R 4ac — b?
= —00, ——
s " 4q

Comoen f(x) =x%—4x+7,a > 0, se obtiene:

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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_ [4ac - »? 4@ = (=42
Rf_[ 4a ’+°°>_[ 4-1

) +oo> = [3,+)

Empleando GeoGebra

'{:} GeolGebra Clasico

DRSNS IPANNEI:
i

@
Il

o y :

@ sy=x-4x+7 : 10
Vértices(g) : 9
= A=(23)

+ |

A=(2 3)

12) Determinar el dominio y el rango de f(x) = |[x — 3| — 1
Solucion:

La funcién f(x) = |x| es la funcion valor absoluto. El valor absoluto o magnitud de un numero real x
se denota por |x| y se define por

|X|_{x' six=0
T U=y, x<0

Por eso el dominio de f son todos los niumeros reales.

Para calcular el rango se calcula el vértice V (x, y)

x—3=0
x=3
y=I|x-3-1
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y=|3-3|-1
y=1[0[-1
y=-1

V(ix,y) = V(3,-1)
Por lo tanto, el dominio y recorrido son:
Dy = Numero Reales = R = (—o0, +0)

Empleando GeoGebra para la grafica

Pagina 43

{7 GeoGebra Clasico - O X
Rl > OO &N = Q =
+  x-3-1 : &
3
2
1
lo s 17 -5 -5 13 1o d4H—+0 2 3 4 5 & 7 5 9
1
Q
)
Q
-
123 fx) ABC #& X
x y z T 9 +
2 V5 e 8 _
< > < 2 3 &
( ) (] , < “
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Calculando el vértice escribiendo Minimo(f(x), -2,10)

0 GecGebra Clasico

(] A0 O 4N 2@

ke
O ) =|x—3-1
® A = Minimo(f(x), —2,10)
= (3,-1)
+ Entrada...

N

f

Pagina 44

13) Determinar el dominio y el rango de la funcion

()_4%—1
F) =5
Solucion:
Dominio:

Diferencia de cuadrados en el numerador

_(@x+1D(2x—-1)

f&) 2x + 1
Simplificando
fx)=2x—-1
De cumplir
x# -2

2
Dy =R-{- 1}

2

Rango:
Despejar x
fx)=2x—-1
y=2x—1-x= yT-I-l

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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L2
7Ty

2
y+1e< 1)U( 1+ )
_— —00, — — ——,+00
) 2 2)

< < ! \Y 1<y+1<+
—_e L — < —= —_——— [e's)
2 2 2

1 1
—oo-2<y+1<—z-2 \Y —§-2<y+1<+oo-2

—o<y+1<-1 V —-1<y+1<+o
—o—-1<y<-1-1 VvV -1-1<y<+4o0-1
—o<y<—-2 V -2<y<+4m

Ry = (=0,-2) U (=2 + o)

Empleando GeoGebra

ﬁ' GeoGebra Clasico

k] A~ 20O &N = e

KR L N
4x2—1

© 9= 2x+1
@ ecl: x = —%
@ sx) =2x-1

A = Interseca(g(x), ecl)
@

= (-0.5,-2)
+ Entrada... 5 s 5
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14) Determinar el dominio y el rango de la funcion

Solucion:

Dominio:

Debe cumplir la condicion

x2—4 "
Resolviendo la inecuacion

2x -
(x+2)(x—-2)

0

2x(x+2)(x—2)=0
x3 maximo exponente, como es impar, se comienza con menos en los intervalos

Puntos criticosx = 0,x = —-2;x = 2

- + - +
-00 -2 0 2 +o00

Entonces, se escoge los intervalos con el signo +

D; = (~2,0] U (2, +)

Para calcular el Rango:

Despejando x

y2(x? —4) = 2x

y?x? — 4y? = 2x
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y?x?2 —4y?2 —2x =0

y2x? —2x—4y* =0

Se asemeja

ax’?+bx+c=0

—b +Vb?% — 4ac
X =
2a

—(-2) £/ (=22 - 4(yD)(—4y?) 2+ J4+16y* 24 J4(1+4y*) 2421+ 4y*
X = = = =

2.y2 2y2 2y2 2y2
L2014 4yH 13T+4y*
- 2y? G
y=0
1+4y* >0
4y* > -1
y“Z_Tl

1+ 1+4y4.1iw/1+4y4_12—(,/1+4y4)2_ 1-(1+4yYH 1-1-4y*
- y? 1+ 1+4y4_y2(1iw/1+4y4)_yz(li«/1+4y4)_yz(liw/1+4y4)

2

X

—4y* —4y

x=y2(1i\/1+4y4)=1i 1+ 4y*

Debe cumplir y = 0

X esreal siy solosiy € R, entonces:
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Empleando GeoGebra
€7 GeoGebra Clisico
PP SIS IPANIEI )
k- I N 7

0 x-= \/ﬂ : fla)= \:ﬁ?’ 3 _“1

X2 — 4

I1 = Asintota(f(x))

= {y=0x=-2x=2}

+ Entrada...

-5 4 -3

]

410 1

-1

-2

o e —————————
EREENEY TN DRE TR Y ey

15) Determinar el dominio y rango de la funcion

4x+1six>1
x2—4six<0

fx) = {
Solucion:

Se trata de una funcién caracteristica, funcion por partes, tramos o trozos, las cuales estan
seccionadas por intervalos y en cada intervalo se presenta una funcion distinta. Cabe destacar que la
funcion es tnica, pero definida por uno o mas tramos.

Dominio
Rango: Despejar x

-1
Six=>21-f(x)=4x+1 —>y=4x+1—>x=yT

De cumplir

y—1
" >1
7 =

y—1=>1-4
y—1=4

y=z4+1
Mario Orlando Sudrez Ibujés hittps: //orcid.org/0000-0002-3962-5433
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y=5

y €[5, +)

Six<0->f(x)=x*—-4>5>y=x?—4 >5x2—-4—-y=0
xt=y+4-ox=%ytdox=—[y+4

Debe cumplir

—Jy+4<0—> Jy+4>0-y+4>0-y>—4

y € (=4, +)

Ry = (—=4,+%) U [5,+00) = (—4, +0)

Empleando GeoGebra

Ingrese a GeoGebra. Clic en la casilla para ingresar funcion. Escriba si. Escoja la opcion Si (Condicion,
Entonces)

¥ GeoGebra Clasico - [m] X
3 . - _ —
R]d A 0O LN 2@ Q =
+ S ; 6 @&
Si 4 Si ®@ 5
SigmaXX » -
Si( Condicién, Entonces ) 4 GeoGsbra Clasico @
SigmaXyY
Si( Condicidn, Entonees, Sino )
SigmaYY ' 3 AJ  Graficacion
Simplifica »
2 (9 Geometria
1 ﬁ Graficos 3D
x= CAS
-9 -8 -7 -5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
1 ;A— Hoja de Calculo
= Q Probabilidad
9
3 & Examen
-4 ¥ Descargar
-5 (:)\
-5
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Escribir Si(x>1, 4 x+1, Si(x<0, x(2)-4))

O

€7 GeoGebra Clasico - X
DB S I SCHSIP AN Q =
4+ Si(x>1,4x+1,Si(x <0, —4)) i 8 / @

Si(Gomiﬂién, Entonces) 5

Q
-9 -5 -7 -8 -5 -4 -3 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 Qi
-1 ra
123 f(x) ABC #&~ X
X y z s 7 8 9 x =
2 N e 4 5 6 + -
< > < = 1 2 3 = &
( ) el ; 0 < > «
Enter
{7 GeoGebra Clasico — m] X
(K] >0 O &N 22 e oC Q=
1 . = \ 5 f —
o w-{yy oz / 2
1 5 1
+  Entra :
L 3
\
L 2
\
- 1
' @
-9 -2 -7 -5 -5 -4 -2 LY 10 1 2 3 4 5 [ 7 3 O\_:
—1 ra
123 fx) ABC #&- x
x y z n 7 8 9 % +
2 N e 4 5 6 + -
< > < > 1 2 3 = &
( ) i3l ; 0 < > <«
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Para editar. Clic derecho en la grafica.
{2 GeoGebra Clasico
R]a~ 0O 4 N2 %
@ wo={yr ozl N

-4 :x<0

+ €

-9 -8 -7 -5 -5

Clic en Propiedades. Editar a su gusto. En este caso esta editado cambiando el color de la grafica

Q GeoGebra Clasico
R]A - P00 &N =
® f(x):{i2x4—1 x>1 =N

-4 x<0

+ E

-3

Funcién f

Objeto visible
A Etigueta visible

s Mostrar rastro

Renombrar

LT

Borrar

Propiedades

-5

Pdgina 51

- [m] x
2 3 4 5 5 7 8
@
Q
- O X
:_@ Basico Color Estilo Avanzado x
Programa de guion (scriptin
g guion (scripting) o

i 8 7 5 =5

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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Om O ll Reciente |
0 I

EEEEEOC
EEEOOO

feapee -

Azul 0, 0, 255 (#0000FF)
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Cerrar la ventana de Propiedades

{7 GeoGebra Clasico - m} X

] 7> OO 4 N = 4 e Q=
@ - {H) 2 el / Eg
+ Entrada... i

La siguiente grafica representaria al Dominio

-4 :x<0

@ f()(]:{“lx-4-1 x=1 ‘EN

o
(@) b:x<0
+

Entrada...

=1

Observando la grafica se obtiene:
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16) En un zoologico, el precios de la entrada (en USD) depende de la edad x de la persona, segiin
la siguiente tabla:

Menores de 5 afos
5 < x <18 aios
18 < x < 60 anos
X = 60 anos

Hjocoln|bs~

Defina la funcién P(x) que representa el precio de la entrada en funcion de la edad x. Determine el
dominio y rango.

Solucion:
4 si0<x<5
P(x) = 5 si5<x<18
8 sil8<x <60
4 six = 60
Graficando en Graph
Clic en funcion
#- Graph — %
Archivo Editar  Funcién Zoom Calcular Ayuda
02 I A Insertarfuncién... Ins & o Jolclel L)
Ir’\!ErtartangEr’\tE_"n:rmalu. F2 -~ v
Insertar relleno... F3
Insertar f'(x)... F7
o
] Insertar serie de puntos... F4
Insertar linea de tendencia... Ctrl+T
=<y Insertar ecuacion/inecuacion... F& &1
A Insertar cuadro de texto... 8
i3 Editar...
Eliminar Crl+ Supr T
£ Personalizar funciones/constantes... Ctrl+F
N
X
; t t t t t t t t + t t t t + t + »
9 8 -6 5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6 8 g9
24
Al
o
EEE

Introduce una funcién.
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Clic en Insertar funcién

& Grap — e
Archivo Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda
Ded + 4L i A o PLLO
[~ Ejes +y
Insertar funcién X o
Tipo de funcién: | Funcién explicita y=ix) v
Ecuacion de la funcién 6t
&)=|4
o
Intervalo
gasda-|[> | ﬂasla"S \ Easns" |
Puntos extremos T
X
t i e t t )1 t t t } + } } 4
2 “ Degorpuin: | | -1 i 2 3 1 T : i )
Propiedades de la gréfica i
Estilo de linea: Tipo de dibujo: | Automdlice v
Color, Grosor: 1 =
ni
Aceptar Cancelar Ayuda
AN
EES
Clic en Aceptar
& Graph - X
Archivo Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda
DeEed +H#L VW & oA Jadd P LLY
I+ Eies +y
M fix)=4
ol
s
4
s
; ; t ; t+ ; ; t f t t t t t } t f t b
9 3 -1 5 5 4 3 L) 1 1 3 3 i 3 6 7 8 9
24
s
Fan
3+

x=-527 y=--493

Mario Orlando Sudrez Ibujés hittps: //orcid.org/0000-0002-3962-5433



https://orcid.org/0000-0002-3962-5433

Funciones Matemdticas y sus Aplicaciones Pdgina 55

Repetir los pasos anteriores para las demas funciones

# Graph — %

Archive Editar Funcion Zoom Calcular Ayuda

Dl +4#L VoG A Sadd PRLEY

Vi Bes v
M fix)=4
M fix)=s
M =g T
o4
st L
&t
i1 | E—
i

-

x=3772 y=215

Dominio: x representa la edad en afios. Dado que la edad no puede ser negativa, el dominio es:

Rango: Los unicos valores posibles para P(x) son 4, 5y 8. Por lo tanto, el rango es:
Rf = {4,5,8}

Graficando en GeoGebra

€} GeoGebra Clasico -

PR S SO & RPN S

R s
' x

ALk - I = S
9
4 :0<x<h :
5 :5<x<18 2
O 0 =0 5 (1Bex<60)A((0>xVxE5)A(B>xvx> 18)
4 1 (x=60)A((0>xVvx=5)A(5>xVx>18)A (18 > xV x > 60)) 7
(@) a0<x<h 5
-
@ b:5<x<18 _
.(::. c 18 <x < 60 .
O d: x > 60
3
=+ Entrada...
2
1
L
Al
@ b) 10 cl 20 30 40 50 0
@
-1
Q
2
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17) Una institucion educativa asigna una escala cualitativa en funcion de la nota cuantitativa x (de
0 a 10), segun la tabla:

0<x<4 No alcanza los aprendizajes requeridos

4,01 < x < 6,99 | Esta proximo a alcanzar los aprendizajes requeridos
7<x<899 Alcanza los aprendizajes requeridos

9<x<10 Domina los aprendizajes requeridos

Define la funcion C(x) que asigna la escala cualitativa a la nota x. Determina el dominio y rango

Solucion:
"No alcanza" si0<x<4
Clx) = "Proximo a alcanzar" si4,01 <x <699
"Alcanza" si7<x<8,99
"Domina" si9< x=10

Dominio: x es la nota cuantitativa, por lo que Dy = [0,10]
Rango: Los valores posibles son las cuatro categorias cualitativas:

R = {"No alcanza", "Pr6ximo a alcanzar", "Alcanza", "Domina"}

Graficando en Graph

Archive Editar Funcién Zoom Calcular Ayuda

DEl +4#L VG ~mA Sadd P RPEY

Wi Bies Ty

W™ No alcanza los sprendizaies requeridos
[WI™ Esté préximo a aleanzar los aprendizaje

1" Alcanza los aprendizaies requeridos A

7~ Domina los aprendizajes requendos

No alcanza los aprandizajes regueridos

Estd préximo 2 aleanzar los aprendizajes requeridos
Aleanza | raqueridos

Domina los aprandizajes raquaridos
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18) En una ciudad a fin de regular el consumo, la empresa de agua potable ha disefiado la siguiente
tarifa. Los primeros 20 m3 de consumo por mes se paga $0,31 por metro cubico, para el consumo
mensual de mas de 20 m3 a 25 m3 el costo por metro cubico es de $ 0,43, y a partir de mas de 25
m3 de consumo, el costo de cada metro cubico es de $0,72.

a) Expresar el valor de la factura como una funcion tarifa T'(x) que representa el valor de la factura de

agua en funcion del consumo x (en m?)

b) Calcular el dominio de la funcion tarifa T (x)

Solucion:
a) Funcion tarifa T'(x)
Realizando un grafico que ilustra los datos

Elm3cuesta $ 0,31 Elm3cuesta $ 0,43

El m3cuesta $ 0,72

0ms 20m3 25m3

La variable independiente es:
x = cantidad de m3 consumidos al mes

La funcién de tarifa mensual es T (x)
I)Para0 < x < 20

Elm3cuesta $ 0,31 Elm3cuesta$ 0,43

El m3cuesta $ 0,72

0m3 20m3 25m3

l < |
T(x) =0,31x

2) Para 20 < x < 25

El m3cuesta $ 0,31 Elm3cuesta$ 0.43

El m3cuesta $ 0,72

0 m2 20ms 25m3
L x-20 —

l X |

T(x)=20-0,31+0,43(x —20) =6,24+0,43x — 8,6 = 0,43x — 2,4

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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3) Para x > 25
Elmicuesta $ 0,31 El mécuesta§ 0.43 El m?cuesta $ 0,72

0 m3 20m? 2511 s

T(x) =20-0,31+5-0,43+0,72(x —25) =6,2+ 2,15+ 0,72x — 18
T(x) =0,72x — 9,65

Por lo tanto la funcidn tarifa mensual es

0,31x si0<x<20
T(x) =40,43x — 2,4 si20<x <25
0,72x — 9,65 six > 25

Graficando la funcion tarifa para el consumo mensual de agua empleando Grahp se obtiene

Funcion de la tarifa del consumo mensual de agua

401

£l o

fa=0.31x
£(x)=0.43x-2.4

f(x)=0.72x-5.65

-

b) Calcular el dominio y el rango
Dominio

La variable x representa el consumo de agua en m3 por mes. Dado que el consumo no puede ser negativo,
x=0

Por lo tanto, el dominio es: Dy = [0,+00)
Rango

El rango incluye todos los valores de factura desde 0 (cuando no hay consumo) hasta infinito (a medida
que el consumo aumenta sin limite). Por lo tanto, el rango de T(x) comienza en 0 y aumenta
continuamente hasta el +o0: Ry = [0,40)
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En GeoGebra

Ingresando la funcion

'ﬁ? GeoGebra Clasico

(k] d 7 L D> OO & N =@
SR - I =V

©  f(x) =Si(0 < x <20, 0.31 x, 5i(20 < x < 25, 0.43 x — 2.4, Si(x > 25, 0.72 x — 9.75))) &

Resultado
€ GeoGebra Clisico - X
R]a ~ L B0 O &N =% ScC Q=
B A& ] =n/ :—
031x 0<x<20 A
@ f(x):{0,43w<72,4 20 <x <25
0.72x—9.75 : (x> 25) A ((0 >x Vx> 20) A (20 > xV x > 25)) 2
© 20<x<20 : 2
@ b20<x<25 : =
Q cx>2 : -

+ Entrada... s //

Jo)

19) Determina el dominio de la funcion f(x) = log (2x — 1)
Solucion:

Para determinar el dominio de esta funcion se debe tomar en cuenta que log, N = a, para N > 0, por

tanto, se plantea la desigualdad y se resuelve
2x—1>0

2x>1

1
X3

Entonces
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1 1
Dy = {x € R/x > E}'O también, Dy = (E’ +00)

Empleando GeoGebra

7 GeoGebra Clasico

- [m] x
[Fl= v m0inxe =t [ & S Q=
[ A% : e 2 : =y
- 2x—1>0
© () = logp(2x—1) i ) 12 := Resuelve($1)
® 11 = Asintota(f(x)) : ® _ .- {x)%}

= {x = 0.5} .
-1 0

12 = Resuelve($1)

=+ Entrada...
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1.6) ACTIVIDADES DE APLICACION

1) Si f(.X') = x2 —2x—3= 0: determinarf(—3),f(—2),f(—1), f(O),f(l),f(Z), f(3)

También realizar la grafica empleando GeoGebra.

2) Si f(x) = x?2, determinar (1), f(2), f(a), f(a — b)
1; 4; a?; a® — 2ab + b?
3) Si f(x) = x2, determinar

fx+h) - fx)

h
2x+h
4) Si f(x) = +/x, determinar
fx+h)—f(x)
h
1
Vx +h++/x

5) Realiza los diagramas de Venn Euler y determine cual de los siguientes pares ordenados representa
una funcién

f={27),(39),(410)}
g = {(_2,3), (_3r6)r (_2:8)}

h = {(010)1 (112)1 (1r _2)}
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6) Si f={(48),(5,n+9),(6,6),(7,5)} , determine el valor de n para que los pares ordenados
pertenezcan a una funcion lineal

n=-—2

7) Realice las graficas de las siguientes ecuaciones empleando GeoGebra y determine cudl de ellas es
una funcion.

a) y?=x bx=1 o)xt+yt=4 dy=1 e)4x>+y%2=1
d)

8) Un viajero de negocios debe ir a una ciudad que esta a 840 km de su casa. La distancia recorrida (en
km) en funcién del tiempo (en horas) esta dada por f(t) = 12t + 7.2t* con t € [0,10]

a) (Qué indica el par (0,0)?
b) ;Qué indica el par (10,840)?

¢) Si el viajero sale de su domicilio a las 7:00 am, ;ja qué hora llegara a destino?

5:00 pm
d) (Cuantos km recorri6 al cabo de 10 horas de viaje?

840 km
e) (Cudntos km le faltaban por recorrer después de 5 horas de viaje?

600 km
f) (A qué hora llega el viajero al km 360?

1:17 pm

9) Un grupo de estudiantes organiza un concierto. El alquiler del auditorio tiene un costo fijo de USD
2000. Ademas, por cada asistente, se incurre en un costo adicional de USD 5 (por seguridad, limpieza y
materiales). El precio de la entrada por persona se calcula con la funcion:

2000
€ =5+——

Resolver:
a) (Cuanto costara la entrada por persona si asisten 200 personas?

USD 15
b) (Cuanto costard la entrada por persona si asisten 500 personas? ;Y si asisten 1000 personas?

USD9yUSD7
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c) (Por qué el evento podria fracasar si asiste poca gente?
Porque el precio de la entrada seria muy alto y disuadiria a la gente.

d) Un estudiante tiene USD 15. ;Cuantas personas deben asistir para que pueda pagar la entrada?
Si debe guardarse USD 3 (solo puede gastar USD 12), ;cudntas personas deben asistir?

200 personas; 286 personas

e) Al evento asistieron 400 personas. Ademas del alquiler, los organizadores gastaron USD 1500 en
sonido e iluminacion. ;Cual fue el saldo final? ; Tienen motivo para seguir organizando eventos?

Saldo: USD 500. Si tienen motivo para seguir.
10) La Ley de Pareto para la distribucion del ingreso (en unidades monetarias) en un grupo particular es:
_ 5 10°

3
X2

Donde N es el nimero de personas con ingresos superiores a x

a) ;Cudantas personas tienen ingresos que exceden a 25007?
40000 personas
b) (Cuantas personas tienen ingresos entre 2500 y 64007
30234 personas
¢) ({Cudl es el ingreso minimo de los 500 individuos que tienen los ingresos mas altos?
46416 unidades monetarias

d) Realiza la grafica empleando GeoGebra

11) Sea g = {(1,2), (3,4), (5,6),(7,8),(9,10)}, realice el diagrama de Venn Euler y determine el
dominio y el rango

D, = {153,579} R, = {2,4,6,8,10}
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12) Determine el dominio y el rango de f

-6

Dy =[-51); Ry =[-2,4)

13) Calcular el dominio y rango de la funcién que representa a los rectangulos de perimetro 36 unidades,
donde la variable x representa el largo del rectangulo e y representa el ancho. Se sabe que uno de los
lados del rectangulo (el largo) se duplica en la estructura, mientras que el otro (el ancho) se mantiene
simple, similar a un corral con una particion. La relacion entre x e y estd dada por la ecuacion: 2x +

3y = 36

Dy = (0,18); Ry = (0,12)

Realice las graficas empleando GeoGebra y determine el dominio y el rango de las siguientes funciones

14) Funciones lineales (Rectas)
a) f(x) =2x—3

b) f(x) =2—-3x

15) Funcidn idéntica

f&) =x

16) Funcion valor absoluto

a) f(x) = |x = 3|

b)g(x) =|x+3]+3

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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17) Funciones cuadraticas (Parabolas)

a) f(x) =x*—=3x+2
Df = (—%,4); Ry = [-1/4,+)

b)g(x) = —2x*+4x—4
Dg = (—oo’ +OO)’ Rg = (_001_2]

Realice las graficas empleando GeoGebra y determine el dominio de las siguientes funciones

18) Funciones holograficas (Hipérbolas)

2x — 3
a)f(x)=3§+2

x—4
Do =17

Dy = {x € R/x # —4}
19) Funciones racionales fraccionarias

x—1
x? -4

a) f(x) =
Df={x ER/x#2yx + -2}

3
NI =a

Dy={x ER/x #4yx+ —3}

20) Funciones irracionales

a) f(x) =v3x—9
D; = {x € R/x =3}

4x — 5
DI = =

Dy ={x €R/=5<x <5}

21) Funcion trascendente (funcidn logaritmica)

f(x) =log (2x = 5)

Mario Orlando Sudrez Ibujés hittps: //orcid.org/0000-0002-3962-5433



https://orcid.org/0000-0002-3962-5433

Funciones Matemdticas y sus Aplicaciones Pdgina 66

Realice las graficas empleando GeoGebra y determine el rango de las siguientes funciones

6x+1
1+ 3x

22) f(x) =
Ry = (—,2) U (2, +00)

23) f(x) = /9 — x2
Ry =1[0.3]

24) Realice la grafica empleando GeoGebra y determine el dominio y el rango de

2x — 3
x+2

flx) =
Df = (=0,=2) U (=2,+0); Ry = (—0,2) U (2, +00)

25) Realice la grafica empleando GeoGebra y determine el dominio y el rango de la funcion

_(7x—=2six=>4
f(x)_{x2—4six<4

26) Realice la grafica empleando GeoGebra y determine el dominio y el rango de la funcion
_(x?—1sid4<x<7
f(x)_{lx—1|+1sixs3

Dy = (=,3] U (4,7); Ry = [1, +0)

27) En una ciudad, la empresa de energia eléctrica tiene una tarifa escalonada para el consumo mensual
de energia (en kWh). Los primeros 100 kWh se pagan a $0.15 por kWh, para el consumo entre 100 y
200 kWh el precio es de $0.25 por kWh, y para consumos superiores a 200 kWh el costo es de $0.40 por
kWh. Expresar el valor de la factura como una funcion de la cantidad de energia consumida al mes y
determinar su dominio y rango. Realiza la grafica empleando GeoGebra

28) Crear y resolver un ejercicio similar anterior

29) Realice la grafica empleando GeoGebra y determina el dominio de la funcion
f(x) =log (x?> —5x + 6)

Df = (—00,2) U (3, +0)

30) Crear y resolver un ejercicio sobre el calculo del dominio y el rango de una funcién de su preferencia.
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CAPITULO T1
GRAFICA DE FUNCIONES
2.1) HISTORIA

La representacion grafica de funciones es una herramienta fundamental en matematicas que ha permitido
a lo largo de la historia visualizar relaciones y comportamientos numéricos. Desde los primeros
desarrollos de la geometria hasta las complejas visualizaciones digitales de hoy, la historia de las graficas
de funciones refleja la evolucion del pensamiento matematico y su interrelacion con otras disciplinas.

Los primeros antecedentes de las graficas pueden rastrearse hasta las antiguas civilizaciones, donde se
utilizaban tablas y diagramas para representar datos. Sin embargo, fue con el desarrollo de la geometria
analitica en el siglo XVII que comenzo a tomar forma la idea de graficar funciones. René Descartes, en
su obra "La Géométrie" (1637), introdujo la idea de representar ecuaciones algebraicas en un sistema de
coordenadas, lo que marco un hito en la interpretacion visual de funciones (Lopez, 2010).

La notacion cartesiana permitié a los matematicos visualizar la relacion entre variables, estableciendo un
método para representar graficamente ecuaciones lineales y méas complejas. Esta innovacion sentd las
bases para futuros desarrollos en la representacion grafica, que se haria cada vez mas sofisticada con el
tiempo.

Durante los siglos XVIIl y XIX, el desarrollo del calculo por matematicos como Isaac Newton y Gottfried
Wilhelm Leibniz propicié un mayor interés por el estudio de las funciones y sus representaciones
graficas. A medida que las técnicas de andlisis matematico avanzaban, los matematicos comenzaron a
explorar funciones mas complejas. La representacion de estas funciones en graficas permitio identificar
patrones y comportamientos fundamentales, facilitando el entendimiento y la ensefianza de conceptos
matematicos (Steinhart, 2012).

El siglo XX y la llegada de la computadora revolucionaron la manera en que se producen y perciben las
graficas de funciones. Herramientas como Graph, GeoGebra, Winstats, entre otras, transformaron la
visualizacién de datos y funciones en un proceso dindmico e interactivo (McKinney, 2021). Estas
tecnologias permiten a los usuarios visualizar gréficas, explorar conceptos en tiempo real, y adaptar
representaciones graficas a variadas necesidades educativas y profesionales.

La historia de las graficas de funciones es un testimonio de la evolucion del pensamiento matematico y
su capacidad para adaptarse a nuevas tecnologias y necesidades humanas. Desde los diagramas
rudimentarios de las antiguas civilizaciones hasta las complejas visualizaciones generadas por
computadora, las graficas han permitido a los matematicos y cientificos comprender mejor el mundo que
les rodea. En un mundo cada vez mas orientado a los datos, la habilidad para representar y analizar
graficamente funciones es mas vital que nunca.

C

B

Anlisis de Anilisis en
patrones T tiempo real

Ecuaciones Computacion Software especializade

algebraicas T grafica Graph, GeaGebra, Winstats

7 Funciones Desarralla del Caleule Adaptabilidad
<complejas Hewton & Leibniz educativa

Representacian T Sistema de 1637: René Descartes
rudimentaria Tablas y diagramas coordenadas Geametria Analitica
— —
ara representar datos
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2.2) GRAFICA DE UNA FUNCION A PARTIR DE OTRA CONOCIDA

Para graficar una funciéon a partir de otra se realiza a través de desplazamientos, alargamientos y
reflexiones dada la grafica de otra funcion.

A) DESPLAZAMIENTOS

Sea f(x) una funcion, con ¢ > 0 y b > 0, entonces si:

1)y = f(x) + c, la grafica de f(x) se desplaza c unidades hacia arriba

2) y = f(x) — c, la grafica de f (x) se desplaza c unidades hacia abajo

3)y = f(x + ), la grafica de f(x) se desplaza c unidades hacia la izquierda

4)y = f(x — c), la grafica de f(x) se desplaza c unidades hacia la derecha

5) y = f(x + c) + b, la grafica de f(x) se desplaza ¢ unidades hacia la izquierda y b unidades hacia arriba
6) y = f(x + c) — b, la grafica de f(x) se desplaza c unidades hacia la izquierda y b unidades hacia abajo
7y = f(x —c) + b, la grafica de f(x) se desplaza c unidades hacia la derecha y b unidades hacia arriba

8)y = f(x —c) — b, la grafica de f(x) se desplaza ¢ unidades hacia la derecha y b unidades hacia abajo

Ejemplos ilustrativos

1) A partir de f(x) = x® con ¢ = 2 obtener y = f(x) + ¢
Solucion:

Reemplazando valores

fX)=x}>y=f(x)+c—y=_g()=x>+2. La grafica de f(x) se desplaza 2 unidades hacia
arriba.
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{7 GeoGebra Clasico — m} X%

NS SCcU+IPFANEIR Sc Q=

Q fx) = %3 =AY, 4 =
O e=x+2 s

+ €

f

-5 -5 -4 -3 1 2 3 4 5 5 7 3 g 10 1 12

#

@

e

2) A partir de f(x) = x> con ¢ = 2 obtener y = f(x) — ¢
Solucion:
Reemplazando valores

fX)=x}>y=f(x)—c->vy=_g()=x3—2. La grafica de f(x) se desplaza 2 unidades hacia

abajo.
{7 GeoGebra Clasico - m] hd
DB S = IPIN I SC Q=
O fix) = =N 4 @
O e =x-2 3
+ E 2
;
S EREECEREErEREAT S EEE IEENEINREEIERS ZR T JRRNE RRRE CRRRE IRRRE
L]
Q
Q
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3) A partir de f(x) = x3 con ¢ = 2 obtener y = f(x + ¢)
Solucion:

f)=x>y=f(x+c)—>y=g()=(x+2)3 La grifica de f(x) se desplaza 2 unidades hacia
la izquierda.

€2 GeoGebra Clasico - m} X
(k] @O &N = ¢ oc Q=
@ =+ = 4 &
@ e =+ : 3
+ | Ent . 2

1 2 3 4 5 [ 7 g 9 10 11 12

4) A partir de f(x) = x3 con ¢ = 2 obtener y = f(x — ¢)
Solucion:

fX)=x*> y=f(x—c)>y=gkx)=(x—2)3 La grafica de f(x) se desplaza 2 unidades hacia
la derecha.

¥ GeoGebra Clasico - [m] b4

B L @0 4N 2 Se Q=

O fx =% =N 4 —
O &= -2 i :
+ E : 2
i

) 5 4 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

L.

Q,

Q
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5) A partirde f(x) = x3conc =2y b =1obtenery = f(x+c¢) + b
Solucion:

f)=x*> y=fx+c)+b->y=gx) =((x+2)>+1. La grafica de f(x) se desplaza 2
unidades hacia la izquierda y una unidad hacia arriba.

€7 GeoGebra Clasico - o %
(k] ~ LD O O &N = @ oC Q=
Q =+ =N 4 &
@ e()=(x+2F+1 : 3
+ E 2
]
s T g e T e T I S T S T o s T o T b T T o e s
-
-2
-3
i
s %
o @
9(z) = (4+2) +1_? Q
flz) =

6) A partirde f(x) =x3conc=2yb =1obtenery = f(x +¢c)—b
Solucion:

f)=x>y=f(x+c)—-b->y=gkx)=(x+2)%—1. La grafica de f(x) se desplaza 2
unidades hacia la izquierda y una unidad hacia abajo.

€2 GeoGebra Clasico - O X
DB S N~ IPANEIE S Q=
Q ) =x =N =
@ e)=(x+2'-1 : 3

+ | Entrada. 2

-6 -5
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7) A partirde f(x) =x3>conc=2yb =1obtenery = f(x —c)+ b
Solucion:

f)=x}>y=flx—c)+b->y=gkx)=(x—2)>+1. La grafica de f(x) se desplaza 2
unidades hacia la derecha y una unidad hacia arriba.

{J GeoGebra Clisico - a X
k]~ X > OO &N = 4 Q =
O f=+ n s -
Q@ g0 = x-2P+1 3
+ E 2
4
Lo 8- a3 2H o 2 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12
-1
2
-3
-
5 113
% {
H glz) = (z—2)7+1 a
fz) = T
@ -8

8) A partir de f(x) = x*>conc =2y b =1obtenery = f(x —c) — b
Solucion:

f)=x}>y=f(x—c)—-b->y=gkx)=(x—2)3—1. La grafica de f(x) se desplaza 2
unidades hacia la derecha y una unidad hacia abajo.
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{7 GeoGebra Clasico

- ) X

Rl o~ 200 &N = se Q=

QO fx) =5 = 4 =@
@ e = x-2°-1 : i
+ Entrada.. 2
;

-6 -5 —4 -3 -2 -1 4 5 6 7 g 9 10 1 12

L.

Q
flz) =

9) A partirde f(x) = x3 + 4x*+ 2xconc=2yb =3o0btenery = f(x —c) + b
Solucion:
fX)=x3+4x?+2x>y=f(x—c)+b-> y=gx)=(x—-234+4(x-2)?+2(x—-2)+3

La grafica de f(x) se desplaza 2 unidades hacia la derecha y 3 unidades hacia arriba.

€2 GeoGebra Clasico

— [m] X
DB ol PANEIR oc Q=
O fx) =X +4+2x = =
@ ex)=(—2P+4(x-22+2(x2)+3 :
+ | Entrada
-7 -6 -5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
#
@
—2P+d(c—27+2(@-2)+3 a
E T
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B) ALARGAMIENTOS

Sea f(x) una funcion, con ¢ > 1, entonces, si:

1)y = cf (x), la grafica de f(x) se alarga verticalmente c veces
1
)y = % f(x), la grafica de f(x) se comprime verticalmente en -
3)y = f(cx), la grafica de f(x) se comprime horizontalmente ¢ veces

1
YHhy=f G x), la grafica de f(x) se alarga horizontalmente en Z

Ejemplos ilustrativos

1) A partir de f(x) = x? con ¢ = 2 obtener y = cf (x)
Solucion:

Reemplazando valores

f(x) =x* > y=cf(x) >y = g(x) =2x%. La grafica de f(x) se alarga verticalmente 2 veces

€2 GeoGebra Clisice - >
(R]d o L @04 N 2 Q =
O fx) =+ " 9 @
Q gy =24 : fz) A 2? o,
g(z) = 27
+ E -
5
5
4
3
2
1
b s B L B b L 1 2 3 4 5 5 7 8 L
-1
2 !
-3

2) A partir de f(x) = x? con ¢ = 2 obtener

B 1
y==f()
Solucion:

Reemplazando valores
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1
f@) =x* >y =—f() -

. . 1
La grafica de f(x) se comprime verticalmente en >

€7 GeoGebra Clasico - had
RlA~ 2> OO &N =2 Q=
O fx) = o @
h(x) = % x2
+
-7 -6 -5 -4 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 1 f 3
H Q
-2 Q
3) A partir de f(x) = x? con ¢ = 2 obtener y = f(cx)
Solucion:
Reemplazando valores
flx)=x*-> y=f(cx) - . La grafica de f(x) se comprime horizontalmente 2

VECES
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€7 GeoGebra Clasico

- X
DR CHSIPANNIENE SC QA=
(@) fx) = A =TS
O ) = (2x?
+

-7 -6 -5 —4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 f 12

P @

-2 O\

4) A partir de f(x) = x? con ¢ = 2 obtener

y-r(t

Solucion:

Reemplazando valores

) =x2 >y =f(cx) >y =q00 = (%x)

1
La grafica de f(x) se alarga horizontalmente en 3
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€2 GeoGebra Clasico
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-7 -6

Graficando las 4 funciones obtenidas a partir de f(x) =

Q GeoGebra Clasico

'A//I"'rb@@é,xz:i.}.

Q@ fx=x =N

O gl =24 :
h(x) = 5 % |
px) = (2%
a = (3 )

+ F

-5

-3 -2 -1
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O) REFLEXIONES VERTICALES Y HORIZONTALES

Sea f(x) una funcion, entonces, si:
1)y = —f(x), la grafica de f(x) se refleja con respecto al eje x
2)y = f(—x), la grafica de f(x) se refleja con respecto al eje y

Ejemplos ilustrativos

1) A partir de f(x) = x? obtener y = —f(x)
Solucion:

Reemplazando valores

f(x) =x* > y=—f(x) >y =g(x) = —x?. La grafica de f(x) se refleja con respecto al eje x

€2 GeoGebra Clasico - ped
DB ol sIPAN IR Q =
O fo- N pRassEEeee @
Q g=-2 : 5
+ E ! 4

2) Reflejar con respecto al eje x la grafica de f(x) = 2x% + x? — 2x + 1
Solucion:
Reemplazando valores

fx)=2x3+x*-2x+1 > y=—f(x) »y=gx) =—-2x3—x*+2x—1.
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La grafica de f(x) se refleja con respecto al eje x
€2 GeoGebra Clasico - X
Rl 20O &N =2 e oc Q =
O fx) =25 +x2—2x+1 A &
(@] gx) = 20— +2x—1
+
-7 -6 -5 -4 -2 4 5 6 7 g 9 10 1
L.
Q
a
3) A partir de f(x) = x> obtener y = f(—x)

Solucion:

Reemplazando valores

= (—x)3. La grafica de f(x) se refleja con respecto al eje y

f)=x>>y=f(-x)->y=gkx)
€ GeoGebra Clasico
DB ol sIPANEIE
QO )=+ =M

Q@ &= (-’

+ | Em
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4) Reflejar con respecto al eje y la graficade f(x) = x> —5x + 6
Solucion:

Reemplazando valores

f)=x*>=5x+6- y=f(-x)>y=g0)=(—x)*—5(-x) +6.

La grafica de f(x) se refleja con respecto al eje y

€2 GeoGebra Clisice - x
] A0 4N =4 5c Q =

Q  fx) =X -5x+6 = =

Q@  gx) = (—x)?—5(—x)+6 @

+ E

2.3) FUNCIONES PARES Y FUNCIONES IMPARES

A) FUNCION PAR
Una funcion es par si f(—x) = f(x)
Una funcién par se especifica como una suma de solo potencias pares de x, asi por ejemplo

fX)=x2-1;f(x) =x*+2x2 -1

B) FUNCION IMPAR
Una funcion es impar si f(—x) = —f(x). La grafica de una funcién impar es simétrica con respecto al
origen.

Una funcion impar se especifica como una suma de solo potencias impares de x, asi por ejemplo

fx) =x3—x

Nota: Si f(x) y g(x) son funciones pares y h(x) y p(x) son impares, entonces se cumple:
D) f(x) - g(x) es par

2) f(x) - h(x) es impar

3) h(x) - p(x) es par
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Ejemplos ilustrativos

1) Determine si f(x) = x3 — 4x es par , impar o ninguna
Solucion:

Para que sea par debe cumplir f(—x) = f(x)

fx) =x3—4x

f(=x) = f(x)

(—x)3 — 4(—x) = x3 — 4x
—x3 4+ 4x # x> + 4x

No es par

Para que sea impar debe cumplir f(—x) = —f(x)

Flx) = 23 — 4x

f(=x) = —f(x)

(=x)% = 4(=x) = —(x° — 4x)
—x3 +4x = —x3 + 4x

Si es impar

Empleando GeoGebra

La gréfica es simétrica con respecto al origen, por lo tanto es impar.

£} GeoGebra Clasico
DREESCIEPANEE
D  fx) =+ —dx ]

+
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2) Determine si f(x) = 3x* — 4x? es par ,impar o ninguna
Solucion:

Para que sea par debe cumplir f(—x) = f(x)

f(x) = 3x* — 4x?

f(=x) =f(x)

3(—x)* — 4(—x)? = 3x* — 4x?

3x* — 4x?% = 3x3 — 4x?

Si es par

Empleando GeoGebra

€ GeoGebra Clasico = X
R] s~ L OO &N = @ S5c Q=

O ) = 3x— 452 A | =

flz) = Bt g

+

-2

3) Determine si la siguientes funcion es par, impar o ninguna
3

x’ + 2x

f(x)_x4—3x2+3

Solucion:

Para que sea par debe cumplir f(—x) = f(x)
x3 + 2x

f(x)_x4—3x2+3

f(=x) = f(x)

(—x)3 + 2(—x) x3 + 2x
(—0)*—=3(—x)2+3 x*—3x2+3
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—x3 —2x . x3 4 2x
x*—3x24+3 x*—3x%2+3

No es par

Para que sea impar debe cumplir f(—x) = —f(x)
x3 + 2x
[ =303
f(=x) =—f(x)
(—x)°+2(=x) x3 + 2x
(—0)*=3(—x)2+3  x*—3x2+3

—x3 —2x B —x3 —2x
x*—3x2+3 x*—3x2+3

Si es impar

Empleando GeoGebra

La grafica es simétrica con respecto al origen, por lo tanto es impar.

€2 GeoGebra Clasico - pd
j . . _ —_—
NN IPANNEI R Q =
8
x4 2x Y &
® - ¥ —3:2+3
+  Enrada. 5
4
| 2 2
i) = ad—322+3
=7 =L = = 2 2 4 5 5 10 12 14
-2
4
#
s &
a
- mr1

4) Determine si la siguientes funcion es par, impar o ninguna

f(x) =x3—x*—-6x

Solucion:

Para que sea par debe cumplir f(—x) = f(x)
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fx) =x3—x?—6x

F-) = F)

(—x)® — (—x)? = 6(—x) = x> —x%? — 6x
—x3 —x?+6x#+x3—x*—6x

No es par

Para que sea impar debe cumplir f(—x) = —f (x)
fx) =x3—x?—6x

f(=x) ==f(x)

(=2)% = (=) = 6(=x) = —(x* —x* — 6x)
—x3 —x%+6x = —x> +x% + 6x

No es impar

Empleando GeoGebra
La grafica no es simétrica respecto al origen

€} GeoGebra Clasico

NN IPANNEIE
@) fix) = % ¥ —6x =N
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No es par ni impar, ya que f(—x) = f(x) y f(—x) = —f(x)
O =
:_@
+ E : 1
L.
a
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2.4) MONOTONIA DE UNA FUNCION

La monotonia de una funcion se refiere al comportamiento de crecimiento o decrecimiento de dicha

funcion en un intervalo determinado.

A) FUNCION CRECIENTE

Definicion Formal

Una funcion f es creciente en un intervalo I si para todo par de nimeros x; y X, en I tales que x; < x,,
se cumple que:

Six; < x,, entonces f(x1) < f(xy)

Al igual que con las funciones decrecientes, este concepto se puede especificar en dos tipos:

1) Funcion Estrictamente Creciente:
Six; < x,, entonces f(x;) < f(x,),la funcion siempre “sube” a medida que nos movemos a la derecha

en el eje X. La grafica nunca es plana.

2) Funcion Creciente (en sentido amplio o no estricto):
Si x; < x,, entonces f(x;) < f(x,), la funcion “sube” o se mantiene constante, pero nunca baja. Su

grafica puede tener partes planas (constantes).

Nota: En la practica, el término "funcion creciente" suele referirse a la estrictamente creciente.
Interpretacion grafica
Graficamente, una funcién es creciente en un intervalo si su grafica asciende o tiene una pendiente

positiva al recorrerla de izquierda a derecha en ese intervalo.

Tabla resumen

Definicion Six; < xy,entonces f(x1) < f(xy) | Sixy < xy,entonces f(x1) < f(x;)
Grafica Siempre asciende (nunca es plana). Asciende o se mantiene constante.
Ejemplo fx) =x3f(x) =e* Funcién escalonada, funcion constante

Ejemplos de aplicacion
1) Analizar la monotonia de la funciéon f(x) = 2x + 3
Analisis: Esta es una linea recta con pendiente m = 2 (positiva). Esto significa que por cada paso a la

derecha, la funcion sube 2 unidades.
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Comprobacion:

Paso 1: Tomar dos valores x; < x5,seax; = 1; x, = 2
Paso 2: Calcular f(x;) y f(x3)

f(1)=2(1)+3=5

f(2)=22)+3=7

Paso 3: Comparar:

X1=1<x, =2

f) =5<flx) =7

Conclusion

Como x; < x, = f(x1) < f(x3) = f(x) = 2x + 3 es estrictamente creciente en todo su dominio

Graficando en GeoGebra

{2 GeoGebra Clasico - m} x
A LIRS K ¢ a=2 —
DI ol IPAN IR Q=
@ f(x) =2x+3 0 8 &
+ g
4
3
2
1
o -2 -7 -5 -5 ) 1 H 3 4 5 [ 7 g ]
-
-2
-3
- @
F: @\
f -6
/
Pagina 59 de 225 17554 palabras [  Espanol [Ecuador]  Predicciones de texto: activado &s necesario investigar 0, Concentracian [EE| E B - T

2) Analizar la monotonia de la funcién f(x) = /x
Analisis: La raiz cubica estd definida para todos los niimeros reales (positivos, negativos y cero) y

siempre es creciente

Comprobacion:
Paso 1: Tomar dos valores x; < x,,seax; = —8; x, =1

Paso 2: Calcular f(x;) y f(x3)
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f(-8)=3V-8=-2
fW=vVi=1
Paso 3: Comparar:

X =-8<x,=1

fx)) =-2<f(x)=1

Conclusion

Como x; < x, = f(x;) < f(x;) = f(x) = Vx es estrictamente creciente en todo su dominio

Graficando en GeoGebra

¥ GeoGebra Clasico — [m] X
A PR N 0 o a2 —
Rla PO LN =@ =
@ fl = N : ¢
+ Entrada... 5
4
3
2
1
-9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
—1
= -
-3
B} @,
Bl a
.
0
=5
T Pagina62de 226 17790 palabras [  Espanol [Ecuader]  Predicciones de texto: activado 1o AC Todo corredto T Concentradian T €] B -———— & T 3%
C CRECIENTE

Una funcién es decreciente en un intervalo si, para cualquier par de valores x; y x, dentro de este
intervalo
Si x; < xy,entonces f(x1) = f(xy)

Esta definicion se puede dividir en dos conceptos mas especificos:

1) Funcion estrictamente decreciente:
Si x; < x,,entonces f(x;) > f(x,). La funcién siempre “baja” a medida que nos movemos a la
derecha En el eje X. La grafica nunca es plana.
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2) Funcion decreciente (en sentido amplio o no estricto):
Si x; < x,,entonces f(x;) = f(x;). La funcion “baja” o se mantiene constante, pero nunca sube. Su

grafica puede tener partes planas (constantes).

Nota: En la mayoria de los contextos, cuando se habla de “funcion decreciente” se suele referir a la

estrictamente decreciente.

Tabla resumen

Definicion Six; < xy,entonces f(x;) > f(xy) | Si x; < x,,entonces f(x;) = f(x3)
Grifica Siempre desciende (nunca es plana). | Desciende o se mantiene constante.
Ejemplo fx)=—xf(x)=e7* f(x) = 4 (constante)

Interpretacion grafica
Graficamente, una funcion es decreciente en un intervalo si su grafica desciende o tiene una pendiente

negativa al recorrerla de izquierda a dereche en este intervalo.

Ejemplos de aplicacion

1) Analizar la monotonia de la funcién f(x) = —2x + 5
Analisis: Esta es una linea recta con pendiente m = —2 (negativa). Esto significa que por cada paso a la

derecha, la funcion baja 2 unidades.

Comprobacion:

Tomando dos valores donde x; < x,, por ejemplo, x; = 1; x, = 2
f()=-2(1)+5=3

f2)=-22)+5=1

Se cumple que

x1=1<x,=2yf(x))=3>f(x) =1

Conclusion

Como x; < x, y f(x1) < f(x3) = f(x) = —2x + 5 es estrictamente decreciente en todo su dominio
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Graficando con GeoGebra

Q GeoGebra Clasico

B Al D00 LN 2

QO fx) = 2x+5 Y
A = Punto(f)

Tosay
B = Punto(f) :
=(2,1) @

+  Entrada...

Fagina 67 de 154 12156 palabras [ Espafiol [Ecuader]  Prediccones de texto: actvade T &5 necesario investigar

2) Analizar la monotonia de la funcién f(x) = x* — 2x + 2

Analizando en el intervalo (—oo, 1)

Tomando dos valores donde x; < x,, por ejemplo, x; =0; x, =1
f(0)=(0)2-200+2=0-0+2=2
fM=M2-2D)+2=1-2+2=1

Se cumple que

x1=0<x,=1yf(x))=2>f(x) =1

Conclusion
Como x; < x, ¥ f(x1) < f(x) = f(x) = x? — 2x + 2 es estrictamente decreciente en el intervalo

(—OO’ 1)

Analizando en el intervalo (1, 4+o0)

Tomando dos valores donde x; < x,, por ejemplo, x; = 1; x, =2
f=D*-21)+2=1-2+42=1
fRQ=2)?%*-22)+2=4—-4+2=2

Se cumple que

X1 =1<x, =2y f(x) =1<f(x;) =2
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Como x; < x,y f(x1) > f(xy) = f(x) =x% — 2x + 2 es estrictamente creciente en el intervalo

(1, +00)

Graficado con GeoGebra

{2 GeoGebra Clasico

¥ AL LD OO 4N 29

O )= -2x+2

V = Punto(f)

= (L1

=+ Entrada...

Y

®

|

o
g

3) A partir de una lamina de carton de 30 cm por 40 cm se quiere fabricar una caja sin tapa
haciendo un corte cuadrado en cada esquina para garantizar que la caja conforme un prisma

rectangular.

a) /Qué volumen tendra la caja si el corte es de 1 cm?

b) Calcule el volumen de la caja si los cortes fuesen de Scm.

c¢) Repita la situacion para un corte de 10 cm.
d) Halle una expresion para el volumen de la caja expresado en funcion de X.
e) Sea X la variable que representa la longitud del corte expresado en cm. ;Cudl es el dominio de X?
f) Represente graficamente la funcion.

g) Escriba los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

Solucion:

a) ;Qué volumen tendra la caja si el corte es de 1 cm?
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1 cm
38 cm 40 cm
- lem
7
s
28 em - 38 cm
lcm |-/
30 ecm 28 cm
V=B-h=28cm-38cm-1cm = 1064 cm?3
b) Calcule el volumen de la caja si los cortes fuesen de Scm.
______ -
Sem
30
e 40 cm
- 5cm
-
e
- 30 cm
20 ¢cm L-
| Scm | 20 cm
| _ 4 N P

|
V=B+h=20cm-30cm-5cm = 3000 cm?3

F 30 cm H
I
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¢) Repita la situacion para un corte de 10 cm.

_______ - —

10 cm

10 cm 10 cm 10 cm
20 cm 40 ¢cm
10 cm
om | | @ FY— 7
-

| \ P 20 cm
[ [
| ! 10 cm
| I
|
| ___)_ N P

H 30 cm H

. |
V=B -h=10cm-20cm-10cm = 2000cm?3

d) Halle una expresion para el volumen de la caja expresado en funcion de X.
. -

40 - 2x 40 cm

o-2x | | | @@ = t———- -

X < ‘ e

I

| < !

| : 30-2x
I

|

|

___4_ BNV
H 30 cm H

V(x) = x(30 — 2x)(40 — 2x) = xl(1200 — 60x — 80x + 4x?) = x(4x? — 140x + 1200)
V(x) = 4x3 — 140x2 + 1200x

e) Sea X la variable que representa la longitud del corte expresado en cm. ;Cual es el dominio de
X?
x debe ser positivo: x > 0

El ancho de la lamina es 30 cm, por lo que:
30
2x<30=x<7:x<15
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f) Represente graficamente la funcion.

Pagina 93

{7 GeoGebra Clasico - m] hd
A LIRS K ¢ a=2 —_—
DR ol wIPAN IR Q =
@ () = 4xX 1402 +1200%, (0 <x<15) =V A @
3000
— A = Méximo(f(x), 0,15)
< 2500
= (5.66, 3032.3)
+ Entrada... 2000
1500
1000
500
il
I 2 4 6 & 10 12 14 1s 18 20 32 24 2 28 30 32 34 3
=500
#
L1000
L1500 Q
2000
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g) Escriba los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

Calculando la derivada:

V'(x) = 12x? — 280x + 1200
Encontrando los valores criticos
12x2% — 280x + 1200 =0
Dividimos entre 4

3x% —70x + 300 =0

Resolvemos con formula cuadratica:

70 +./(=70)2—4-3-300 70 ++/1300
X = =

23 6
70 — 36,06
Xy = ———— = 5,66
70 + 36,06
Xy = ————=17,68

Solo x; = 5,66 esta en el dominio (0,15)

Analizando el signo de V' (x)
Para x < 5,66, ejemplo x = 1
V'(1) =12 —-280+ 1200 = 932

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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Como 932 > 0, entonces, la funcidn crece

Para x > 5,66, ejemplo x = 10
V'(1) = 1200 — 2800 + 1200 = —400

Como —400 < 0, entonces, la funcion decrece

Intervalos
Crece: (0,5.66)
Decrece: (5.66,15)

2.5) ACTIVIDADES DE APLICACION

1) Realice un organizador grafico del presente capitulo

2) A partir de f(x) = x? con ¢ = 2y b = 3 obtenga las funciones y grafique con GeoGebra

a)y=f(x)+c

-5 -4

byy=flx-o
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y=f(x+c)—>b

dy=f(x—c)+b

3) A partir de f(x) = x? + 2x con ¢ = 2 'y b = 3 obtenga las funciones y grafique con GeoGebra

a)y=f(x)+c

!
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byy=fx-o)

y=fx+c)+b

4) A partir de f(x) = x* con ¢ = 2 obtenga las funciones y grafique con GeoGebra
a)
y =cf(x)
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b)
-
y—cfx
{z)y=-%

c)

y = f(cx)

d)

-1 (z%)

y=f P

-7 -6 -5
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5) Reflejar la grafica de f(x) = 4x3 + 3x? — 2x + 1 con respecto al eje x

|l

RS

6) Reflejar la grafica de f(x) = 4x® + 3x% — 2x + 1 con respecto al eje x

7) Reflejar la grafica de f(x) = 2x3 + x? — 2x + 1 con respecto al eje y

=3 -2

flx) ':-523:3'+:c2 2x4
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8) Determine si las siguientes funciones son par, impar o ninguna. Realice las graficas con GeoGebra

a) f(x) = 2x% —3x* +5x2 -5

Par
x2
b) f() = 1=
Par
3 _
o fe) ="
Par
d) f(x) = 3x5 —2x
Impar
3
JEREras
Impar
N flx) =x3—2x>—4x+1
Ninguna

9) Analizar la monotonia de las siguientes funciones. Realice las graficas con GeoGebra

a) f(x) = x°

Estrictamente Creciente

b) f(x) = e*
Estrictamente Creciente
a) f(x) =—x
Estrictamente Decreciente
b) f(x) =e™™
Estrictamente Decreciente
c)f(x) =4

Decreciente (No Estricta)

A partir de una ldmina de carton de 20 cm por 30 cm, se quiere fabricar una caja sin tapa recortando un
cuadrado en cada esquina y doblando los bordes. Responde:

a) /Qué volumen tendra la caja si el corte es de 2 cm?

832 cm3
b) Calcule el volumen si el corte es de 4 cm.
1056 cm?3
c) Repita para un corte de 6 cm.
864 cm3

Mario Orlando Sudrez Ibujés hittps: //orcid.org/0000-0002-3962-5433



https://orcid.org/0000-0002-3962-5433

Funciones Matemdticas y sus Aplicaciones Pagina 100

d) Sea x la longitud del corte (en cm). Determine el dominio de x.
(0,10)
e) Halle una expresion para el volumen de la caja en funcion de x.

V(x) = 4x3 — 100x% + 600x

f) Represente graficamente la funcion.
Grafica: ctubica que crece hasta x= 3,92 y luego decrece hasta x=10

g) Encuentre los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.
Crece (0, 3.92), decrece (3.92, 10)
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CAPITULO 111
FUNCION INYECTIVA, SOBREYECTIVA, BIYECTIVA E INVERSA
3.1) FUNCION INYECTIVA (UNO A UNO)

A) DEFINICION

La funcién f: A — B es inyectiva (univalente) si a cada elemento del rango le corresponde uno y solo
un elemento en el dominio, es decir,x;,x, son electos del dominio de la funcidn, entonces:
Si f(xl) = f(xz) lmpllca X1 = Xp.

Una funcion es inyectiva si al trazar una recta paralela al eje X sobre la grafica toca un solo punto.
También se puede decir que una funcién inyectiva es siempre creciente o siempre decreciente.

B) EJEMPLOS DE APLICACION

1) Demostrar que la funcion f: R — R definida por f(x) = 2x + 3 es inyectiva
Solucién

Suponemos f(x1) = f(x3)

2x1+3 =2x, +3

Restando 3 a ambos lados: 2x; = 2x,

Dividiendo entre 2: x; = x,

Por lo tanto, fes inyectiva.

Graficando en GeoGebra

€2 GeoGebra Clasico - [m] x
BEEgs o ol s JP AN oc Q=
QO 0 =2x+3 A 8 @
O egy=2 H 5
+  Entrada.. 4
3
gy=2

Pagina 176 de 174 16466 palabras ¢  Espanol (Ecuadorn Predicciones de textor activado g A €5 necesario investigar [, Concen tracan EE El B - ¥ I

La recta paralela al eje X (y=2) toca un solo punto a la funcién f
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. . . 2 . .
2) Determinar si la funciéon f(x) = —— ¢ inyectiva
Solucion:
Suponemos f(x;) = f(x;)
2 2
x1—1 x,—1
FEliminado denominadores
Z(XZ - 1) = 2(x1 - 1)
Dividiendo entre 2
xZ - 1 = x1 - 1
Sumando 1 a ambos lados
xZ = x1
Por lo tanto, si es inyectiva
Graficando en GeoGebra
¥ GeoGebra Clasico — [m] X
DF PR NICISIP AN Sc Q=
@ =15 S i =
5
O gy =2
4
=+ Entrada...
3
gy=2 :
f@) = — ;
= =5 —4 -3 1] 2 3 5 6 7 8 9
-1
)
-3
-4 @
] Q
H 0
“Pagina 177 de 174 16518 palabras [}  Espafiol (Ecuadon  Predicciones de texto: activado T A & necesario investigar ¥, Concentracian EEI E BB — ¥ F

La recta paralela al eje X (y=2) toca un solo punto a la funcion f(x)
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3) Determinar si la funcién f(x) = x3 + 2 es inyectiva
Solucion:
Suponemos f(x;) = f(x;)
x3+2=x3+2
Restando 2 a ambos lados
X3 = x3
Raiz cubica a ambos lados
x1 = xZ
Por lo tanto, si es inyectiva
Graficando en GeoGebra
{2 GeoGebra Clasico - m} x
DIE s ol wIPAN EIR oc Q =
Q fx)=x+2 = & S
O ey=1 s
=+ Entrada... 4
3
gy=1 / !
-9 -2 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ] 7 g 9
-
)
-3
- @
flz) £ 2*+2
r: Q
£ >
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La recta paralela al eje X (y=1) toca un solo punto a la funcion f(x)

4) Determinar si la funcién f(x) = —x2 + 2x + 1 es inyectiva

Solucion:

Suponemos f(x;) = f(x;)

—xZ2+2x;+1=—x2+2x, +1

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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Restando 1 a ambos lados
—x% 4+ 2x; = —x5 + 2x,
Factor comun

X1(=x1 + 2) = x,(—x, + 2)
Por lo tanto, no es inyectiva

Graficando en GeoGebra
€} GeoGebra Clasica

A0 C
Q@  flx) = ®+2x+1 N
O ey=1

V = Méximo(f(x), —1,1)

A
e
tt
@

=(1,2)

V=(12)

Pagina 104

Jl
g

+ Entrada...

7
22+ 23 4]
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La recta paralela al eje X (y=1) toca dos puntos a la funcion f(x)

Calculando el vértice de la parabola

T Concentracian

Empleando la férmula del vértice para una funcion cuadritica en la forma estandar y = ax? + bx + c.

Las coordenadas del vértice V (h, k) estan dadas por:

b
2a

k= f(h) = a(h)? +b(h) + ¢

h =

Identificando los coeficientes de y = —x? + 2x + 1 setienea = —1;b = 2;c =1

Reemplazando valores se obtiene

2

T

1
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k=f(h)=-11)*+2(1)+1=2

Entonces, V(h, k) =V (1,2)

Otra forma

Si f(x) = —x? + 2x + 1,entonces a = —1; b = 2;¢ = 1. Empleando la formula del vértice

v b 4ac — b?
2a’  4a

2 4(=1)1—(2)?
V(‘Z(—l)’ D )

V(1,2)

Otra forma

y=—x*+2x+1

Transposicion de términos

x2—2x—1=—y

Sumando 1 a ambos lados

x2-2x=-y+1

Sumando 1 a ambos lados para completar el trinomio cuadrado perfecto en el lado izquierdo
x2-2x+1=-y+2

Factorando

x-1*=-(y-2)

Calculando los elementos

(x—h)?=4p(y — k)

h=1k=2

V(h, k) - V(12)

Calculando el domino para que sea inyectiva
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3.2) FUNCION SOBREYECTIVA O SUPRAYECTIVA

A) DEFINICION

La funcion f: A — B es sobreyectiva si y solo si para todo “y” elemento del conjunto B, existe “x”

elemento del conjunto A tal que f(x) =y, es decir, el recorrido es todo el conjunto de llegada
B (Rf = B) o todo elemento del conjunto B esta relacionado por lo menos con un elemento del conjunto
A.

B) EJEMPLOS DE APLICACION
1) Determinar que la funcién f(x) = x? — 12 es sobreyectiva
Solucion:

De debe cumplir

f) =y

La funcidn es

fx) =x%—-12

Reemplazando f(x) por y

y=x%-12

Sumando 12 en ambos lados
y+12=x2

Transponiendo

x2=y+12

Despejando x

x=,y+12

Reemplazo x en: f(x) = x? — 12

f) =y + 12)2 —12

Realizando la potencia
fx)=y+12-12

f)=y

Como f(x) =y, entonces f(x) = x? — 12 es sobreyectiva
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Graficando con GeoGebra

Pdgina 107

{2 GeoGebra Clasico - u] X
A . N 9 ° a=2 —
. / Ry ® . Y . R D =
f(x) =8 —12 = B
O f N & 7 s 3 5 5 7 8 9
=+ Entrada...
L.
ra
La
Pagina 132de 190 17782 palabras [}  Espanol [Ecuador]  Predicciones de texto: activado T A s necesario investigar M, Concentracién [EE] El = - ] 1

2) Determinar si la funcion f(x) = x3 + 2 es sobreyectiva

Solucion:

De debe cumplir

f) =y

La funcidn es
fx)=x3+2
Reemplazando f(x) por y
y=x3+2

Restando 2 en ambos lados
y—2=x3
Transponiendo

x3=y-2

Extrayendo la raiz ciibica en ambos lados (Despejando x)

3

xX=3y—2

Reemplazo x en: f(x) = x3 + 2

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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e =(Cy—2)" +2

Realizando la potencia

fx)=y—-2+2

f)=y

Como f(x) =y, entonces f(x) = x3 + 2 es sobreyectiva

Graficando con GeoGebra

€3 GeoGebra Clasico - [m] X
¥ AL 004N 2] oc Q=
Q@ ) =x+2 =M 5 i
+ Entrada...
,
)
)
.
- Q
Q
T =
——————t L RS ARH ARRH ARA AR ARR AR
3.3) FUNCION BIYECTIVA
A) DEFINICION

La funcion f: A — B es biyectivasi f es inyectiva y sobreyectiva simultaneamente

- Inyectiva: Todos los elementos del conjunto de partida poseen imagenes diferentes
- Sobreyectiva: El conjunto de llegada es igual al rango

B) EJEMPLO DE APLICACION

Determinar que la funcién f(x) = :—1 es biyectiva

Solucion:

Inyectiva

flx1) = f(x2)
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2 2
x;—1 x,—1

2(x2—1)=2(x1—1)
x2_1:x1_1
x2:x1

Si es inyectiva

Sobreyectiva

2
) =

x—1

Despejar x

y:x—l

Reemplazando x en la funcién y realizando los calculos

_ 2
f(x)—x_l
_ 2
y 1
_ 2
f(x)—m
y
2
f) =~
y
2 1
f=5=1
y oy
f) =y

Si es sobreyectiva

. . . 2 o
Como es inyectiva y sobreyectiva, entonces, f(x) = 5 ©8 biyectiva

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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Graficando con GeoGebra

{2 GeoGebra Clasico - m] hd
DE s oS IPANEIR Q =
_.2 P &
O fx= 5
+ Entrada... 2
!
it 4 2 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1
-2
A
-3
Q
Q
- ]
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3.4) FUNCION INVERSA
A) DEFINICION

Consideremos la funcion f:A — B con Dominio Df y Rango Rf entonces diremos que existe la funcion
inversa de f, siy solo si, f es inyectiva.
A la funcién inversa de f se denota por f ™1, endonde Df "'=Rf y Rf~1=Df

Si f: A — B es una funcion inyectivay f~! B — A es funcion inversa de f entonces:
f(f71(x)) =x Vx € Df~! (Paratodo x elemento del dominio de la funcién f~1)

B) EJEMPLOS DE APLICACION

1) Determine la funcién inversa de f(x) = x> — 3
Solucion:

Como f(x) = x3 — 3, entonces y = x3 — 3
Despejando la x
y=x}-3->y+3=x3>x=3/y+3
Permutando x por y se obtiene la funcion inversa
i) =Vx +3
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Otra forma

La funcidn es

fx)=x3-3
Aplicando la formula
fOFHe)) =x

()P -3=x

Sumando 3 en ambos lados
F1x))P=x+3

Extrayendo la raiz cubica en ambos lados

flx)=Vx+3

Graficando las funcion f(x) y calculando la funcion inversa con GeoGebra

{2 GeoGebra Clisico
r . -
¥ A0 4N (e
O fx)=x-3 =M
® g(x) = Inversa(f(x))
= Vx+3
=+ Entrada...
-5 -4
—1
-g
-2
L
@
[©}
—4
ra
L
’f
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2) Determinar la inversa de la funcion f(x) = 5x — 3 six € [0,5]
Despejando x

+ 3
y=5x—3—>x=yT
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Cumpliendo con la condicion

OSMSS

5
0:-5<y+3<5-5
0<y+3<25
0-3<y<25-3
—3<y<22
y € [-3,22]

_y+3

X3

Permutacion de x por y

x+3 1 x+3
y= =)= ,x € [-3,22]
5 5
Empleando GeoGebra
{3 GeoGebra Clasico - u] X
DIFZE S5 IPANEIR Sc Q=
B 0 3 =N
O flx) =5x-3, (0<x<5)
g(x) = Inversa(f(x))
O x+3 x+3
= 5 (US 5 SS)
+ Entrada...
7 5 15
T f@) = sil0<z<5,52-3) b
-2 Q
3 Q
-4
Pagina 137 de 195 17995 palabras ¢ Espanol [Ecuadon  Predicciones de texto: activado  fx & €5 necesario investigar 0 Concentracien B8 & B - — K T 100
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3.5) APLICACIONES EN LA VIDA COTIDIANA

1) Determinar si es funcion inyectiva o sobreyectiva en la situacion de la asignacion de nimeros

de identificacion tinico (codigos de barras) a libros con los siguientes datos:

Dominio (Libros): {Librol, Libro2, Libro3, Libro4}

Codominio (Codigos de barras): {1001, 1002, 1003, 1004, 1005} (Nota: hay un cédigo sin usar,
1005)

Funcion (f):

f(Librol) = 1001

f(Libro2) =1002

f(Libroe3) = 1003

f(Libro4) = 1004

Solucion:

Si es inyectiva. Todos los libros tienen un cddigo diferente. No hay dos libros que compartan el mismo

codigo.

f (Librol) # f (Libro2) # f (Libro3) # f (Libro4)

No es sobreyectiva. El codigo 1005 en el codominio no es imagen de ningun libro.
Conclusion: Es solo inyectiva.

2) Determinar si es funcion inyectiva o sobreyectiva en la situacion: Asignacion de todos los

turnos disponibles en un consultorio empleando los siguientes datos:

Dominio (Pacientes): {Paciente A, Paciente B, Paciente C, Paciente D, Paciente E} (Nota: hay un
paciente de mas)

Codominio (Turnos): {9:00, 10:00, 11:00, 12:00}

Funcion (f):

f (Paciente A) = 9:00

f (Paciente B) = 10:00

f(Paciente C) =11:00

f(Paciente D) = 12:00

f (Paciente E) = 12:00 (EIl ultimo turno se asigna a dos pacientes)
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Solucion:

No es inyectiva. f (Paciente D) = f (Paciente E) = 12:00, pero Paciente D # Paciente E. Dos entradas
distintas producen la misma salida.

Si es sobreyectiva. Todos los turnos (9:00, 10:00, 11:00, 12:00) fueron asignados al menos a un paciente.

Conclusion: Es solo sobreyectiva.

3) Determinar si es biyectiva la situacion de la asignacion perfecta de taquillas en un gimnasio
empleando los siguientes datos:

Dominio (Miembros): {Ana, Luis, Maria, Carlos}

Codominio (Taquillas): {101, 102, 103, 104}

Funcion (f):

f(Ana) =101

f(Luis) =102

f(Maria) = 103

f(Carlos) = 104

Solucion:

Si es inyectiva. A cada miembro se le asigna una taquilla tnica. No se repiten las salidas.

Si es sobreyectiva. Todas las taquillas del codominio (101, 102, 103, 104) estan asignadas. No sobra
ninguna.

Conclusion: Es biyectiva. Esto permite encontrar su inversa.

4) Determina la funcion inversa en la situacion del cifrado y descifrado de un mensaje usando un
desplazamiento en el alfabeto (Cifrado César +3) empleando la siguiente informacion:

Funcion de Cifrado (f): (A=1, B=2, C=3, ..., Z=27).
La regla es: f(letra) = letra + 3

La palabra cifrada es "HOLA".
H=8,0=16,L=12,A=1.

La funcion f es:
f®)=8+3=11(K)
f(16)=16+3 =19 (S)
f(12)=12+3=15N)
f(H)=1+3=4(D)

El Mensaje Cifrado es: "KSND"
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Solucion:

Se debe demostrar que f es Biyectiva (para que exista f 1)

Dominio (Letras originales): {1, 2, 3, ..., 27}

Codominio (Letras cifradas): {4, 5, 6, ..., 30} (Pero como el alfabeto es ciclico, 28—1, 2952, 30-3)

f es biyectiva porque cada letra original produce una letra cifrada unica, y todas las letras cifradas son

utilizadas (es una correspondencia perfecta de uno a uno).

Se debe encontrar y usar la Funcion Inversa (f 1)

La regla para descifrar es la opuesta: f ! (letra cifrada) = letra cifrada - 3
Como recibimos el mensaje "KSND": K=11, S=19, N=15, D=4.

Aplicamos la funcion inversa f~1:
FU(11)=11-3 =8 (H)
F1(19)=19-3 =16 (0)
FL(15)=15-3=12 (L)
fl@=4-3=1(A)

Por lo tanto, el Mensaje Descifrado es: "HOLA"

La funcion inversa f 1 logré recuperar exactamente el mensaje original a partir del mensaje cifrado.

Nota: Otro ejemplo cotidiano de la funcion inversa es la Conversion de Temperatura

f: Convierte de Celsius (C) a Fahrenheit (F):
F = i C+32
5
f~1: Convierte de Fahrenheit a Celsius:
5
C=—-(F-32
5 (F—32)

Ejemplo:
Si £(20°C) = 68°F, entonces
F1(68°F) = 20°C

La funcion inversa nos permite regresar al valor original.
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A continuacion, se presenta una tabla resumen

Pagina 116

Inyectiva No hay repeticion en las | Coédigos de barras | No completamente, ya que el

salidas. de productos. codominio puede tener elementos
sin usar.

Sobreyectiva | Todos los elementos del | Asignar todos los | No necesariamente, ya que las
codominio se usan. turnos de un dia. entradas podrian repetir salidas.

Biyectiva Emparejamiento perfecto | Asignacion de | SI. Existe la funcién inversa f 1
1-a-1. casilleros con

llave.

Inversa Deshace la accion de la | Descifrar un | La inversa de f~les la funcion

funcién original. mensaje secreto. original f.

3.6) ACTIVIDADES DE APLICACION

Realizar las graficas con GeoGebra

1) Determinar que la funcion f(x) = 5x + 3 es inyectiva

2) Determinar que la funcién f(x) =2x + 5 es inyectiva

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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3) Determinar el dominio de la funcién f(x) = x? — 6x + 8 para que la funcién f sea inyectiva

flz) = - 6x+8

4) Determinar el dominio de la funcién f(x) = x? — 5x + 4 para que la funcién f sea inyectiva
1 1

flz) = 2 —bax+4

5) Determinar que la funcién f(x) = 3x +5 es sobreyectiva

6) Determinar que la funcién f(x) = x? — 12 es sobreyectiva
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Pagina 118
7) Determinar que la funcién f(x) = xxTz es biyectiva

I
8) Determinar que la funcion f(x) = i—:; es biyectiva
;
9) Calcular la funcién inversa de
a) f(x)=Tx+3 e ==
b) f(x)=x’ Flx) = Vx
<2
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0 S0 =2
d) f(x) = x?
&) fx) = 2¥
£) f@) = Inx

Pagina 119
“1(y) = 2%
=2
(%] ";5|
l‘l\:\";_ — T
- |
fHe) =x

\ |7
N

10) Investigar y presentar aplicaciones de las funciones inyectiva, sobreyectiva, biyectiva e inversa en

situaciones de la vida cotidiana.
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SOLUCIONARIO DE LA EVALUACION DIAGNOSTICA

1) Calcular la fraccion generatriz de
a) 2,666666 .....
b) 1,618181818 ...

Solucién:

26—-2 24 8
9 9 3

. 1618—16 1602 267 89
1,618181818 ... = 1,618 = = =

2,666666...=2,6 =

990 990 165 55

2) Compruebe la siguiente igualdad

m=\/§+1

Solucién:

m=ﬁ+1
m=ﬁ+1
\/1+2—+2\/§=\/§+1
/1+2\/§+2=x/§+1
m=\/§+1

V2+1=+vV2+1

3) Mathias pinta su habitacion en 2 horas y Emily pinta la misma habitacion en 3 horas. Si los dos trabajan
juntos, calcule el tiempo que se demoran en pintar la habitacion

Solucion:

Simbologia:
X = namero de horas que se demoran en pintar juntos la habitacién

1
En 1 hora Mathias y Emily juntos pintan o de la habitacion
d=v-t->v=-—
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1
En 1 hora Mathias pinta 5 de la habitacion

1
En 1 hora Emily pinta 3 de la habitacion

Planteamiento de la ecuacion

1 1 1

2 3

Resolviendo la ecuacion:

Minimo comun multiplo 6x

3x+2x=6
5x =6
5 1—6 -
X575
_6
XT3

Por lo tanto, el tiempo que se demoran trabajando juntos es

6

1 1
ghoras =1 ghoras = lhora + ghora = lhora + 0,2horas

0,2 horas * 60 minutos
0,2horas = = 12 minutos
1 hora

ghoras = 1 hora + 12 minutos = 1h12min

4) A Dario se le ofrece un sueldo anual de $ 1900 y una vaca. Al cabo de 9 meses renuncia, recibiendo
un total de $1400 y la vaca. ;Cuanto cuesta la vaca?

Solucion:
v = valor de la vaca

Planteo empleando regla de tres directa

Sueldo Meses
1900-+v >< 12
1400+v 9
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(1900 + v) - 9 = (1400 + v) - 12

9-1900 + 9v = 12 - 1400 + 12v

17100 4+ 9v — 17100 — 12v = 16800 + 12v — 17100 — 12v

9v — 12v = 16800 — 17100

—3p.—-1=-300.-1
3p-: =300
V'3 T 3

_300_100
v=—=

Por lo tanto, el valor de la vaca es de $ 100

5) En un local comercial el primer dia se vendieron 7 pantalones y 8 camisas dando un total de venta de
$ 370, un segundo dia se vendieron 10 pantalones y 6 camisas dando un total de venta de $ 420. Calcule
el precio al que se vendieron cada pantaléon y cada camisa.

Solucion:
Simbologia:
x = precio de un pantalén

y = precio de una camisa

Planteamiento
{ 7x + 8y =370
10x + 6y = 420

Calculando x del sistema de ecuaciones

37078
 Ax _m_ 370-6-420-8 _ 2220 3360 _—1140

x‘f‘|7 8|_ 7-6—10-8  42—-80  -38
10 6

Reemplazando el valor de x
7x + 8y =370 - 7(30) + 8y = 370 —» 210 + 8y = 370 - 8y = 370 — 210

160
8y =160 >y = —~ =20

Entonces,
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x = precio de un pantalén = $30

y = precio de una camisa = $20

Empleando GeoGebra
{F GeoGebra Clasico — m] x
¥ A2 L P00 4 N = (4] Q =
SIEE - I Y @
50
@ ecl:Tx+8y =370
O ec2: 10x+6y = 420 \
40
A = Interseca(ec2, ecl)
@)

= (30, 20)

=+ Entrada...
ecl: 7x+ 8y =370

0 5 10 15 20 25 20 35 40 45 50 RS
-20 ec2:10x+6y.= 420
1)
—40

6) Un bote de motor navega rio abajo 9 km y regresa al punto de partida en un tiempo total de 1 hora 'y
15 minutos. Si la velocidad de la corriente es de 3 km/h, hallar la velocidad del bote en agua tranquila

Solucion:
Simbologia

x = velocidad del bote

d=v.t
Distancia (d) Velocidad (v) Tiempo (t)
Ida 9 x+3 9/(x+3)
Regreso 9 x-3 9/(x-3)
1h15min
1h + 15min = 1h+£h= 1h+lh=ﬂh=5h
60 4 4 4
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Plateo de la ecuacion

Tiempo total = Tiempo de ida + Tiempo de regreso

59+9
4 x+3 x-3

Resolviendo la ecuacion

mem = 4(x + 3)(x — 3)
5(x+3)(x—3)=9-4(x—3)+9-4(x+3)
5(x%* —9) = 36x — 108 + 36x + 108

5x% — 45 = 72x

5x2 —72x —45=0

—b +Vb?% — 4ac
x =
2a

a=5b=-72;c=-45

e —(=72) £ /(-72)2 —4-5- (—45) _72+78

2.5 10
_ 72478 150
1790 T 10
72-78 -6 3
X, = =—=—=

10 10 5
Entonces, la velocidad del bote es de 15km/h

Empleando GeoGebra

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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{7 GeoGebra Clasico
AP B SRS IPANIEA

A IE YAk
f(x) = 5x*—72x—45

Interseca(f, EjeX) : 5

= A=(060)
(06, 0)

Pagina 125

Q

o Il

B =(15,0)

B = (15, 0)

)
@
)
+

Entrada...

11 12 13 14 5 16 17

PO >

ra
La

7) Encuentre el valor de k en la ecuacién 2x2? — 5x = x% + 3x — k + 1 para que la suma de sus

soluciones sea el triple de su producto.
Solucion:
2x2—5x—x>—-3x+k—-1=0

x2—-8x+(k-1)=0

De donde:
a=1

b=-8
c=k—-1

Las propiedades de las raices:

b
x1+xZ:_E

c
x1 " xz = -

a
Planteamiento

=3-=
a a

-8 k-1

1 71
Mario Orlando Sudrez Ibujés
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8=3k-1)
8=3k-3

8+3 =3k

Comprobacion

x2—8x+((k-1)=0

11
x2—8x+<——1)=0

3
11-3
x2—8x+< )=O
3
2-8 +(8) 0
x2—-8x+ (=)=
3

3x2 —24x+8=0

De donde:
a=3
b=-24
c=8

Reemplazando en la condicion

Queda comprobado que la suma de sus soluciones es el triple de su producto

8) Resolver la siguiente ecuacion |x? — 5x — 9| = 3

Solucion:

Debe cumplir la condicion |[x| =b—-b >0 x=b Vx =—b
x=bVx=-b
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x> —5x—9=3 Vv x*—5x—9=-3

x>—-5x—9=3-> x?-5x—12=0

_ —b+vVbZ—4ac 5+./(-52-4-1-(-12) 5473

X
2a 2-1 2
5++73
X, = —
! 2
5—-+73
X = —--
2 2
x2—-5x—9=-3-5x2-5x—-6=0->(x—-6)(x+1)=0
X3 = 6; Xg4 = -1
Empleando GeoGebra
¢ GeoGebra Clasico — [m] X
= v Sy [ @ Sc Q =
m— % N (T - e
10
(@) ecl: [@—5x—9| =31 1 [E-sx—0f =3
® A-@mo - E—-5x-9/=3 &
) $1 !
O B=(-10) : 2 Resuelve:
VI35 6 _V73+5 :
® C=(6.0) )(772 X = JX= ,)(772
@ ©0=(77.0 & ?
A |B Cc |D
+ Entrada... -3 -2 11 0 1 2 3 4 5 7 ]
-2
4
-5
f
-8
Q
-10 Q
-12
ecl

9) Se desea delimitar un terreno rectangular para el cual se tiene 240 m de cerca disponibles. Calcule las
dimensiones del terreno si el 4rea delimitada debe ser al menos 3500 m?

Solucion:

y=ancho

x=largo

Perimetro

2x + 2y = 240
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x+y=120-y =120 —x

Area

xy = 3500

x(120 — x) = 3500

120x — x* = 3500

120x — x? — 3500 =0
—x?% + 120x — 3500 > 0
x? —120x + 3500 <0
(x—=70)(x—50)<0
Valores criticos

x<70;x <50;,x>70;x >50

< @ o >
—co + 50 - 70 + 400
[50,70]
y=120—x->y=120—-70 =50
y=120—x->y=120—-50=70
Empleando GeoGebra
€ GeoGebra Clasico - m} X
Ez\/;ﬁsun’\rx:x: f ] & Q=
D_ o : A/ 1 120435000 X 100 &
@  F:x—120x+3500<0F = ¥ —120x+3500 < 0
: =Y 5 |1 := Resuelve(S1) A
@ n-{so<x<70} : @ o= {0<x<70} »
3
+ Entrada... m
20
0 10 20 30 40 60 o g0 a0 100 110 120
=20
—40
-60
ft
-80
=100
Q
=120

Las dimensiones del terrero estan desde 50m hasta 70m tanto para el largo y ancho.
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10) Calcule el intervalo solucion de

|x + 1] < |1 —2x]|

Solucion:

|2 = x2

|x + 1]? < |1 — 2x|?
(x+1)?% < (1-2x)?

X2 4+2x4+1<1—4x+ 4x?

Pagina 129

—3x%+6x<0
3x2—-6x>0
x2—=2x>0
x(x—=2)>0
x=0
x=2
< O © >
—0 + 0 2

La respuesta es (—oo0, 0)U(2, +0)

Empleando GeoGebra

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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@  ecl:x+l<[l-2x i 1 x+1<[l-2x
o -2 > ke

=+ Entrada... 2
) Resuelve: {x<0,x>2}

11) Demuestre por medio de distancias que los puntos A(—6, — 8) , B(0, —4) y C(3,— 2) estan en una

misma recta (son colineales).
Solucion:

Graficando los datos

C=(3-2)
2 ™
B=(0-4)
-4@
-5
s
7
A=(-6, -8)

2 2 -

-G
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Se aplica la formula de distancia entre dos puntos

d =+ (x2 — 1) + (y; — y1)?
Para que los puntos sean colineales debe cumplir AB + BC = AC, es decir, dgp + dge = dy¢

Calculando las distancias

dag =/ (0= (—=6))2 + (=4 — (—8))2 =/(6)2 + (4)> = V36 + 16 = V52 = V4- 13 = 2V/13

dpe =B - 02+ (-2 - (-9)* =J(3)? + (2)? =V9+ 4 =V13

dae =+ (3= (=6))2 + (=2 —(—8))2 = /(9)2 + (6)2 = V81 + 36 = V117 =913 = 3V13
Reemplazando valores

dap + dpc = dyc

2v13 +V13 = 3V13

3V13 = 3v13

Graficando con GeoGebra

scire Ol

EY - . % ) re » e on3 .
- - J . a5 - < “~

A 3

o R A (
O ez m AE
o - 1Ak
O >

Queda demostrado que los puntos A(—6, — 8) , B(0, —4) y C(3,— 2) estan en una misma recta.

12) Dado el punto A(2, 3), determinar sobre el eje OX, un punto tal que su distancia al punto A sea de
5 unidades.

Solucién:

Se realiza un grafico ilustrativo de los datos
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Se aplica la formula de distancia entre dos puntos

d=+(—x)2 + (¥, — y1)?

Se reemplaza valores y se realiza los calculos

5=\/(2—x)2+(3—0)2—>5=\/4—4x+x2+9—>5=\/x2—4x+13—>25=x2—4x+13
x> —4x+13-25=0->x2—-4x—-12=0->(x—-6)(x+2)=0->x=6;x = —2

P(=2,0)y P(6,0)

Empleando GeoGebra
7 GeoGebra Clasico — O X
P B SICH S IPANNIEIES Q =
Q@ A=@3 N C}
6
B = Punto(EjeX) :
©
— (6,0) ® 5
@ f = Segmento(A, B) : p
—5
A=(2/3
o C = Pumo(EiX) : ;i
— (2,0 ® 2
® g = Segmento(C, A) H : 9 f
— 5 1 T |
+ -6 -5 -4 -3 5 -1 0 1 2 3 4 5 -E 7 8 9 10 1 12
-1
=2
1,1
-3
-4 Q
-5

El punto solicitado es P(—2,0) y P(6,0)

13) (Cuadl es la razon en la que el punto P(2, 7) divide al segmento de recta determinado por los puntos
Py (=1, 1)y P; (6, 15)?
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Solucion:
Se realiza un grafico ilustrativo de los datos
16
P2 = (6, 15)
®
14
12
10
b
P=(2,7
®
]
4
2
P1=(111)
®
-2 -1 0 1 2 3 4 5 G 7
Se aplica la formula de division de un segmento de recta en una razoén dada
PP x—x; 2-(-1) 3
r = = = = —
PP2 xz — X 6 - 2 4‘
Empleando GeoGebra
€7 GeoGebra Clasico - m] x
¥ Al AP OO LN = e Q =
fo B Y} 16 &
(6, 15)
© P=@27
14
O P1=(11)
© P2=(615) : 2
@ f = Segmento(P1,P) 10
— 6.71
@ °- Segmento(P, P2) : 8
— 8.94
f 6
a= g
— 075 4 t
+ |
/] :
2
AR
=2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 10 11 6\ 4)
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, 3
Larazon es "

14) Para los puntos P;(5, 3) y P, (— 3, —3), encuentra la coordenada del punto P(x, y) que divide al

PP

segmento de recta en la razon r = e de tal manera que la distancia de P a P; sea el triple de la que
2

existe a P, y se encuentra entre P; y P,
Solucion:

Se realiza un grafico ilustrativo de los datos

P, P
r:—:—:3

PP,

X1+ 71X, 5+3(-3) -4 1 yi+7ry,; 3+3(-3) -6 3
= — = — = — e == — = — =
Ty YT T 143 4 ’ 1+r 1+3 4 -2

(2

Empleando GeoGebra
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7 GeoGebra Clasico - o %
. . 0 = —
NN B SIo NS IV AN Q =
L - I Y &
5
O PL= (5, 3)
4
P2 = (-3,-3)
: P1=(53)
f = Segmento(P2,P1)
— 10 2
(3 : ]
o r(+ g
— (1,-15)
8 7 5 15 4 3 4 5 6 7 g 9 10
® g = Segmento(P, P1)
— 7.5
h = Segmento(P, P2)
— 25
P2=(3,-3) A
a=4 s
— 3
-5
Q

La coordenada del punto solicitado es P (—1, - ;)

15) Determine las coordenadas del punto medio del segmento, cuyos extremos son los puntos P; (5, 7)

y PZ (17 - 3)
Solucién:

Se realiza un grafico ilustrativo de los datos

7 P1=(5.T)

P2=(1,-3)

Se reemplaza valores en la formula del punto medio de un segmento de recta

x1+x 5+1 6 _ ity 7+(=3) 4

Xm =X =7 7 7 S Im=Y=" 2 7= 72
P(3,2)
Empleando GeoGebra
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3 GeoGebra Clésico — [m] X
‘ I . 3 - —
A O O4IN = e Q=
@ P=67 A i @
@ P2=03)
i}
f=S5 to(P2, P1
® egmento( ) :
— 10.77
O P=032 : 4
) g = Segmento(P, P1) 3
— 539
2
h = Segmento(P,P2)
@ 1
— 539
+ =2 =1 0 1 h 7 8 9 10 11 12 13 14 15 18
-1
A
-2
-3
P2=(1,-3) Q

El punto medio del segmento es P(3,2)

16) (Cuales son las coordenadas de los puntos de triseccion del segmento de recta determinado por los
puntos P; (—6,2)y P, (3, 5)?

Solucion:
Se realiza un grafico ilustrativo de los datos

(8]

P1=(86 2)

Reemplazando valores en el punto P de triseccion

p (2x1 +x, 2y, + y2> p 2(=6)+3 2(2)+5 P(

- -
3 7 3 3 3

Reemplazando valores en el segundo punto P’ de triseccion

-99
— - P(—
3,3)—> (=33)

(X1 + 2%, y1+2y2> ,(—6+2(3)2+2(5)) ,(O 12) .
P( 3 3 )°F 3 3 ) Pl33)>P04

Empleando GeoGebra
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7 GeoGebra Clasico — [m] X
A >0 04 N Q =
@ Pi=(62) A 6 'y
P2=(3,5)
@ P2=(.5 5
@ f = Segmento(P1.P2) P'=(0,4)
— 949
o P = Punto(f) :
- (3.3) ®
® P" = Interseca(f, EjeY) 1
— (0. 4)
+ _ -9 -7 -6 -5 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1
-2
-3
” Q
s Q
=F -

Los puntos de triseccion son P(—3,3) y P (0,4)

17) (Cuél es el area del triangulo, cuyos vértices son los puntos A(— 3, 2), B(4, 5) y C(2, — 2)?

Solucion:

Se realiza un grafico ilustrativo de los datos

Se aplica la formula para calcular el area

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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-3 2
a=24 51l s _gia—g-10—6| = 5|-43] = 21502
“2|2 -2|72 ~2 i
-3 2
El area del triangulo de vértices A(— 3, 2), B(4, 5) y C(2, — 2) es de 21,5 u?
Empleando GeoGebra

C} GeoGebra Clasico

(k] A D00 LN =@

@ ~=(32 =N 8
@ B-(45)
@ c=@22
tl = Poligono(A, B, C)
@
= 215
a = Segmento(B, C,t1)
@
= 7.28
b = Segmento(C, A, t1)
@ .
= 6.4
® ¢ = Segmento(A, B,t1) H 5 C=(2-2)
= 7.62 -3
Textotl="Area de " +(Nombre(A))+ }
® (Nombre(B))+(Nombre(C))+" ="+l e

18) Calcular el 4rea del hexdgono cuyos vértices son los puntos A(2,0), B(5,2), C(5,5), D(2,7), E(-1,5) y
F(_laz)

Solucion:
Se realiza un grafico ilustrativo de los datos

D=(2!7)

Aplicando la formula del area
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2
5
5
2

N =

1 1
=§|4-+25+35+10—2—0—0—10—10+7+5—4|=§|60|=30u2
-1
-1
2

o NI uUIN O

Empleando GeoGebra

£ GeoGebra Clasico _

NENgB SN olil )P EI

© A= PuntofEjex) Y 8
— (2,0 ®

B=(52)

o .
o Il

C=(575)
D=(27)
E=(15)
F=(L12)

poll = Poligono(A,B,C,D,E, F)
— 30

® 0 0 0 0 0O

a = Segmento(A, B, poll)
— 361 -6 -5 -4 -3 -2

(9]

b = Segmento(B, C, poll H .
@ ( )

— 3

¢ = Segmento(C, D, poll) H a

— 3.61

~ N ' . -

El 4rea del hexagono es de 30 u?

19) Una recta pasa por los puntos A(-2, —1) y B(3, 4). Determina su pendiente y el &ngulo de inclinacion.
Solucion:

Se realiza un grafico ilustrativo de los datos

-5 -4 -3 -2 /1 0 1 2 3 4 5 6 7 ] 9 10 1
A= (-2,-1)
-1

-2
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Aplicando la férmula de la pendiente de una recta

V2—WM1 :4—(—1) _
x2 - x1 3 - (_2)
Sim = 1,entonces tand = 1 - @ = arctan(1) = tan"1(1) = 45°

— 5_1
m = 5_

7 GeoGebra Clasico -
. . T . _ _
RSN oN=) PN Q =
@ A= A ; @
@ B=34 : 6
® f : Recta(A, B) 5
— -x+y=1
1
m = Pendiente(f)
— 1 3
gy =-1 >
o C = Punto{g) H 1
- (3.-1) ® /
o °- Angulo(C, A, B) : PR A= T2 o3 4 s s 789 M0 om d2
g a = 45° |C
— 45° ; + o} P
A=(2-1)
-3 e
4

La pendiente es m = 1y el 4ngulo de inclinacién es de 45°

20) El angulo de inclinacion de la recta que pasa por los puntos P; (—1,5) y P, (x,1) con el eje X es de
135°. (Cual es el valor de la abscisa de P,?

Solucion:
Reemplazando valores de la pendiente
m = tan135° = —1

Y2 =N
m=-———

X2 — X1

1= 1-5
Cx—(-D
—4

—1=m—>(—1)(x+1)=—4—>—x—1=—4—>—x=—4+1—>—x=—3—>x=3
P,(3,1)
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{7 GeoGebra Clasico - [m] x
A . _ —
R|ed OO &L N 2 S Q =
Q@ P1=(L5) A { @&
g
O P2=(31
8
f : Recta(P2.P1
@ ( ) ;
— x-y=-4
@ A = Interseca(f, EjeX) 8
— (4.0)
© B = Punto(Eiex) ; Pz LD
— (8.0) ®
9) a = Angulo(B, A, P2)
— 135°
+
B ]
o
5 5 -4 3 2 1 7 8 9 10 11 »
@
-1
Y
-2

El valor de la abscisade P, es x = 3

21) Demuestra que la recta £, que pasa por los puntos A(1, 1) y B(5, 3) es paralela a la recta £, que pasa
por los puntos C(8, 0) y D(4, -2).

Solucion:
Para ser paralelas debe cumplir

m1:m2
Y2—M1
m=-——
X2 —Xq
_3—1_2_1
e
-2-0 -2 1
m, = = -

4—8 —4 2

Como m; = m,, entonces, ¥; es paralelaa £,

Mario Orlando Sudrez Ibujés hittps: //orcid.org/0000-0002-3962-5433



https://orcid.org/0000-0002-3962-5433

Funciones Matemdticas y sus Aplicaciones Pagina 142

Empleando GeoGebra
7 GeoGebra Cldsice - o X
B A0 ON = Q =
Q@ A=@y M : @
Q B=03
1
@ f: Recta(A, B)
— x4+ 2y=1
C = Punto(EjeX) :
— (8,0) @
D=(4-2) : 3aR"2s
G800
1o 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
g : Recta(D, C) : T
— -x+ 2y =-8 r
D=#2)=05
@ m = Pendiente(f) H i 1 i
— 0.5
-3
@ my = Pendiente(g) : 1
— 0.5
g Q
+ E -5
Q
ma ra

Se demuestra que las 2 rectas son paralelas

22) ;Cual es la medida del angulo interior B del tridngulo determinado por los puntos A(— 2, 1), B(3, 4)
y C(5,-2)?

Solucion:

Se realiza un grafico ilustrativo de los datos

Reemplazando valores en la formula de la tangente de un dngulo y en la pendiente de una recta
my — My

tanf = ——

1 + m1 " mz
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V2=
m =
X2 — X1
4—-1 3
m;=m ==
-2—4 -6 3
m, =m = ==
2 BC 5 -3 2
5.3 153 18 18 9 ;
tanf = tanB = > - > > 5=—1=——>B=arctan<—)
3 9 5-9 4 2 2 2
I+5:=3 1-5 5= -5 —1
B =77,471° = 77928'16,29"
£7 GeaGebra Clasico - o x
R]oA L DOO 4N 2 Q =
@ A-(21 A @
@ B=319 i
@ =62 i
O tl = Poligone(A, B, C) 1
— 18
@ a = Segmento(B, C,t1)
— 6.32
b = Segmento(C, A, t1) H
® —?6; t t A(zﬂjén
@ ¢ = Segmento(A, B,t1} H
e 5 i 3 2 1 5 3 7 2 ] 10 1 12 13
) i i —4837
@ @ = Angulo(A, B, C) H A
— 77.47° -2
C=(5 -2 @
® 8 = Angulo(B,C,A) i s e
— 48.37°

El 4ngulo B mide 77,471° = 77°28'16, 29"

23) Determine la ecuacion general y la ecuacion simétrica de la recta que pasa por el punto A(-5, 3) y es
perpendicular a la recta 3x + 2y — 6 = 0.

Solucion:
Realizando la tabla de valores de la recta 3x + 2y — 6 = 0. Calculando la ordenada en el origen (0,y) y la
abscisa en el origen (x,0)

300)+2y—6=0->2y=6—->y===3

3x+2(0)—6=0-3x=6->x==-=2

wloanN| oy

(e
S W
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Realizando un grafico ilustrativo

}e’ 1a i 7 5 5 4 ) i) L 0 1 3 1 5

Cuando dos rectas son perpendiculares debe cumplir

my; -m,; =-—1
3x+2y-6=0
Ax +By+C=0
A 3
Tn=—§—>rnlz—E
2y =6 —3x
_6—3x
Y=72
6 3
y=373%
3
y=—§x+3
y=mx+b
La pendiente de la recta 1 es my = =3

2
Reemplazando valores en la condicion de recta perpendiculares

m;-m, =—1
3 -1
_Emzz—l—)mzzjzg
2

. 2
La pendiente de la recta 2 es m, = 3
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Como se tiene un punto y la pendiente de la recta 2 se reemplaza valores en la ecuacion de la recta

A(-5, 3)

y—y1 =m(x —xq)

2
y—3=§(x—(—5))—>3(y—3)=2(x+5)—>3y—9=2x+10—>2x+10—3y+9=0

2x—3y+19=0

La ecuacion general de la rectaes 2x — 3y + 19 =0

Realizando calculos para obtener la ecuacion simétrica de la recta

x y
“+-=1
a b

2x 3y
-19 -19

x y
{9~ —19 !

2 3

x y
EECAEClal

2 3

Empleando GeoGebra

£} GeoGebra Clisico

Sl ~] FANNIE:

® B = Punto(EjeY) A
— (0.3) ®
o C = Punto(EjexX) H
— (2,0 ®

f : Recta(B, C
) (B,C)
— 3x+2y=6

® g : Perpendicular(A, )

— -2x+ 3y =19

D = Interseca(g, EjeX
) ( )

— (-95,0)

E = Interseca(g, EjeY
@ ( )

— (0, 6.33)

F = Interseca(f, g
@ (f.2)
— (-1.54, 5.31)

R a

T

. = Angulo(A,F, B) H -
O (2]
— oo g

+
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24) Un cuerpo inicia con una velocidad de 4 metros por segundo, después de 6 segundos, su velocidad
es de 12 metros por segundo. Exprese la velocidad de dicho cuerpo en funcion del tiempo y obtenga su
velocidad para un tiempo de 9 segundos.

Solucion:
Datos:

(t,v)
(0,4) (6,12)

Como se tiene puntos se reemplaza valores en la siguiente ecuacion de la recta

Y2—V1 UV, =V
Y= xz—x1(x X1) 2V — 1 tz—tl( 1)
4 12_4@ 0) 4 8(t 0) 4 4(t 0)
— = — - — = — — - — = — —
v 6—0 v 6 v 3

4
3(v—4)=4(t—-0)->3v—-12=4t—-0->3v—4t—123v — 4t — 12 =O—>v=§t+4
Reemplazando el tiempo de 9 segundos

4 4
v=§t+4—>v=§-9+4—>v=16m/s

Graficando en GeoGebra

F GeoGebra Clasico - [m] X
. I ] 0 - —
I%-A//"z’i"w@é.xii'i’ Q =
o A= PutofEe) Y o &
— (0, 4) ®
18
@ B=(612) :
16
f : Recta(B, A
O ( ) 14
— 4x - 3y =-12
12
O C¢=(919)
10
+
8
6
—12 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 ﬁ_
Q,
Q,
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25) Silarecta 2x + ay = 5 es perpendicular a la recta 3x + 5y = 1. Calcular el valor de a
Solucién:

Reemplazando valores en la ecuacion de la pendiente de una recta

_ A
m="5

— 2- — 3
Mm==pMm="3

Reemplazando valores en la ecuacion de la condicion de perpendicularidad para calcular el valor de a
m1 ) mZ = _1

< 2) ( 3) 1 6 156 c 6 6
—_l ) =] — =1 - = — - = — = ——
a 5 5a 4=a="5= 73

Reemplazando valores en 2x + ay = 5

6
2x+ay=5—>2x—§y=5—>10x—6y=25

Realizando el grafico de comprobacion en GeoGebra

¥ GeoGebra Clasico - [m] x
R] A~ L > 0O &N = @ Q =
(::. ardx+ 5y =1 N 6 ec‘q \_A
a

O ecl: 10x—6y = 25 H 5
) o = Angulo(ecl, a) *
= ap° 3
+ Entrada.. 3
1

-9 -3 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 4 5 6 7 8 g
-
-2
-3

4 @

/s Y
-6
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26) Hallar la ecuacion de la recta que pase por el punto (3, 6) y tenga un angulo de inclinacion de 135 °
Solucion:

Como se tiene como datos un punto y la pendiente se reemplaza valores en la ecuacion punto-pendiente:
y—y1=m(x —x)

y—6=tan135°(x —3)>y—-6=-1(x—-3)>y—-6=—x+3->y—6+x—-3=0
x+y—9=0

Realizando el grafico empleando GeoGebra

¥ GeoGebra Clasico - O X
3 ‘\ o - —
¥ AL A0 0N e Q =
@ eclix+y-9=0 =p/ \emm &
. 9
P A = Punto(EjeX)
)
= (11,0 ® 2
® B = Interseca(ecl, Ejexd 7
= (9,0)
5
-~ C = Punto(ecl)
() 5
= (81 ®
Angulo(A,B,C) i *
a = Angulo(A, B, :
@
= 135° 3
=+ Entrada... 2
i L
& . —_
5 i i %) T 11 12 13 1a LG)\
4 Q
=

27) Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que une los puntos A (-3, 2) y B(1,6)

Solucion:
Realizando un grafico ilustrativo
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Calculando el punto medio

X1 +x, —3+1

mEXET T T T T
___y1+y2_2+6_

Punto medio (-1,4)
Calculando la pendiente del segmento AB

Y2—=y1_6-2 4
= = =—=1 S t
m X, — %, 1+3 4 egmento

Con el segmento AB y la mediatriz son perpendiculares debe cumplir

my-my, = —

1-m,=-1-m, =—1 Mediatriz

Como se tiene un punto P(—1,4)
m, = —1 de la mediatriz se aplica la ecuacién punto-pendiente

Yy = y1=m(x —x;)
y—4=-1(x+1)
y—4=-x-1-y—-44+x+1=0->x+y—-3=0

La ecuacidn de la mediatriz es

x+y—3=0
Empleando GeoGebra
€2 GeoGebra Clasico
R ALK >0 04 N =
@ A=(32) A N,
@ B=(6
f = Segmento(A,B) :
O = 5.66
g : Mediatriz(A. B)
. = x-y=-3
+ Entrada..

Pagina 149

y la pendiente

B=(16)

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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28) Si se compran 20 televisores el precio unitario es de $300, pero si se compran 50, entonces el costo
de cada televisor es de $280, encuentra la ecuacion de la demanda.
Solucién:

X = nimero de televisores;y = precio por televisor
(20,300); (50,280)
Reemplazando valores y realizando los calculos respectivos

Y20
y_yl_xz—xl(x_xl)
280 — 300
y—300 = Z0=20 (x —20)

300 = ~2° 20
y =30 (x )

2
y—300 = —§(x—20)

3(y —300) = —2(x — 20)

3y —900 = —2x + 40
3y—900+2x—-40=0

2x+3y—940=0

La ecuacion de demanda es 2x + 3y — 940 =0

Empleando GeoGebra
¢ GeoGebra Clasico - m] X
X AP OO 4N = (9] Q =
@  A=(20 300) A &
@] B = (50, 280) : 500
f : Recta(A, B)
Q 400
= 2x + 3y = 940 ~
2X+3y.= 940
A =(20.300
+ Entrada.. M‘-.-‘-.-‘-?BE‘- k B= (530 280)
200
100
50 0 550
~100 L]
@,
200
Q
300
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29) Calcule la distancia entre las rectas paralelas 2x +3y+1=0y2x+3y-6=0

Solucion:
Calculando la ordenada en el origen de la recta 2x + 3y —6 =0

x=0
6
2(0)+3y—6=0—>0+3y—6=0—>y=§=2

Realizando un grafico ilustrativo

}:2:2x+3y-6:£]

\é‘r:-’1:2x+3y+1:£]

Calculando la distancia del punto A(0,2) alarecta 2x +3y +1=10
4o |Ax, + By, + C|
+VA? + B?

Signos de la fraccion
Es positiva si para un punto P(x,y), el origen y dicho punto se encuentran en regiones opuestas.
Es negativa si para un punto P(x,y), el origen y dicho punto se encuentran en la mismo region.

Signos del radical

Si C# 0, entonces el radical tendra signo opuesto al de C
Si C =0, el signo del radical es igual al de B

Si C =0, B=0, el signo del radical es igual al de A

2x+3y+1 _[20+3@)+1 _[0+6+1] |7 7 _7V13

d= = = = =
—/22 + 32 NI V13 V13 13 13

=194
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Empleando GeoGebra
¥ GeoGebra Clasico - O X
3 l\ o - —
DS SO PIPANENE Q =
@ ecl:2x+3y+1=(=p/ \€c2:2x+3y—620 &
@ e2:2x+3y-6=0 : ¢
Lo 5
® A = Interseca(ec2, EjeY): \em: 2+ 3yl 1=lo
= (0,2)
f : Perpendicular(A, ecl) :
O
= 3x+ 2y=4 A=(0,2)
B = Interseca(f, ecl) 94
@
= (-1.08, 0.38) g
g = Segmento(A,B)  } 7 s 5 4 4 2 N 1 2 12 13
@
= 104 4
Entrada... I
+ ntrada 2 A
3 8
4 Q
i3 HH

30) (Cual es la ecuacion de la bisectriz del angulo agudo formado por las rectas, 3x —4y -4 =0y
12x — 5y +6=0?

Solucion:

Signos de las distancias

Es positiva si para un punto P(x,y) sobre la bisectriz, el origen y dicho punto se encuentran en regiones
opuestas.

Es negativa si para un punto P(x,y) sobre la bisectriz, el origen y dicho punto se encuentran en la mismo
region.

Signos del radical

Si C# 0, entonces el radical tendré signo opuesto al de C
Si C =0, el signo del radical es igual al de B

Si C =0, B=0, el signo del radical es igual al de A
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Realizando un grafico ilustrativo

ec?: 12x - oy|+ 6., £0

—d; = —d;,

Ay tB, +C

+VAZ + B?

12x =5y + 6 3x—4y —4

I+ (57 B (a?

12x -5y +6  3x—4y—4

V169 V25
12x -5y +6  3x—4y—4
13 B 5

5(12x =5y +6) = —13(3x — 4y — 4)
60x — 25y + 30 = —39x + 52y + 52
60x — 25y +30+39x — 52y —52=0
99x — 77y —22=0

I9x —-7y—2=0

La ecuacion de la bisectriz del angulo agudoes 9x — 7y —2 =0
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Empleando GeoGebra
¥ GeoGebra Clasico — [m] *
3 ‘\ o - —
.A/,jr;-v-@@ézxif’%’ Q =
@ ecl:3x-4y-4=0 "l [ eclz T'IOITQX-061\_,‘:O‘IS @
@ ec2:12x-5y+6=10 5
N 1
Bisectriz(ecl, ec2) g-061x+ 079y =-24 4
@
= f 0.79x - 0.61y = 0.18 N
@) g 0.61x + 0.70y = -2.4 :
=+ Entrada...

31) Calcular el centro y el radio de la circunferencia x? + y?> —8x — 8y + 23 =0

Solucion:
La ecuacion general de la circunferencia y las ecuaciones del centro C y radio r son:
x2+y>+Dx+Ey+F =0

C(—D —E)
22

1
r=§\/D2 + E2 — 4F

Reemplazando valores

R

r=2JD 4 B2 4F =[BT (B 4(23) =

V36 =

N| =
N =
(o)

Il
w
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Empleando GeoGebra

Q GeoGebra Clasico

(k] A~ > 0O & N =@

O ecl: 32+ y?-8x-8By+23=0 N

A = Centro(ecl)

@

(4.4)

= Radio(ecl)

o

=3

=+ Entrada...

Pdgina 155

-2

32) Determina los elementos de la pardbola y? — 6y —8x + 17 =0

Solucién:

Transformando de la ecuacion general de la pardbola a la ecuacion ordinaria

y2—6y—8x+17=0

y? —6y =8x —17

y2—6y +9=8x—-17+9
(y—3)2=8x-38

(y—-3?=8x-1)

Calculando los elementos
y—k)?=4p(x—h)
k=3;h=1:4p=8-p=2

V(h k) = V(1,3)

F(h+p, k)y>F(1+2, 3) - F(3,3)
Directrizzix =h—-p->x=1-2-x=-1
Lado recto: LR = |4p| = |4-2| > LR =8

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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Ecuacion del eje: y =k -y =3

Empleando GeoGebra

Pdgina 156

€2 GeoGebra Clisico - O X
PSS NICI- P AN =
. e . — —
O ecl: y2-6y-8x +17=0 N i 10 @
QO v=13
8
Q F=0(73
ec2:x+1=0
o
5
® Directriz(ecl)
— fx=-1
4
® Vértices(ecl)
— A=(13) g
2
® Foco(ecl)
— B=(33)
@ g:v=3 : =2 0 1 2 5 7 3 B
N - n
2 Q
Q

-
a

33) El arco de un puente de forma semieliptica tiene una amplitud horizontal de 40 m y una altura de
16 m en su centro como se muestra en la siguiente figura. Calcule la altura que tiene el arco a 9m a la

derecha del centro.

Solucion:

16m

Sm

—_——

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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2 2

X y _

400 ' 256

Calculando la altura que tiene el arco a 9m a la derecha del centro

Lyl _ 8L ¥ .y 8l e (1 81 ) , 5104
JE— - = JR— — - - = —_ — —_— [
400 ' 256 400 ' 256 256 2007 200/~ 7Y T 25

5104 V5104 V16319 44319

34) Determinar los elementos de la hipérbola 5x% — 4y? — 10x + 24y — 51 =0
Solucion:

Cambiando a de la forma general a su forma ordinaria

5x% — 4y%? — 10x + 24y = 51

5x2 — 10x — 4y? + 24y = 51

5(x% — 2x) — 4(y? — 6y) =51
5(x2—2x+1)—4(y*—6y+9)=51+5-36
5(x—1)2—4(y—3)2=20

5(x — 1)? 4 - 3)2 20

20 20 20
-1’ G-3°_

4 5
(x—h? (y—k)?

az b2 1

C(h k) » €(1,3)

a=V4=2

b=+5

c=yJa?+b?=Vit5=v9=3
V(h+a,k) > V(1 +23)-V,(33);V(-1,3)

F(h+ck) = F(1+3,3) - F(43); F,(~2,3)
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Extremos del eje conjugado B(h, k + b) — B(l, 3+ \/g) - Bl(l, 3+ \/g), Bl(l, 3 - \/§)
Eje transverso V,V, =2a=2-2=4
Eje focal F1F, =2c=2-3=6

20 2-5

LR
a 2

5

Eje conjugado B;B, = 2b = 2/5

Excentricidad
c 3
e =—=—
a
Asintotas
V5
y—3=7(x—1)—>2y—6=\/§x—\/§—>\/§x—\/§—2y+6=O—>\/§x—2y+(6—\/§)
=0
V5
y=3=-—(@x-1)->2y-6=—V5x+V5>2y-6+V5x-V5=0

2
- V5x+2y—(6++V5)=0

Empleando GeoGebra
€ Geotebra Clssico

¥ AL L0044 N =[]

@ ecl 5@-4y-10x 4+ 28y -51=10 A 'g,-224x-2y=-824
Asintota(ecl

© =f —22(4)( ‘)2\/:3.76

@) g -2.24x - 2y = -8.24

® Foco(ecl)
= A=(23)

(@) B=(43)

® Veértices(ecl)
= C=(13)

@) D=(3.3)

+  Entrada.. T
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35) Determinar el valor de x ¢ y de tal manera que (5x + 2y, —4) sea igual a (—1,2x — y)

Solucion

Igualdad de pares ordenados

S5x +2y =-1
—4=2x—-y

{5x+2y=—1
2x—y=—4

5x +2y=-1 5x + 2y =
2{2x—y=—4 _>{4x—2y=

I9Ix=-9->x=-1
Reemplazamos

2x —y =—4
2-1)—y=—-4
—2—-y=-4
—2+4=y->y=2
Comprobaciéon

(5x +2y,—4)=(—-1,2x —y)

GED+2(2),-4)=(-1,2(-1) - (2))

(—=5+4,-4)=(-1,-2-2)

(-1,-4)=(-1,-4)

36) Sea A = {1,3,5} y B = {2,4} calcular AxB

Solucién:

Producto cartesiano de conjuntos

AxB ={(1,2),(1,4),(3,2),(3,4),(5,2),(54)}

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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37) Sean los conjuntos A = {1,2,3,4} y B = {1,2,3,4} escribir la siguiente relacién por comprension.

Rl = {(411)1 (1!4)) (3’2)’ (2’3)}

-1 0

14

A@4,1) B(1,4)

m=3’2‘3’1=4_1=i=_1
X, —x; 1—4 =3

y—y1=m(x —x)
y—1=-1(x —4)

y—1=—-x+4
yt+x=4+1
x+y=5

R, = {(x,y)eAxB/x + y = 5}

38) Dada la relacion R = {(x,y) € RxR / xy — 2y — x = 0}
a) Calcular las intersecciones con los ejes coordenados

b) Determinar las simetrias

Solucion:

aA)xy—2y—x=0

Interseccion con el eje X, entonces y =0
x(0)—2(0)—x=0->x=0-R(x,0) » R(0,0)
Interseccion con el eje Y, entonces x = 0

xy—2y—x=0
Mario Orlando Sudrez Ibujés
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0
(O)y—2y—(0)=0—>—2y=0—>2y=0—>y=§—>y=0—>R(0,y)—>R(0,0)

b) Simetrias

Con respecto al eje X:

R(x,y) = R(x,—y)

xy =2y —x=x(=y)=2(=y) —x
Xy —2y—x=—xy+2y—x

Xy —2y—x+#—xy+2y—x

No existe simetria con el eje X

Con respecto al eje Y:

R(x,y) = R(=x,y)

xy =2y —x = (=x)y =2y = (=x)
Xy—2y—x=—-xy—2y+x
Xy—2y—x+#—xy—2y+x

No existe simetria con el eje Y

39) Determinar las simetrias de y — x? = 0

Solucion:

Con respecto al eje X:

R(x,y) = R(x,~y)

y —x%# —y —x?

No es simétrica con respecto al eje X
Con respecto al eje Y:

R(x,y) = R(=x,7)
y—x*=y—(-x)?
y—x*=y-x?

Es simétrica con respecto al eje Y

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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Empleando GeoGebra
€2 GeoGiebra Clésico
R &~ L D00 &N __5
Q@ fx)=x A | ]

+ Entrada...

Pagina 162

40) Dada la relacion R = {(x,y) € RxR / xy — 2y — x = 0}
a) Determinar la extension (dominio y el rango)

b) Determinar las ecuaciones de las asintotas

Solucion:

a) Determinar la extension (dominio y el rango)

xy—2y—x=0

Dominio

Despejando y

y(x—2)=x
x

Y= x—2

D = R—{2}

Rango

Despejando x

xy—2y—x=0
Mario Orlando Sudrez Ibujés
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xy—x—2y=0

x(y—1) =2y
_ %y
x—y_1

b) Determinar las ecuaciones de las asintotas
Asintota vertical
Despejando y

y(x—2)=x

X

y:x—Z

x—2=0-x=2

Asintota horizontal
Despejando x
xy—2y—x=0
xy—x—2y=0
x(y—1) =2y

2y

x=y_1

y—1=0-y=1

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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Empleando GeoGebra
{2 GeoGebra Clasico - O X
R 2> OO 4N =@ oC Q=
x = i —
@ =5 =N E | @
P 11 = Asintota(f(x)) ! ;
={y=1x=2} !
4 H
+ Entrada... H
: :
: |
_____________________________ D3 95 3 o S SR R AT 0 P 3 S o S S R R B S 8 Yy N R e
flz) = H
-6 =5 =3 =2 =1 0 1 IE 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
-1 H
9 i
! L
4 i Q
- | Q
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ANEXO
LAS CONICAS

1 l) DHEFINICION. - Seccion conica es el lugar geométrico de los puntos cuya relacion de
distancias a un punto y una recta fijos es constante.

El punto fijo se llama FOCO de la conica, la recta fija DIRECTRIZ y la relacion constante
EXCENTRICIDAD que, normalmente, se representa por la letra e, es una medida que caracteriza la
forma de la cdnica y se define como la relacion entre la distancia de un punto en la conica a un punto
fijo (foco) y la distancia de ese mismo punto a una linea fija (directriz).

Las secciones conicas se clasifican en tres categorias, segun su forma y propiedades. Estas se establecen
de acuerdo con los valores y propiedades. a excentricidad permite clasificar las conicas y da
informacion sobre su forma; cuanto mayor es la excentricidad, més alargada y menos circular es la
conica. Estas se establecen de acuerdo con los valores de la excentricidad e.

Sie < 1, la conica se llama elipse

Sie = 1, la conica se llama parabola

Sie > 1, la conica se llama hipérbola

2.1) LA CIRCUNFERENCIA

A) DEFINICION. - Es el lugar geométrico de los puntos del plano que estan a la misma distancia de
un punto fijo llamado CENTRO (C). La distancia fija se llama RADIO (r) de la circunferencia.

Una circunferencia queda completamente determinada si se conocen su centro y su radio.

B) ECUACION ORDINARIA DE LA CTIRCUNFERENCIA
y

P(x.y)

-X

(0,0) h

-y
Observemos el grafico. Sea una circunferencia de centro (h, k) y radio 7.

Por la ecuacion de distancia entre dos puntos tenemos:
r=y(x—h2+y-k)?

Eliminando la raiz y transponiendo términos se obtiene:
x-m*+ @ -Kk?=r?
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Si el centro esta en el origen de coordenadas, C (0,0), la ecuacion se reduce a
x?+y%=r?

8)) DEDUCCION GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA

La ecuacion ordinaria de la circunferencia es

(x-m*+ @ -k)?=r?

Realizando las operaciones

x2—2hx +h*+y%2—2ky+k? =12

Transponiendo 2 y ordenando los términos

x2+y?—2hx—2ky+h*+k?*—1r2=0

Que representa la forma

x> +y>+Dx+Ey+F=0

D) ECUACION GENERAL DE LA CTRCUNFERENCIA

En donde:

D=-2h;E=-2k;F=h?*>+k?*>—1r?

Caso reciproco

Si escribimos la ecuacién general en la forma x? + Dx + y%2 + Ey = —F y completamos trinomios
cuadrados perfectos se obtiene

2 EZ DZ EZ

D
2 2 = —
x“+ Dx + 4+y + Ey + 2 2 + 2 F

Factorando en el primer miembro y sumando en el segundo se tiene

<+Df+( +§f_DZ+W—AF
7)) TV TZ) T

Comparando con (x — h)? + (y — k)? = r?, se concluye que

El centro C y radio r son

c( b E) 1\/D2+E2 4F

2’ 2)" 72
Como D? + E? — 4F representa el valor del radio, los casos que pueden presentarse son:
a) Si D? + E? — 4F > 0, existe circunferencia, 7 es real

b) Si D? + E? — 4F < 0, no existe circunferencia, r es imaginario

c) Si D? 4+ E? — 4F = 0, no existe circunferencia, la ecuacién representa al punto

55
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E) ACTIVIDADES DE APLICACION
1) Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro el punto (3,-1) y radio igual a 5.

x2+y?2—6x+2y—15=0

€2 GeoGebra Clasico

NN ICH<IPANIES £
O =61 =N 4

® ¢ : Circunferencia(C,5) : HcC

— (x-32 4 (y+12=25

+ | Entrac

2) Hallar el centro y el radio de la ecuacion de la circunferencia de centro C(—4,3) y que sea tangente al

[}

eje “y”.

x> +y*+8x—6y+9=0
1:} GeoGebra Clasico

PSS oS IPANIEN Y

SR - IR =V
© C=(43) :
B = Punto(EjeY) :
O
- (0.3) ®
¢ : Circunferencia(C, B) :

— (x+ 42+ (y-3)2=16

a = Radio(c)

(TT]

— 4
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3) Hallar la maxima y minima distancia del punto (10,7) a la circunferencia

x2+y?—4x—-2y—-20=0

€2 GeoGebra Clasico

¥ 2 @O N = (]

0]
@

P = (10, 7)
ecl:x? + y? - 4x-2y-20=10

C = Centro(ecl)

—(21)

f : Recta(P, C)

— 3x-d4y=2

Interseca(ecl, f)

— B=(6.4)
— D=(2-9)

distanciaPB = Distancia(P, B)

— 5

=

TextoPB=Nombre(P)+(Nombre(B))+ 3 =

" +distanciaPB
distanciaPD = Distancia(P, D)

— 15

L U NN IS SN ST S

Pagina 168

4) Hallar la longitud de la tangente trazada desde el punto (6,4) a la circunferencia

x2+y2+4x+6y—19=0

£2 GeoGebra Clasico

B =

@ @ ¢ 0O e ~

— (-

C =

@

ecl: x?
A= (6,4)

Tangente(A, ecl) :

—

— g 8.62x-2.58y = 41.41

1.41x - 8.8%y = -27.07

Interseca(ecl, f)

2.89, 2.50)

Interseca(ecl, g) :

— (342, -4.62)

distanciaAB = Distancia(A.E

— 9

.
)5

(@) TextoAB=Nombre(A)+ :
(Nombre(B))+" = " +distanciahB

distanciaAC = Distancia(A, ()

— 0

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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5) Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a la recta 3x — 4y + 17 = 0 que sea concéntrica con
la circunferencia x2 + y> —4x+ 6y — 11 =0

x2+y>—4x+6y—36=0

O ecl:3x-ady+17=0 A
O ec2:x? + y?-4x + By-11=10
C = Centro(ec2)
(@)
— (2,-3)
® f : Perpendicular(C, ecl) b xes 2 dx ey 11 :{
— M3y =-1 4 “i2 10 2 2 4 # 1
A = Interseca(f, ecl)
@)
— (2.2, 2.6)
c : Circunferencia(C, A)
e (x-2) 4 [y + 3)2 = 40
ecl”3x -4y +17=0
N pe

Una parédbola es un conjunto de puntos del plano que estén a igual distancia de un punto fijo llamado

foco y de una recta fija llamada directriz.
B) CONSTRUCCION DE LA PARABOLA

Se trazan paralelas a la recta € (que es la directriz) a distancias convenientes y arbitrarias 1, 2, 3 y 4,
desde el foco F se trazan arcos con radio igual a la distancia de separacion desde el punto A hasta 1, 2,
3, 4, que se encuentran a las paralelas trazadas anteriormente en los puntos 1°,2°, 3,4, 17,27, 37y 4”.

Al unir estos puntos con una curva continua queda construida la parabola.

Ay
£
La figura es una parabola de vértice V en
el origen de coordenadas.
. Larecta € es la directriz de la pardbola y el
punto F es el foco. El segmento BB’ es una
. cuerda; CC’ es la cuerda focal; LL’ es el
X« Al vkoo Eje > X .
M S lado recto y PF es el radio vector.
™
Directriz
v
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C) ECUACION DE LA PARABOLA DE VERTICE EN EL ORIGEN Y EJE

COINCIDENTE CON EL EJE X x=-a
x+a=0 ;
En el grafico, se representa una A
parédbola con vértice en el origen A
" P(x.y)

de coordenadas, con eje en el gje X,
directriz la recta x=-a y foco el punto F(a, 0)

la excentricidad de la parabola es igual L a sl 2y

a 1, por lo tanto: V( U) F(a,0)

PF -
— = 1;= PF = PA, Entonces:
PA

x+a=+(x—a)3+y?

Eliminando la raiz cuadrada: Y

(x+a)? = (x—a)? +y?

Resolviendo las operaciones indicadas y transponiendo:

x% + 2ax + a? = x* — 2ax + x% + y?

y? = 4ax

Que es la ecuacion candnica de la parabola de vértice el origen, con eje sobre el eje X y el foco a
una distancia “a” del vértice.

De la ecuacién y? = 4ax, despejando el valor de y, se obtiene: y? = +2+/ax para que y sea real, a y x
deben ser de igual signo.

Sia > 0, entonces x > 0, la curva se abre hacia la derecha

Sia < 0, entonces x < 0, la curva se abre hacia la izquierda
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Xx=-a

Pdgina 171

x=a4a
x-a=0

D) ECUACION DE LA PARABOLA DE VERTICE EN EL ORIGEN Y EJE

COINCIDENTE CON EL EJE Y

La excentricidad de la parabola es

Igual a 1, por lo tanto:

PF —
— = 1;= PF = PA, Entonces:
PA

yta=y(x-0)2+ @y -a)?

eliminando la raiz cuadrada:

+a)?=x-07%+y-a)

resolvamos las operaciones indicadas y transpongamos:

y?+ 2ay + a® = x* + y* — 2ay + a®

x* = 4ay

-X 4

®

Ay

o

Directriz

Que es la ecuacion canodnica de la parabola con vértice en el origen, eje sobre el eje Y, foco a una

distancia a del vértice.

Sia > 0, entonces y > 0, la curva se abre hacia la arriba

Sia < 0, entonces y < 0, la curva se abre hacia la abajo

La longitud del lado recto a latus rectum (LR) es igual a4 a

LR =4a
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https: //orcid.org/0000-0002-3962-5433



https://orcid.org/0000-0002-3962-5433

Funciones Matemdticas y sus Aplicaciones Pagina 172

ax0 a<(
le AY

B Directriz 2 -0
T T :
a a
x < ) »x X w700 » x
a a
N N
Directriz y=-
y+a=0
A 4
Y

E) ECUACION DE LA PARABOLA DE VERTICE (H, K) CON EJE PARALELO AL
EJE X

Considere la grafica de una parabola cuyo

Directriz

eje es una recta paralela al eje X. El vértice v »=h-a

- x-h+a=0
de la pardbola estd a una distanciah de Y 4 [
y a una distancia k de X. El vértice, por lo 2
tanto, tiene coordenadas V(h, k).

k—h +— |
PA = PF YR

-2 -2

Eliminando la raiz cuadrada: k  Eje dela paribola

x—h+a=(x—[h+a])?+(y—k)? 1'(\-\{}"'[11—a:k} T ™

-
X
0 )

-x -4

(x—h+a)*=x—-[h+a])*+ (y—k)?

Resolvamos las operaciones indicadas y transpongamos:

¥

(y — k)? = 4a(x — h) Ecuacion Ordinaria Y
Efectuando operaciones e igualando a cero se obtiene la ecuacion general de un parabola con eje paralelo
al eje X, la misma que es:

y2 + Ex+ Dy + F =0 Ecuacion General
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F) ECUACION DE LA PARABOLA DE VERTICE (H, K) CON EJE PARALELO AL
EJEY
Por definicion: el Eje de la parabola

PA = PF

y—k+a=y(x—h?2+ @ —[k+a])?
resolviendo las operaciones:
(x—h)? =4a(y — k)

Ecuacién Ordinaria

Efectuando las operaciones en la T 1

Ecuacion ordinaria e igualando a Directriz i oL —=

Cero se obtiene: j ::-____:=|]

x2 —2hx 4+ h* —4ay + 4ak = 0 - 7] » X

x? — 2hx — 4ay + h* + 4ak = 0

x?2+ Dx+Ey+F =0 Ecuacién General ¥
Donde: D = —2h; E = —4a; F = h? + 4ak

() ACTIVIDADES DE APLICACION

1) Dadas las parabolas siguientes, calcular las coordenadas del vértice, foco, longitud del latus rectum y
la ecuacion de la directriz.
a)y?—4y+6x—8=0

V(2,2); F(1/2, 2) ; LR= 6; Direc: x-7/2=0

€2 GeoGebra Clasico - O X

s SNl wIPANIES ) Q =

O ecl:y? -4y + 6x-8=0 N \ fx=35 @
8

eclay?-4y +6x-8=0
Foco(ecl) :
@ 7
— F=(05,2)
Directriz(ecl)

— fx=35 5
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b)3x?—9x—5y—2=0
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V(3/2, -7/4); F(3/2,-4/3); LR=5/3

€2 GeoGebra Clésico

- o X
R AL DO O 4 N (e oC Q=
@ el 3-0x-5y-2=0 = =
Foco(ecl)
@
— F=(15,-1.33)
Directriz({ecl)
@)
— fy =217
+ Entrada..
c1-3x2 - Ox—5y-220.
=854 1 2 / 4 5 5 7 8 9 P 0
1 \Dﬁ -1.33) 3
fy=-217 S a
" Q
)y*—4y—6x+13=0
V(3/2,2); F(3,2); LR=6; Direc: x=0
¢ GeoGebra Clasico - u] X
B S oN-IPANEI Y oc Q=
@ ecl: y2 -4y -6x + 13 =0 = fx=0 @
Foco(ecl) 3 ecl: y?*-4y-6x+13=0
@ 7
—~F=(32)
Directriz{ecl) 6
@)
— fix=0 5
+ | Entr :
3
2
1
) 1 7 8 9 0 N 2 13 14 ‘ﬁ_
- a
-2 C
-3 HH
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2) Encontrar la ecuacién de la parabola de vértice V(6,1), distancia focal 3, y se abre hacia la derecha.
y2—2y—12x+73 =0
3) Encontrar la ecuacion de la parabola de V(-1/2,-1), distancia focal —3/2, y se abre a la izquierda.

y +2y+6x+4=0

3.3) LA ELIPSE

A) DEFINICION

Es el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos
fijos es constante e igual a 2a los puntos fijos se llaman focos; 2a es igual a la distancia del eje mayor de
la elipse.

B) CONSTRUCCION

Se traza una recta paralela sobre la recta ubicamos los vértices V' y V a una distancia arbitraria. A igual
distancia de V y V’ ubicamos los focos F y F’ respectivamente. El punto C en la mitad del segmento
V'V’ representa el centro de la elipse.

Ubicamos distancias arbitrarias 1,2 y 3. Con radio V’1 y centro en F’ y luego en F trazamos arcos arriba
y abajo. Luego con radio V1 y centro en F y F’ trazamos arcos que intersequen o corten a los anteriores
en los puntos 5, 6, 7y 8. Repetimos el mismo procedimiento para los puntos 2 3 y C para hallar los demas
puntos. Uniendo los puntos encontrados queda construida la elipse.

1 10 14

\Y
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En la elipse se distingue los siguientes puntos y lineas

VyV’ Vértices » A BE

FYF focos L

C centro

\A'%A eje focal, eje mayor

BB’ eje normal, eje menor

DD’ diametro v v
EE’ cuerda focal -
AA° cuerda

LL’ lado recto T

PF’, PF radios vectores

A B’

() ECUACION DE LA ELIPSE DE CENTRO €(0,0), EJE MAYOR ESTA SOBRE
EL EJE X

¥

X O V(-a,0)

Los puntos F(c,0) y F’ (-¢,0) son los puntos fijos llamados focos
VV’ =2a = eje mayor

BB’ =2b = eje menor

FF’ = 2¢ = distancia focal

CV = a=semieje mayor

CB = b = semieje menor
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Excentricidad. - La excentricidad de la elipse estd dado por la relacion

e =—
a

e = excentricidad; ¢ = semidistancia focal; a = semieje mayor

Como se observa en el grafico, para que haya elipse debe cumplirse que ¢ < a , por lo tanto

c

-<1

a
Entonces
e<l1

De aqui se deduce que la elipse es una conica de excentricidad menor que uno

De acuerdo con el grafico podemos afirmar por el teorema de Pitagoras en el triangulo
rectangulo BCF que: a’> = b? + ¢, entonces: ¢ = a> —b> ¢ = Va? — b% . Remplazando en la expresion

de la excentricidad tenemos:

¢ V@12
e=—=—-

a a

Para deducir la ecuacion la elipse consideremos la grafica anterior.

Por la definicion de la elipse, debe cumplirse que, la suma de los radios vectores de un punto, cualquiera
siempre es igual al eje mayor, es decir, igual a 2a.

PF’ +PF=2a

Por la ecuacion de distancia entre dos puntos:

JE+o)2+y2+/(x —c)2 +y? =2a—>\/m=2a—\/m
Elevando al cuadrado cada término, transponiendo y reduciendo términos semejantes se obtiene:
(x+0)2+y>=4a®>—22a-J(x— )2 +y2 + (x—c)* +y°
x2+2cx+c?+y?=4a®>—4a(x —c)2+y2 +x? —2cx + c? + y?

x242cx +c2+y? —4a? —x? + 2cx — c? —y% = —4a\[(x — c)? + y?

4ex — 4a? = —4a/(x — )2 + y?

cx —a® = —a/(x — )2 + y?

Elevando nuevamente al cuadrado al cuadrado y reduciendo términos semejantes

(cx —a?)? = (—a\/m)z

c?x? = 2a%cx + a* = a?[(x — ¢)? + y?]

c?x? —2a%cx + a* = a?(x? — 2cx + c? + y?)

c?x? — 2a%cx + a* = a?x? — 2a%cx + a®’c? + a?y?
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c?x? + a* = a?x? + a®’c? + a?y?
c2x%—a?x? — a?y? = a?c? — a*
Cambiando de signo

2.2

a’x? —c*x? + a’y? = a* — d®c

Factorando

x%(a% — c?) + a2y2 — aZ(aZ —¢?)

Observando en la grafica se puede apreciar que el cateto h? = a? — c2. Remplazando esta expresion en
la anterior se obtiene

x2(b?) + a%y? = a?(b?)

Dividiendo esta igualdad para a?(b?)

2

xZ

y
?'F

ﬁ=

Que es la ecuacion de la elipse de centro en el origen y eje mayor sobre el eje “x”

1

Latus rectum

Es la cuerda perpendicular al eje mayor por uno de los focos

y
P@.y) 20D

. . L(c.y)

||
X yi(-a,0) L0) c F(c)0) Vi(a,0) X

/R (9
B(0.-b)
-y

., x*  y? . )
En la ecuacion St = 1, es necesario encontrar las ordenadas de los puntos L y R de la elipse

El punto L(c, y) esta sobre la elipse y en este punto x = c, se tiene:

2 2
¢ y
2 =t
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Despejando el valor de la ordenada se obtiene:

b? b ——
yzzﬁ (a2—62)=>y=ia a2 — c2

Pero como a? — ¢? = b%. Remplazando en la expresion anterior
b b b?
2=4+—-\b23y=4+-b>y=+—
y T y== a y== 7

Aplicando distancia entre dos puntos al segmento LL (latus rectum)

b2 p2\? 2b2\° 2b2\*  2b?
LR=\/(C—C)2+<?+E> =\/O+<7> =\/<T> ZT

2b?
LR = —
a

Que es la longitud del latus rectum

D) ECUACION DE LA ELIPSE CON CENTRO €(0,0) Y EJE MAYOR SOBRE EL
EJEY

Si el eje focal (eje mayor) es el eje “y”, las coordenadas del foco son: F(0, ¢) y F’(0, -c)
Y la ecuacion de la elipse es: a’x*> + b?y* =a’b? =  x%/b’+yYa’=1

La demostracion de esta ecuacion se sugiere que la realice el discente (estudiante)

b

C(0.0)
||
B*(-b.0)
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E) ECUACION DE LA ELIPSE DE CENTRO C(h, k) Y EJES PARALELOS A LOS
EJES COORDENADOS

Si el centro de la elipse es el punto C(h, k) y el eje mayor es paralelo al eje X, la ecuacion de la elipse es

de la forma:
(x — h)? N (y — k)? _q V(h+a, k) V’(h-a, k)
2 b2 -
¢ F(h+c, k) F(h-c, k)
Ecuacion Ordinaria B(h, k+b) B’(h, k-b)

Si el centro de la elipse es C( h,k) y el eje mayor es paralelo al eje Y, la ecuacion de la elipse es:

(x —h)? N y—-k? 1 V(h, k+a) V’(h, k-a)
b2 2 -
¢ F(h, k+c) F*(hk-c)
Ecuacion Ordinaria B(h+b, k) B’(h+b, k)

F) ECUACION GENERAL DE LA ELIPSE

La ecuacion general de la elipse es de la forma Ax? + By? + Dx + Ey + F = 0 siempre que A y B
tengan el mismo signo y sean de distinto valor. Con esta ecuacion, formando trinomios cuadrados
perfectos para obtener una ecuacion semejante a la ecuacion ordinaria de la elipse, por comparacion se
determina sus elementos: centro, vértices, etc.

Cuando se conocen 4 puntos de la elipse y se pide su ecuacion, aplicamos la expresion:
x2+By?+Cx+Dy+E=0

() ACTIVIDADES DE APLICACION
1) Calcular los elementos de las elipses:
a) 4x+y*+24x-6y+29=0 b) 36x%+11y*-144x-44y-208=0

¢) 9x*+16y>-36x+96y+36=0 d) 9x*+25y*+18x-50y-191=0
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C} GeoGebra Clasico

¥ A0 ORN =

@

@ ®© &©&6 ¢ o o

ecl: 4x + y2 + 24x -6y +20=10

C = Centro(ecl)

— (3,3)

Foco(ecl)

— Fy = (-3,-0.46)

— F = (-3, 6.46)

Vértices(ecl)

— V,=(3,-1)
— V=(37)
— By =(-1,3)
—~ B=(53)

a = Excentricidad(ecl)

— 0.87

N

Pagina 181

T T T T T Kiz/ I : 1 |
L]
\'
1 1

2) Hallar la ecuacion de la elipse de centro (3,1), uno de los vértices en (3,-2) y e=1/3

9x%+8y?-54x-16y+17=0

3) La orbita de la tierra es una elipse, en uno de cuyos focos esta el sol. Sabiendo que el semieje mayor
de la elipse es 148,5 millones de km y la excentricidad es 0,017. Hallar la maxima y minima distancia de
la tierra al sol.

Mario Orlando Sudrez Ibujés
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3.4) LA HIPERBOLA

A) DEFINICION
Es el lugar geométrico de un punto que se mueve en el plano de tal manera que la diferencia en valor
absoluto de sus distancias a dos puntos fijos (Focos) en el plano es constante e igual a 2a (F'P + PF =

2a).

-y

En el grafico:

FyF =focos

F’F = distancia focal = 2c
-xx = e¢je focal

-yy  =eje normal

Vy V’ = vértices

VV’ =egje transverso = 2a
C = centro

BB’ =e¢je conjugado=2b
AA’ =cuerda

LR  =lado recto

Mario Orlando Sudrez Ibujés hittps: //orcid.org/0000-0002-3962-5433



https://orcid.org/0000-0002-3962-5433

Funciones Matemdticas y sus Aplicaciones Pdgina 183

B) CONSTRUCCION

Se traza dos ejes perpendicularmente entre si de modo que se corten en el punto C. Se marcan los puntos
arbitrarios 1, 2, 3, etc. Haciendo centros en F y F’ y con radios V1 y V’1 se obtienen los puntos 4,5,6 y
7. Continuando el proceso con los puntos 2 y 3 se obtienen los demas puntos. Uniendo estos puntos y los

vértices V 'y V’ obtendremos dos ramas de la hipérbola.

Para trazar las asintotas a la hipérbola se traza una circunferencia con radio hasta uno de los focos F o
F’. Luego se traza perpendiculares al eje transverso desde los puntos V y V’, las cuales intersecan a la
circunferencia en los puntos B. Al trazar rectas que pasen por C y B, estas rectas representan a las

asintotas de la hipérbola.
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C) ECUACION DE LA HIPERBOLA CON CENTRO EN EL ORIGEN DE
COORDENADAS Y EJE FOCAL ES EL EJE X,

o | o

e
Il

Plxy)

-X

Consideremos el grafico de la hipérbola.

Por definicion de lugar geométrico de la hipérbola.
PF'—PF =2a

2a = longitud del eje transverso.

Por distancia entre dos puntos:
JE+o)?2+y2-J(x—c)2+y2=2a

Transponiendo el radical:

J(x+0)2+y2=2a+,/(x —c)? + y?

V@) F(.0)

-

elevando al cuadrado, trasponiendo y reduciendo términos:

2,2 2.2

X aZX - 8.2}/'2 = a2c2 —at

a
Factorando: x*(c?-a%) —a’y? = a’(c*-a?)
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Segun el triangulo CVB de la figura: c>=a*+b?> — b?=c?-a’

Entonces, reemplazando en la ecuacion: x°b*-a’y? = a’b?
Dividiendo ambos miembros para a? b*

F(c,0) F’ (-¢,0)
V(a,0) V’(-a,0)

X2 y? .
a? b?
Ecuacion ordinaria de la hipérbola con centro en el origen de coordenadas, eje focal sobre el eje “x”

Cuando la hipérbola es de centro el origen de coordenadas y el eje focal esta sobre el eje “y”, la ecuacion
es:

F(0,c) F’ (0,-c) V(0,a) V’(0,-a)

- }r

2 2
Nota: La demostracion de Z—Z =1 queda como tarea para el discente (estudiante)

b2
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o o . . .y y .y C
Excentricidad. - La excentricidad de la hipérbola estd dada por la expresion: e = —» Como c>a, entonces

e>1, por lo tanto la hipérbola es una cénica de excentricidad mayor que uno. Como en el triangulo
rectangulo ¢ = a? + b?, entonces:

N

a

e =

Latus rectum. - La longitud del lado recto es igual a la longitud del lado recto de la elipse, es decir:

2b?
LR = —
a

Asintotas de la hipérbola

Formemos un rectangulo cuyas diagonales tengan una longitud de 2c¢; el centro de la figura coincida con
el origen de coordenadas y sus lados paralelos sean tangentes a la hipérbola en sus vértices. El rectangulo
formado tendré de largo 2a (eje transverso) y de ancho 2b (eje conjugado) y sus lados serdn paralelos a

los ejes coordenados. La prolongacion de las diagonales son las rectas asintotas de la hipérbola.

Las ecuaciones de las asintotas cuando el eje focal es el eje X son:

__|_b
y=x.%

Cuando el eje transverso esta sobre el eje Y, las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola son

a
)’=i‘5x

Hipérbola Equilatera

Cuando a=b, la hipérbola es equilatera. La ecuacion b’x” - a’y> = a’b? se transforma en x> - y? = a’
Eje x;

. X2 y? oy 2
Eje x: Z e 1; E]ey:?—ﬁz 1

Las asintotas de una hipérbola equilatera son: y = x ; y = -X, perpendiculares entre si:

Hipérbolas conjugadas
Dos hipérbolas son conjugadas si el eje transverso de la primera es igual al eje conjugado de la

segunda. Sus ecuaciones son:

x2 y2 y2 x2
2 e e et

Para hallar la ecuacion de la hipérbola conjugada, de una dada, no hay mas que cambiar en ésta los

signos de los coeficientes x? y y*
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D) ECUACIONES DE LA HIPERBOLA DE EJES PARALELOS AL DE

COORDENADAS Y DE CENTRO C(h, k)
Si el eje real de la hipérbola es paralela al eje X, y el C(h,k), V(h*a,k) F(h+c,k), la ecuacion de la hipérbola
es:

G-m* G—-k?_

a? b2 1

Las ecuaciones de las asintotas son:
b
y—k=4=% p (x —h)

Cuando el eje focal es paralelo al eje Y, de C(h.k), V (h,k+a), F(h,k+c), la ecuacion de la hipérbola es:

y—k)? (x—h)?
a2 bz

1

Y las ecuaciones de las asintotas son:

E) ECUACION GENERAL DE LA HIPERBOLA

La forma general de la ecuacion de una hipérbola de ejes paralelos al de coordenadas es:
Ax?> +By?+Dx+Ey+F=0

Donde A y B son diferentes de cero, de diferente valor y de diferente signo.

F) ACTIVIDADES DE APLICACION

1) Dada la hipérbola x*-9y>-4x+36y-41=0 encontrar sus elementos y representarla graficamente. Hallar
el angulo agudo de interseccion de sus asintotas.

C(2,2); V(5,2); V’(-1,2); F2+V10,2); LR=2/3; e=V10/3; x+3y-8=0 ; x-3y+4=0; 0=36°52"11.63"’
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@)
— x2- 0y? - 4x + 36y = 41
Foco(f)
(@)
— A= (-116, 2)
© —B=(5162) H
C = Centro(f)
(@)
—(22)
Vértices(f) H
@)
—D=(12)
© —Ee=(2 H
a = Excentricidad(f)
— 1.05
Asintota(f) i
@)
— g x+3y=4
P -

2) Hallar el angulo de interseccion de las asintotas de la hipérbola:

9x2-y?-36x-2y+44=0.

0=36°52"11.63"’
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3) Hallar los puntos de interseccion del siguiente par de hipérbolas: x2-2y*+x+8y-8=0 y

3x%-4y*+3x+16y-18=0. Construya las graficas respectivas.

€3 GeoGebra Cldsico - m] X

B > @O 4N e Sc Q=

® fi—2y4x+8y—8=0 =V 8 =
— x2-22 + x+ By =8 5

O ecl: 3x? - 4y2 + 3x + 16y - 18 =10

Interseca(ecl, f} A 5 Dect
— A=(23)
2
@ —B=(11 B
1
@ -—c=(2y
® _ov-03 Do 1
-
+ E
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e Doctor Honoris Causa en Andragogia otorgado por OIICE. Pert-Cusco, afio 2024.

https://voutu.be/-KZ9pK44hBw

https://www.scribd.com/document/839033529/Doctor-Honoris-Causa-en-Andragogia

e Doctor Honoris Causa otorgado por la Universidad del Norte de Tamaulipas. Peru-Lima, afio
2024.
https://es.scribd.com/document/708966545/Mario-Orlando-Suarez-Ibujes-Doctor-Honoris-
Causa-UNT

https://www.youtube.com/shorts/NA-hLFXaxqo

https://www.youtube.com/watch?v=5¢cREE]jBLBZw

e Doctor Honoris Causa otorgado por OIICE. Perti- Cusco, afio 2023.
https://es.scribd.com/document/649433171/Galardon-a-La-Excelencia-Educativa-OIICE-
Cusco-2023

https://www.imbaburaenlinea.com/2023/06/08/docente-imbabureno-recibe-reconocimiento-
internacional/?fbclid=IwARO01s92m6pLJ rPo6d5SWQkibkLO7U65w87WJSn7gHKx-
ZwaoMnJIKkI. TRXo

https://youtu.be/JJGzdiSlubc

Premios Internacionales

e Premio Champion Of Global Change Award otorgado por International Internship University de
la India. India, 2025
https://www.facebook.com/share/p/1G6rZnVQSZ/

e Premio Albert Einstein Innovation Award 2025 Pioneer in Education otorgado por International
Internship University de la India. India, 2025
https://www.facebook.com/share/p/1C9XzDLiR4/
https://www.facebook.com/share/v/1A1bCDHaXb/

e Premio International Mother Teresa Award 2025 otorgado por International Internship University
de la India. India, 2025
https://www.facebook.com/share/p/1 A 1tRE8Sc7/

e Premio Mandela Peace Award 2025 otorgado por International Internship University de la India.
India, 2025
https://www.facebook.com/share/1B1tR87dUe/
https://youtu.be/vOW65SmWXCu8

e (Galardon a la Excelencia Educativa Cusco 2025 otorgado por la Organizacion Internacional para

la Inclusion y Calidad Educativa OIICE. Perti- Cusco, afio 2025.
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https://youtu.be/F7BJCvlu-iE

e Premio a la Excelencia Gerencial otorgado por la Sociedad Internacional de Gerencia. Cartagena
de Indias, Colombia, afio 2025
https://es.scribd.com/presentation/839031232/Doctor-Honoris-Causa-en-Remzion-University-

of-Jerusalem

e Education Leadership Awards (Premio al Liderazgo en Educacion) 2024 otorgado por Christian
Chambers Entrepreneurs. Peru-Lima, afio 2024.

https://youtu.be/Smsfu20MAoE

e Global Education Prize (Premio Global de Educacién) 2024 otorgado por la Asociacion de
Acreditacion Internacional y Certificacion de Entidades Privadas (AAICEP). Peru-Lima, afio
2024.
https://www.youtube.com/watch?v=B-qqUbNMCoQ

e Global Learning Awards (Premio Global de Aprendizaje) en la Categoria Educacion Innovadora
otorgado por la Camara Iberoamericana de Educacion (IBEROCAM). Lima-Peru, aio 2024.
https://www.youtube.com/watch?v=tenrlEKFp XY

e Premio Educa Latinoamérica 2024 en la categoria Educacion de Excelencia otorgado por la
Céamara Peruana de Desarrollo y Educacion. Lima-Peru, afio 2024.
https://www.youtube.com/watch?v=0k6alM5GXiU&t=15s
https://www.scribd.com/document/717050277/Premio-Educa-Latinoamerica-2024

e Orden al Mérito Educativo y Cultural Magnus Docentis otorgado (OIICE). Pert-Cusco, ano 2024.
https://youtu.be/-KZ9pK44hBw

https://www.scribd.com/document/839033529/Doctor-Honoris-Causa-en-Andragogia

e Galardon a la Excelencia Educativa Edicion Cusco 2024 otorgado por OIICE. Pert-Cusco, afio
2024.
https://youtu.be/-KZ9pK44hBw

https://www.scribd.com/document/839033529/Doctor-Honoris-Causa-en-Andragogia

e Colegiatura Oficial Internacional de Doctorado Honoris Causa otorgado por el Colegio
Internacional de Doctores. Costa Rica-San José, afio 2024

https://es.scribd.com/document/708961975/Mario-Orlando-Suarez-Ibujes-Colegiatura-

Internacional-de-Doctor-Honoris-Causa

e Educador de Eminencia otorgado por Universidad Ricardo Palma-Escuela de Marketing y

Administracidon Comercial. Costa Rica-San José, afio 2024
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https://es.scribd.com/document/708961975/Mario-Orlando-Suarez-Ibujes-Colegiatura-

Internacional-de-Doctor-Honoris-Causa

e Orden Dorada Magisterial otorgado por OIICE. Pera- Cusco, afio 2023.
https://es.scribd.com/document/649433171/Galardon-a-La-Excelencia-Educativa-OIICE-
Cusco-2023
https://youtu.be/JJGzdiSlu6ec

e Galardon a la Excelencia Educativa Cusco 2023 otorgado por OIICE. Peru- Cusco, afio 2023.
https://es.scribd.com/document/649433171/Galardon-a-La-Excelencia-Educativa-OIICE-
Cusco-2023
https://youtu.be/JJGzdiSlubc

Distinciones Nacionales

e Condecoracion al Mérito Educativo "Alfredo Pérez Guerrero" otorgado por el Gobierno
Autonomo Descentralizado Municipal de San Miguel de Ibarra. Ibarra-Ecuador, afio 2025.
https://youtu.be/KNLH69qQeY Q8
https://www.facebook.com/share/195kUY AsPF/

e Condecoracion “Medalla Julio Miguel Aguinaga” al mérito educativo otorgado por el Gobierno
Autonomo Descentralizado Municipal de Antonio Ante. Atuntaqui-Ecuador, ano 2024.

https://www.youtube.com/watch?v=3VqYG71LhjQ

https://www.youtube.com/watch?v=99t2paNDI61
https://tb.watch/qA4Z5Y GhnR/

e Diploma y Placa de Reconocimiento por trayectoria docente y aporte invaluable al Magisterio
Fiscal otorgado por la Coordinacion Zonal 1 del Ministerio de Educacion del Ecuador. Antonio
Ante-Ecuador, afio 2024.
https://es.scribd.com/document/839014751/Diploma-y-Placa-de-Reconocimiento-CZ1#logout

e Diploma de Reconocimiento por la destacada contribucion a la innovacion educativa otorgado
por la Direccion Distrital 10D02 Antonio Ante-Otavalo-Educacion. Otavalo-Ecuador, afio 2024.

https://www.facebook.com/share/v/RNti5SUtrgkDOC8QC/?mibextid=WC7FNe

¢ Diploma de Reconocimiento al mérito profesional por el aporte a la educacion otorgado por la
Unidad Educativa “Sarance”. Otavalo-Ecuador, ano 2024.

https://www.facebook.com/share/p/Y TyLodgDJpfLHahv/?mibextid=x{xF2i

e Placa de reconocimiento por excelente trayectoria académica y profesional otorgado por el area

de Matematica y Fisica de la Unidad Educativa Teodoro Gomez de la Torre. Ecuador-Ibarra, afio
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2024
https://es.scribd.com/document/839071664/Reconocimientos-Profesionales-Hasta-Marzo-de-

2025

e Placa de Homenaje de Gratitud y Reconocimiento, otorgado por la 1ra Cohorte de la Maestria en
Pedagogia Mencion Curriculo Modalidad en Linea de la Universidad Técnica del Norte. Ecuador-

Ibarra, afio 2023.

e Diploma de reconocimiento por el aporte a la investigacion cientifica y tecnoldgica al haber
contribuido con publicaciones cientificas durante el afio 2017 otorgado por la Universidad

Técnica del Norte. Ecuador- Ibarra, afio 2018.

e Premio Nacional Galardén Nacional Estatuilla “Noéus” por ser el ganador del VI Concurso
Nacional de Excelencia Educativa, otorgando por la Fundacion para la Integracion y Desarrollo
de América Latina (FIDAL) y la Revista Edu@news. Ecuador-Quito, afio 2014. Se encuentra
publicado en

https://www.youtube.com/watch?v=hilX-jZUMS8g

https://www.youtube.com/watch?v=I-H rkSZdbs

e Diploma por el valioso aporte al cumplimiento de los objetivos institucionales, otorgado por la

Unidad Educativa Ibarra. Ecuador- Ibarra, afio 2014.

e Premio Nacional a la Excelencia Docente “Rita Lecumberri” en la categoria Educador Innovador
otorgado por el Ministerio de Educacion del Ecuador, afio 2013.

https://educacion.gob.ec/cinco-docentes-ecuatorianos-fueron-reconocidos-por-su-excelencia-

docente/
https://www.youtube.com/watch?v=tN614do_31I
https://es.scribd.com/doc/135847484/Premio-Rita-Lecumberri

e Diploma y placa de reconocimiento por la excelente trayectoria como docente investigador y
destacado profesor universitario otorgado por la Universidad Técnica del Norte. Asociacion de
Profesores de la Facultad de Ciencias Administrativas y Econémicas. Ecuador- Ibarra, afio 2013.

e Estatuilla “El Pensador” al Mérito Académico otorgado por la Asociacion General de Profesores
de la Universidad Técnica del Norte. Ecuador-Ibarra, afio 2013.

e Diploma como Profesor tutor de estudiantes ganadores de Concursos Intercolegiales de
Matematica. Academia Militar “San Diego”. Ecuador-Ibarra, afio 2008.

e Diploma de Honor por haber aportado positivamente al desarrollo académico de Academia

Militar “San Diego”. Academia Militar “San Diego”. Ecuador-Ibarra, afio 2005.
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e Diploma como Asesor de proyectos ganadores en la Primera Feria Binacional de Ciencia y
Tecnologia Ecuador Colombia. Unidad Educativa Experimental “Teodoro Gomez de la Torre”.

Ecuador-Ibarra, afio 2005.

e Mejor Trabajo de Investigacion. Certificado de la UTN-Centro Universitario de Investigacion
Cientifica y Tecnologica, por haber presentado la Tesis “Interaprendizaje de poliedros irregulares

de bases paralelas empleando al Multiprisma” en la Casa Abierta. Ecuador- Ibarra, afio 2003.

e Diploma por haber asesorado satisfactoriamente en el VII Concurso Provincial de Matematica,
otorgado por el Colegio Nacional Ibarra. Ecuador- Ibarra, afio 2003

e Mencion Especial en Ciencias Basicas (Matematica), Premio Nacional otorgado por la VI Feria
de Ciencia, Tecnologia e Innovacion por haber triunfado con el Proyecto Multiprisma (Un
rompecabezas tridimensional bicolor integrado por partes prismaticas). Ecuador-Quito, afio 2001.
https://es.scribd.com/document/839071664/Reconocimientos-Profesionales-Hasta-Marzo-de-

2025
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