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Resumen—©&l presente articulo consiste del péndulo
invertido el cual una planta de 2do orden donde el estudiante,
partiendo de su modelo mateméatico puede implementar
diferentes tipos de control; ya que este tipo de planta a pesar
de ser antigua demuestra ser un sistema que no posee una
Gnica solucién, convirtiéndolo en una herramienta de
investigacién muy versatil. Se determind los requerimientos
del sistema, las dimensiones, las cargas a soportar y con base
en esta informacion se seleccion6 el material, la geometria del
dispositivo y el tipo de actuador.

Se realiz6 el disefio mecanico tedrico y se lo comparo con los
célculos obtenidos en un software de disefio, obteniendo
resultados similares.

La manufactura del péndulo invertido se realiz6 de acuerdo a
pardmetros definidos anteriormente, incorporando las normas
que todo equipo de laboratorio experimental debe cumplir.

Se determiné variables y constantes que intervienen en el
sistema y a partir de esto se logré obtener su funcién de
transferencia. Las pruebas de funcionamiento demuestran que
la planta soluciona el problema planteado.
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I. INTRODUCCION

Para comenzar hablar del péndulo invertido hay que
remontarse hasta el principio de los afios 60, por aquel
entonces el estudiante J.K. Robergeen dio la primera solucién
al problema de estabilizacién del péndulo invertido para lo
cual aplico un controlador lineal. Es notable que a ‘un hoy casi
50 afios después no se ha conseguido un estudio unitario y
satisfactorio a dicho problema.

En la actualidad existe un gran nimero de sistemas que
tienden a la inestabilidad y necesitan ser controlados con una
mayor eficiencia, rapidez y precision.

El péndulo invertido es un sistema no lineal y naturalmente
inestable; estd montado en un carro de tal manera que el poste
puede girar libremente 'Gnicamente en el plano vertical, el
carro se mueve sobre una pista recta guiado por un par de

rieles e impulsado por una fuerza externa F.

El péndulo invertido es conocido por ser uno de los
problemas mas importantes y clasicos de la teoria de control.
Su aplicacién en la vida cotidiana va desde el control de
estabilidad de grdas hasta la construccién de vehiculos de
desplazamiento para humanos, es el caso del famoso vehiculo
Segall [1].

Hay que tener presente que dentro de la UTN vy
especialmente en la facultad de ingenieria, no se cuenta con
maédulos ni plantas basados en hardware y software abierto,
orientados para el uso didactico o como base para el desarrollo
de investigacion cientifica.

A menudo, el péndulo invertido es utilizado como ejemplo
académico, principalmente por ser un sistema de control
accesible. Este permite mostrar las principales diferencias del
sistema en lazo abierto y de su estabilizacion en bucle cerrado.
Pese a existir diferentes técnicas a la hora de disefiar el
regulador 'optimo capaz de estabilizar el péndulo, no todas
representan la mejor opcidn, aunque en muchas de ellas se
puede encontrar ventajas que las demas no presentan.

II. METODOLOGIA

En este capitulo se define y sintetiza el conjunto de fases
que se debe seguir durante el desarrollo del sistema de
péndulo invertido, en primera instancia se parte de la
investigacion teorica, se establece un método de seleccién del
modelo que satisfaga las necesidades que demanda un equipo
de laboratorio, se presentan soluciones, posteriormente se
disefia el sistema mecanico, eléctrico y finaliza con la
construccidn del prototipo.

Requerimientos técnicos.

Es primordial realizar una revision bibliogréfica en diversas
fuentes de informacion para conocer acerca de los modelos de
péndulo invertido dptimos para su experimentacion dentro de
un laboratorio. EI modelo matematico de un péndulo invertido
no varia en su estructura base lo que cambia son la cantidad de
variables a controlar, aqui ponderara el sistema que ofrezca
control sobre la mayor cantidad de variables posibles.
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Método de seleccion

Matriz QFD

Se aplicé la funcién de calidad (o QFD, por sus siglas
inglesas) es un método de disefio de productos y servicios que
recoge las demandas y expectativas de los clientes y las
traduce, en pasos sucesivos, a caracteristicas técnicas y
operativas satisfactorias [13]. De aqui se obtendra las
caracteristicas que el modelo debe tener para satisfacer de la
mejor manera las necesidades requeridas. Se realizé 2 matrices
de seleccion la Tablal muestra la matriz de seleccion del
disefio mientras que la Tabla2 muestra la matriz de seleccién
del motor.

Tablal. Matriz QFD de Disefio

CARRO BASE

PENDULO INVERTIDO CARRO-PENDULO CON CARRO-PENDULO SIN SISTEMA CON BASE

RUEDAS RUEDAS GRANDE

SISTEMA CON BASE
PERQUERIA

TRASLADO 3 1
ESTABILIDAD 2 3

FRICCION 3 3

DURABILIDAD 2 3

©|w(e|wln
Y Y P P Y

TOTAL 10 10

A continuacién, se muestra los criterios de incidencia:
Elementos: Traslado, Estabilidad, Friccién y Durabilidad.

Por medio de la matriz se seleccioné el modelo “Carro
Péndulo con Ruedas” y “Sistema con Base Grande”. Este sera
el disefio a desarrollar.

Tablal. Matriz QFD de Motor

MOTOR MOTOR PASO PASO MOTOR LINEAL DC MOTOR LINEALAC

CAMBIO DE GIRO

PRESICION

VELOCIDAD

o fw|w|~

TORQUE

oln| e |w|w
ofw|w|r|~

TOTAL 10

A continuacién, se muestra los criterios de incidencia:
Elementos: Cambio de giro, Precision, Velocidad y Torque.
Por medio de la matriz se selecciono el modelo “Motor Lineal
DC” éste sera el motor que llevara el sistema.

Disefio Mecanico.

En la fase de disefio mecéanico se parte de los pardmetros
para determinar las caracteristicas que posee el péndulo.
Dentro de 'estos se encuentran el tipo de actuador que se va a
utilizar, el tipo de riel, el nimero de péndulos, el soporte sobre
el que van a reposar, el tipo de estructura que soportara todo el
sistema, el peso del equipo y el tipo de materiales.

A partir de esto, es necesario realizar un analisis dindmico
del sistema empleando férmulas matematicas y software que
contribuyan a obtener el dimensionamiento de los elementos,
ubicar los puntos criticos y la seleccion de componentes
electronicos.

Seguido del estudio dinamico, se analiza la estructura
estaticamente para obtener las cargas maximas en el
mecanismo y seleccionar adecuadamente los materiales. El
andlisis de cargas se realiza analiticamente con formulas y se
corrobora mediante software.

Se construye la estructura en donde se ubican los
componentes electronicos, se realiza un modelo matematico

del péndulo y se obtiene las ecuaciones matematicas que
describen el modelo, finalmente se procede con las pruebas de
funcionamiento.

Figura 1. Disefio Mecéanico

Ensamblaje y Construccién

Luego de finalizar las fases de disefio del sistema, se
elaboran los planos, se adquiere los materiales necesarios para
la manufactura del péndulo, se realiza el ensamblaje de toda la
planta incluyendo sus componentes electrénicos y finalmente
las pruebas de funcionamiento.

Modelo Matematico

Una vez establecido el disefio que tendrd pendulo invertido,
se establece todos sus parametros y variables; esto con la
finalidad de obtener el modelo matematico de la fisica del
péndulo y finalmente obtener una ecuacién diferencial que
describa la relacion dindmica entre el carro y el péndulo del
sistema.
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Figura 2. Parametros del Modelo Mateméatico

Se tomo6 en cuenta todos los pardmetros que intervienen en
la dindmica del péndulo tal y como muestra la figura2.
Aplicando sumatorias se obtiene como resultado las siguientes
ecuaciones que describen la relacién dindmica entre el carro y
el péndulo. La ecuacion 1 estd en funcion de la aceleracion
angular que posee el carro al momento de su desplazamiento,
mientras que la ecuacion 2 esta en funcion de la aceleracion
angular que se produce en el péndulo cuando este gira.

. (F—ml(fcosf + 6%sin6) — f.x)
X =

(M + m) )



mglsin — mi% cos 6 — f,0

g =
Ip + ml?

I1l. RESULTADOS

La dinamica del modelo maten ético esta descrito de manera
algebraica por lo que es necesario reemplazar los parametros
por valores numéricos, algunos de los mismos son dados por
especificaciones técnicas del péndulo mientras que para
encontrar otros es necesario realizar ciertos procesos de
experimentacion.

Centro de Gravedad del Péndulo.

El péndulo estd compuesto por un eje de aluminio y una
cabeza de cobre, es posible calcular su centro de gravedad
mediante ciertos calculos fisicos y matematicos, para nuestra
aplicacion lo vamos hacer mediante el siguiente experimento.
Con el péndulo desmontado, se lo balancea de manera
horizontal sobre un borde hasta encontrar el punto de balance,
‘este sera el centro de masa del péndulo.

Como resultado del experimento el centro de gravedad del
péndulo se ubica a 0.304m de su lado sin carga.

Momento de Inercia del Péndulo.

El punto de inercia del péndulo puede ser calculado
tomando cuidadosamente la medida del objeto y conociendo la
densidad de las partes que lo componen, aunque tal como en el
ejemplo anterior existe una manera mas facil de hacerlo.

Cuando el péndulo oscila formando un pequefio angulo este
puede ser tomado como un sistema arménico simple, la fuerza
que lleva al péndulo de regreso a su equilibrio es proporcional
a este punto. Este sistema se mueve en un movimiento
arménico simple produciendo una oscilacion T.

IVV. CONCLUSIONES

e Mediante el estudio de campo y recopilacion de
informacién de la estructura de un péndulo invertido
determind la forma bésica carro-péndulo ya que este
modelo es ideal para obtener una relacion dinamica
entre los 2, lo que al final da como resultado una
ecuacion que describe el modelo matematico del
sistema.

e Plantas existentes en el mercado sirvieron de modelo
en el disefio final del sistema, tomando la forma de la
base grande, rigida que proporciona una buena
estabilidad y la manera de traslacién por medio de un
sistema de poleas con correa ancladas al carro, que se
desplaza a lo largo de una riel; la posicién de los
encades que toman los datos del motor asi como
también la del péndulo.

e Se selecciond en la base Acero ASTM A36 debido a
su robustez, dimensiones estandarizadas de 5cmx5cm
ideales para su disefio, para el carro se selecciond el
aluminio por su peso reducido en relacion a otros

metales, para las ruedas se usé duraron por su facil
manufactura ademas de no necesitar el uso de
lubricantes para su funcionamiento ideal, finalmente
para los péndulo se determind el uso de varillas de
aluminio huecas ya que al no estar expuestas a
grandes fuerzas su composicion satisface las
condiciones de friccion colocando al final un peso de
cobre ya que gracias a su densidad es un material
optimo.

e En la construcciéon del sistema se puso especial
cuidado en sectores criticos como la riel y la forma
de las |llantas que son primordiales en el
desplazamiento del péndulo y un error en su
manufactura daria como resultado una planta
diferente al modelo matemético calculado.

e Al tomar el esquema basico del péndulo se logré
determinar cada uno de sus parametros, constantes y
variables; que al derivarlas y realizando sumatorias
en Xy Y obtuvimos como resultado 2 ecuaciones que
describen la relacion dindmica entre la posicion del
carro y la posicion angular del péndulo.

V. RECOMENDACIONES

e Se recomienda el uso de la planta en posibles
préximos trabajos de grado implementando diversos
tipos de controladores.

e  Se sugiere realizar un péndulo invertido con una base
movil.

e Se recomienda variar la altura del péndulo al
momento de implementar un controlador y verificar
su funcionamiento con esta variacion.

e Se sugiere utilizar otras poleas que posean un
didmetro mayor para evitar el roce existente con el
eje que conecta los 2 péndulos.

e Se recomienda cambiar el eje que conecta a los 2
péndulos por uno solido debido a que puede llegar a
deformarse debido al contacto constante al que esta
sujeto y no por el peso de los péndulos en si.

e Se propone que sea un requisito que todos los
trabajos de grado se realicen en Latex ya que esto le
da un grado mayor de profesionalismo.
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